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MỞ ĐẦU 

Khoa học vật liệu là một ngành đóng một vai trò quan trọng trong nhiều lĩnh 

vực, đồng thời là một nhân tố trọng yếu trong thiết kế chế tạo các kết cấu, cấu kiện 

của các thiết bị hàng không vũ trụ, công nghiệp ô tô, chế tạo máy, quân sự, điện 

tử viễn thông v.v. Trải qua ba cuộc cách mạng công nghiệp trong lịch sử nhân loại, 

có thể thấy rằng ngành vật liệu là một nhân tố quan trọng nhất trong từng giai đoạn 

phát triển đó. Lý do là để tạo ra bất kỳ thiết bị hoặc sản phẩm nào, chúng ta đều 

cần có vật liệu phù hợp. Khoa học vật liệu cho chúng ta biết sản phẩm được làm 

từ chất liệu gì và tại sao chúng lại hoạt động như vậy. Kỹ thuật vật liệu cung cấp 

cách áp dụng kiến thức đó để chế tạo ra những sản phẩm tốt hơn. 

Ngày nay, thế giới đang trải qua thời kỳ của cuộc cách mạng công nghiệp lần 

thứ IV, ngành khoa học vật liệu vẫn thể hiện vai trò là một ngành quan trọng và 

quyết định trong các cuộc cạnh tranh toàn cầu ở mọi lĩnh vực, đặc biệt các lĩnh 

vực điện tử như bán dẫn, chíp vi xử lý, cảm biến được sử dụng nhiều trong các 

thiết bị từ công nghiệp đến đời sống xã hội. Chính vì vậy, vật liệu có kích thước 

nano với các hiệu ứng đặc biệt rất được nhiều chuyên gia trên thế giới quan tâm 

nghiên cứu và phát triển. Một trong số các hiệu ứng đó là flexoelectric trong vật 

liệu điện môi. Được phát hiện ra từ thập niên 50 của thế kỷ trước, nhưng cho đến 

đầu những năm 2000 khi ngành khoa học vật liệu và các ngành khác phát triển 

mạnh, hiệu ứng này mới được quan tâm nghiên cứu sâu sắc. Trong những năm 

gần đây, vật liệu có hiệu ứng flexoelectric càng hứa hẹn được ứng dụng hiệu quả 

hơn nữa trong các lĩnh vực hiện đại. Do tầm quan trọng của vật liệu bán dẫn, vấn 

đề nghiên cứu đối với loại vật liệu này nói chung và phân tích tương tác điện-cơ 

của kết cấu có kích thước nano có hiệu ứng flexoelectric ngày càng được các 
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chuyên gia quan tâm, nghiên cứu, và phát triển. Trong nước, gần đây nhất, Bộ Kế 

hoạch và Đầu tư tổ chức sự kiện "Hội nghị cấp cao về Công nghiệp bán dẫn Việt 

Nam" để thảo luận các chủ đề như hiện trạng và tiềm năng phát triển ngành công 

nghiệp bán dẫn, nguồn nhân lực, từ đó hướng tới sự phát triển mạnh mẽ của ngành 

này. Các diễn đàn tương tự cũng được tổ chức bởi Bộ Khoa học và Công nghệ 

cũng như Bộ GD&ĐT để tìm kiếm cơ hội và phát triển ngành công nghiệp bán 

dẫn tại Việt Nam. Chính vì vậy, nghiên cứu sinh lựa chọn đề tài luận án với tiêu 

đề: “Phân tích tĩnh và động của tấm nano trên nền đàn hồi có xét đến hiệu ứng 

flexoelectric” là vấn đề thực tiễn, mang ý nghĩa khoa học và có tính thời sự. 

+ Mục đích của đề tài luận án: Dùng phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH) 

và lý thuyết cải tiến hàm hypebol về biến dạng cắt để xây dựng phương trình vi 

phân dao động của kết cấu tấm kích thước nano tựa trên nền đàn hồi có kể đến 

hiệu ứng flexoelectric. Từ đó tìm ra tương tác cơ-điện của kết cấu tấm có kích 

thước nano có kể đến hiệu ứng flexoelectric. 

+ Nhiệm vụ nghiên cứu: Tổng quan về hiệu ứng flexoelectric, ứng dụng của 

vật liệu có hiệu ứng flexoelectric và những thành tựu nghiên cứu về tương tác cơ 

học đã đạt được đối với các kết cấu có tính đến hiệu ứng này. Thiết lập các phương 

trình cơ bản của kết cấu tấm kích thước nano trên nền đàn hồi có xét đến tương 

tác cơ-điện của hiệu ứng flexoelectric dựa trên cơ sở của lý thuyết biến dạng cắt 

cải tiến dạng hàm hypebol. Thiết lập lưu đồ thuật toán PTHH, bộ chương trình để 

phân tích tĩnh và động; khảo sát đáp ứng tĩnh và động của tấm kích thước nano 

tựa trên nền đàn hồi có xét đến ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric để tìm ra 

tương tác cơ-điện của kết cấu.  

+ Đối tượng nghiên cứu: Tấm có kích thước nano kể đển ảnh hưởng của 

hiệu ứng flexoelectric đặt trên nền đàn hồi hai hệ số với các điều kiện biên khác 
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nhau. Tải trọng tác dụng lên tấm có kích thước nano là tải trọng tĩnh và tải trọng 

thay đổi theo thời gian. 

+ Phạm vi nghiên cứu: Nghiên cứu tương tác cơ-điện của tấm có kích thước 

nano chịu tải trọng tĩnh, động kể đến hiệu ứng flexoelectric bằng phương pháp 

PTHH và lý thuyết biến dạng cắt cải tiến hàm hypebol (hyperbolic sine function) 

và chưa kể đến hiệu ứng kích thước nhỏ. Luận án bao gồm 03 bài toán chính: Bài 

toán uốn tĩnh, dao động tự do và cưỡng bức. 

+ Phương pháp nghiên cứu: Phương pháp PTHH dựa trên lý thuyết biến 

dạng cắt cải tiến sử dụng hàm hypebol và nguyên lý năng lượng toàn phần cực 

tiểu để xây dựng các phương trình cơ bản của bài toán uốn tĩnh, dao động tự do và 

cưỡng bức của kết cấu tấm kích thước nano có kể đến hiệu ứng flexoelectric.  

+ Bố cục của đề tài luận án: Gồm mở đầu, 04 chương, kết luận và kiến nghị, 

và tài liệu tham khảo. 

Mở đầu: Đưa ra tính cấp thiết và cấu trúc của luận án. 

Chương 1: Tổng quan về vấn đề nghiên cứu. 

Chương 2: Các phương trình cơ bản của bài toán tĩnh và động lực học tấm 

kích thước nano trên nền đàn hồi có xét đến hiệu ứng flexoelectric.   

Chương 3: Nghiên cứu đáp ứng tĩnh của tấm kích thước nano trên nền đàn 

hồI có xét đến hiệu ứng flexoelectric. 

Chương 4: Nghiên cứu đáp ứng động lực học của tấm kích thước nano đặt 

trên nền đàn hồi có xét đến hiệu ứng flexoelectric. 

Kết luận và kiến nghị 

Tóm tắt các kết quả chính, đóng góp mới của luận án và đề xuất các hướng 

nghiên cứu tiếp theo của luận án. 

Tài liệu tham khảo 
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Chương 1. TỔNG QUAN VỀ VẤN ĐỀ NGHIÊN CỨU 

1.1. Tổng quan về hiệu ứng flexoelectric 

1.1.1. Hiệu ứng flexoelectric 

Hiệu ứng flexoelectric (tên tiếng Anh đầy đủ là "flexoelectric effect" hay 

"flexoelectricity") là hiện tượng phân cực điện đối với biến thiên biến dạng cơ học. 

Đây có thể được xem như là hiệu ứng bậc cao đối với áp điện, và là sự phân cực 

đối với biến dạng của chính nó. Tuy nhiên, ở kích thước nano, khi các biến thiên 

biến dạng được sinh ra, hiệu ứng flexoelectric sẽ thể hiện rõ rệt. Không giống như 

hiệu ứng áp điện (piezoelectric) mô tả sự phân cực xảy ra tại mọi điểm có biến 

dạng, hiệu ứng flexoelectric mô tả sự phân cực chỉ xảy ra tại một số vị trí dọc theo 

biến thiên biến dạng do sự biến dạng không đồng nhất phá vỡ cấu trúc đối xứng 

tâm của mạng tinh thể [1]. Sự khác biệt giữa hiệu ứng piezoelectric và flexoelectric 

được thể hiện trực quan trên Hình 1.1. 

  

a) Hiệu ứng piezoelectric do biến 

dạng đều 

b) Hiệu ứng flexoelectric do biến thiên  

biến dạng 

Hình 1.1. Mô tả khác biệt giữa hiệu ứng piezoelectric và flexoelectric [2] 
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Phương trình mô tả sự phân cực điện xảy ra trong chất điện môi do biến dạng 

và biến thiên biến dạng như sau [3]: 

ik
i ijk ik ijkl

l

P e f
x





 


 (1.1) 

trong đó thành phần đầu tiên biểu thị tác động của áp điện trực tiếp, thành phần 

thứ hai mô tả sự phân cực điện do biến thiên biến dạng. Vì vậy, hệ số flexoelectric, 

được biểu thị bằng 
ijklf , là một tenxơ phân cực bậc bốn và hệ số biểu thị tác động 

áp điện trực tiếp được biểu thị bằng 
ijke . Hai hệ số này thay đổi theo đặc trưng cơ 

học của vật liệu cụ thể.  

Hiện nay, vai trò của hiệu ứng flexoelectric trong vật lý của chất điện môi và 

bán dẫn đã được cộng đồng khoa học công nhận và có triển vọng cho các ứng dụng 

thực tế. Do những đặc điểm đó, hiệu ứng này đã tạo sự quan tâm ngày càng lớn 

của các chuyên gia và nhà khoa học trong thập kỷ qua. Phần tổng quan của luận 

án trình bày một phân tích về hiệu ứng flexoelectric trong chất rắn thông thường, 

không bao gồm các vật liệu hữu cơ và tinh thể lỏng. 

1.1.2. Nguồn gốc hiệu ứng flexoelectric 

Hiệu ứng flexoelectric bắt nguồn từ chữ "flexus" trong tiếng Latinh có nghĩa 

là "uốn cong" và có liên quan đến biến thiên biến dạng phát sinh tự nhiên trong 

các tấm bị uốn cong. Hiện nay, các thuật ngữ "flexoelectric effect", "flexoelectric" 

và "flexoelectricity" được sử dụng rộng rãi trong lĩnh vực vật lý vật chất ngưng tụ 

và trong chất rắn thông thường [4]. Mặc dù sự tồn tại của hiệu ứng flexoelectric 

trong chất rắn đã được phát hiện vào những năm 1950, có rất ít sự chú ý đến hiệu 

ứng này cho đến cuối thế kỷ XX. Thứ nhất, chủ yếu vì hiệu ứng flexoelectric được 
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cho là không có ảnh hưởng lên tương tác cơ học của kết cấu có kích thước thông 

thường. Tuy nhiên, vào đầu thế kỷ XXI, các nghiên cứu thực nghiệm bài bản đầu 

tiên về hiệu ứng flexoelectric trong gốm cho thấy phản ứng có thể mạnh hơn vài 

lần với các kết quả tính toán dựa trên các ước tính lý thuyết [1]. Thứ hai, phù hợp 

với xu hướng thu nhỏ trong thiết bị điện tử, khi kích thước của kết cấu và cấu kiện 

giảm đến cỡ micro mét và nano mét thì biến thiên biến dạng tăng lên, lúc đó hiệu 

ứng flexoelectric sẽ có ảnh hưởng rõ rệt.  

Như đã trình bày ở trên, xu hướng đã thay đổi rất nhiều kể từ giữa những năm 

2000, khi khoa học vật liệu phát triển mạnh đến mức các nhà khoa học đã tìm ra 

nhiều hệ số có liên quan đến hiệu ứng flexoelectric của các vật liệu có hệ số điện 

dung cao. Thêm nữa, kết cấu kích thước cỡ nano mét ngày càng được sử dụng phổ 

biến trong các ngành kỹ thuật cao như điện tử và công nghệ sinh học. 

1.1.3. Quá trình hoàn thiện của các lý thuyết về hiệu ứng flexoelectric 

Trong chất rắn, hiệu ứng flexoelectric lần đầu tiên được xác định về mặt lý 

thuyết bởi Mashkevich và Tolpygo [5,6] dựa trên những nghiên cứu của họ về 

động lực học mạng tinh thể. Sau đó, Kogan [7] vào năm 1964 đã mô tả và chứng 

minh hiệu ứng này khi ghép điện tử-phonon trong tinh thể trung tâm, nơi mà cặp 

flexoelectric đóng một vai trò quan trọng.  

Năm 1965, hình ảnh của kính hiển vi về  hiệu ứng flexoelectric đã được 

Harris đề cập đến [8]. Năm 1968, Mindlin đã mô tả hiệu ứng này [9]. Các phép 

tính vi mô đầu tiên về các hệ số kiểm soát hiệu ứng flexoelectric được tiến hành 

bởi Askar và đồng nghiệp [10] vào năm 1970 cho một số tinh thể đơn giản.  

Các phương pháp tổng hợp, xử lý lý thuyết có hệ thống về hiệu ứng 

flexoelectric ở vật liệu điện môi thể rắn xuất hiện vào những năm 1980, được đề 
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xuất bởi công thức của Tagantsev về các mô tả hiện tượng học và hình ảnh kính 

hiển vi [11]. Tagantsev đã phân biệt hiệu ứng flexoelectric với hiệu ứng áp điện, 

xác định bốn đóng góp khác nhau đối với phản ứng flexoelectric và gợi ý tầm quan 

trọng của hiệu ứng flexoelectric ở kích thước nano, đặc biệt là trong các vật liệu 

điện môi.  

Tình hình đã thay đổi khi hàng loạt thí nghiệm do Ma và Cross [12–14] dẫn 

đầu đã chỉ ra hiệu ứng flexoelectric có kết quả bất ngờ trong nhiều loại gốm vào 

đầu những năm 2000. Kể từ đó, những phát hiện thực nghiệm này đã thúc đẩy các 

chuyên gia nghiên cứu bằng lý thuyết về hiệu ứng flexoelectric, đặc biệt là ảnh 

hưởng của hiệu ứng này đến ứng xử cơ học của các kết cấu và cấu kiện có kích 

thước nano mét được tích hợp trong thiết bị điện tử hiện đại. 

 Để mô tả quá trình hình thành và phát triển của các học thuyết liên quan đến 

hiệu ứng flexoelectric, tác giả minh họa các mốc quan trọng như sau: 

- Trước những năm 1980: Mashkevich & Tolpygo (1957, 1963) là những 

người đầu tiên phát hiện ra hiệu ứng [5]. Kogan (1964) [7] là người đầu tiên đưa 

ra lý thuyết về hiệu ứng. Harris 1965 mô tả hiển vi đầu tiên về hiệu ứng. Mindlin 

(1972) đưa ra lý thuyết liên tục và mạng tinh thể của cặp biến thiên biến dạng phân 

cực (hiệu ứng flexoelectric ngược) [9].  

Askar và cộng sự (1970) đưa ra lý thuyết mạng và mô hình vỏ của cặp biến 

thiên biến dạng phân cực. Bursian và cộng sự (1968, 1969, 1974) đề xuất lý thuyết 

hiệu ứng flexoelectric đầu tiên cho chất sắt từ (ferroelectric materials). 

- Từ 1981 – 2000: Indenbom và cộng sự (1981) là những người đầu tiên đặt 

tên cho hiệu ứng flexoelectric trong chất rắn [15]. Tagantsev (1985, 1986) đồng 

thời đưa ra lý thuyết hiệu ứng tổng quát cho chất điện môi và trình bày mô hình 
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ion dưới kính hiển vi [11,16]. Sahin & Dost (1988) đưa ra lý thuyết liên tục đầu 

tiên bao gồm hiệu ứng flexoelectric trực tiếp, gián tiếp và độ đàn hồi biến thiên 

biến dạng [17]. Marvan và cộng sự (1986, 1991, 1997, 2004) đưa ra  mô hình 

chuỗi tuyến tính cho vật liệu đàn hồi [18–20]. 

 - Từ 2001– 2010: Majdoub, Sharma, Cagin (2008) [16] giới thiệu mô hình 

dạng nguyên tử đầu tiên và tính toán các hệ số của hiệu ứng flexoelectric. Eliseev 

và cộng sự (2009) [21], Morozovska và cộng sự [22] năm 2011 đưa ra lý thuyết 

Landau-Ginzburg-Devonshire (LGD) tổng quát cho các hiệu ứng kiểu 

flexoelectric. Shen & Hu (2010) trình bày hiệu ứng bề mặt [23]. 

 - Từ 2010 – nay: Hong & Vanderbilt (2011, 2013) đưa ra nguyên tắc thống 

nhất của hiệu ứng flexoelectric dựa trên lý thuyết hàm mật độ [24–26]. Stengel 

(2013, 2014, 2015, 2016) đưa ra lý thuyết nguyên tắc tổng quát hóa lý thuyết thế 

năng biến dạng và biến thiên biến dạng [27–29]. Dreyer, Stengel, Vanderbilt 

(2018) đề xuất sơ đồ thực tế để tính toán lực tensor ứng suất do hiệu ứng 

flexoelectric [28].  

Hadjesfandiari (2013) trình bày lý thuyết cặp ứng suất đối xứng [30]. Chen 

và cộng sự (2014) [31], Gu và cộng sự (2014) [32], Ahluwalia và nhóm nghiên 

cứu (2014) [33] đưa ra mô hình trường pha đầu tiên của hiệu ứng flexoelectric. 

Abdollahi và cộng sự (2014) [34] đưa ra mô hình PTHH đầu tiên của hiệu ứng 

flexoelectric trong chất rắn.  

Trên Hình 1.2 mô tả xu hướng quan tâm của các nhà khoa học trên thế giới 

dựa trên dữ liệu từ Google Scholar cho các công bố liên quan đến từ khóa 

"flexoelectric" trong 22 năm gần nhất. 
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Hình 1.2. Công bố liên quan đến "flexoelectric" trong 22 năm gần nhất 

1.1.4. Các phương pháp đo hệ số flexoelectric 

Hiệu ứng flexoelectric về cơ bản tồn tại trong tất cả các chất điện môi, tuy 

nhiên các nghiên cứu về hệ số flexoelectric trong các vật liệu cụ thể vẫn còn hạn 

chế. Lý do là: 

- Một là trong hầu hết các chất điện môi, giá trị điển hình của hệ số 

flexoelectric rất nhỏ, chỉ nằm trong khoảng 0,01-1 nC/m. Giá trị đặc trưng này 

thường được coi là hệ số flexoelectric nội tại. Năm 1986, Tagantsev đề xuất rằng 

hệ số flexoelectric trong vật liệu nói chung có thể so sánh với giá trị e/a của chúng 

[11,16], trong đó e là điện tích electron và a là tham số mạng tinh thể. Giá trị lý 

thuyết này phù hợp với các tính toán cơ bản đầu tiên được phát triển gần đây bởi 

Maranganti và Sharma [35]; Hong & Vanderbilt [24,25] trong một số chất bán dẫn 

và chất dẫn điện. Cần lưu ý rằng đơn vị C/m hoàn toàn khác với đơn vị của hệ số 
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áp điện (C/N). Do đó, không phù hợp để so sánh trực tiếp giữa hệ số flexoelectric 

và áp điện chỉ bằng cách sử dụng giá trị các hệ số này. Các nghiên cứu gần đây 

của Abdollahi và cộng sự [36] cho rằng 1 pC/N của hệ số áp điện có thể so sánh 

với 103 nC/m của hệ số flexoelectric. Dựa trên kết quả này, có thể kết luận rằng 

cặp flexoelectric trong hầu hết chất điện môi yếu hơn nhiều so với cặp áp điện.  

- Hai là biến thiên biến dạng thường dẫn đến các thành phần ứng suất rất phức 

tạp của hệ số flexoelectric và làm cho phép đo trở nên rất khó khăn. Theo các 

nghiên cứu ban đầu của Lê Quang và He [37] và Shu cùng cộng sự [38], trong vật 

liệu có đối xứng ba chiều, các thành phần có thể của hệ số flexoelectric fijkl có thể 

lên tới 54.  

Do đó, hầu như không thể trích xuất chính xác các thành phần hệ số của hiệu 

ứng flexoelectric riêng lẻ trong các mạng tinh thể có tính đối xứng thấp. Mặt khác, 

trong các vật liệu có đối xứng khối (ngoại trừ đối xứng nhóm điểm 23 và m3), các 

thành phần của tensor flexoelectric fijkl có thể giảm xuống chỉ còn 3, thường được 

định nghĩa là hệ số flexoelectric ngang, hệ số flexoelectric dọc, và hệ số 

flexoelectric cắt. 

Gần đây, ba phương pháp đo trực tiếp đã được phát minh bằng cách sử dụng 

dầm công xôn (Hình 1.3a), mặt dưới của hình chóp cụt (Hình 1.3b) và mặt bên 

của hình chóp cụt kim tự tháp (Hình 1.3c) để đo lần lượt hệ số flexoelectric ngang, 

hệ số flexoelectric dọc và hệ số flexoelectric cắt.  

Cần lưu ý rằng tất cả các thiết lập đo lường trong Hình 1.3 không được tích 

hợp đầy đủ, và do đó việc xác định tất cả các thành phần hệ số nói trên bị hạn chế 

rất nhiều [39]. 
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Hình 1.3. Các phương pháp đo hiệu ứng flexoelectric ngang, dọc và cắt [39] 

Ngoài các phép đo trực tiếp, một số phép đo gián tiếp của hệ số flexoelectric 

đã được phát triển gần đây. Zhou và cộng sự [40] nhận thấy rằng hệ số flexoelectric 

có thể đánh giá một cách gián tiếp bằng việc sử dụng sự biến thiên của độ cứng. 

Lý do là hệ số flexoelectric sẽ dẫn đến sự suy giảm nhanh chóng độ cứng của một 

lớp điện môi, đặc biệt là ở kích thước nhỏ. Bằng cách nghiên cứu lực nén nano so 

với các đường cong dịch chuyển nén nano của các mẫu cột và mẫu nón như thể 

hiện trong Hình 1.4b, hệ số flexoelectric dọc có thể được chiết xuất thành công. 

Hu và cộng sự [41] đề xuất một cách đặc biệt để tạo ra biến thiên biến dạng sử 

dụng sóng xung kích. Trong thí nghiệm của họ, súng bắn khí hydro đã được sử 

dụng để bắn vào một tấm dịch chuyển (Hình 1.4c). Thông qua phương pháp này, 

hệ số flexoelectric dọc có thể được tính toán gián tiếp bằng cách nghiên cứu mối 



12 

 
 

liên quan giữa điện áp cảm ứng và sự lan truyền của sóng xung kích, như trong 

Hình 1.4d. 

(c) (d)

(a) (b)
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Hình 1.4. Phương pháp đo gián tiếp hệ số flexoelectric dọc [41] 

Hình 1.5 minh họa sơ đồ đo gián tiếp hệ số flexoelectric của tinh thể lỏng. Hệ 

số flexoelectric được xác định bằng cách đặt một điện trường vào các điện cực 

được đánh số và sau đó phân tích sự biến dạng gây ra trong các bức ảnh nhận 

được. 

 

Hình 1.5. Sơ đồ minh họa đo hệ số flexoelectric tinh thể lỏng gián tiếp [39] 
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Ngày nay, nhờ các thiết bị điện tử hiện đại, các nhà khoa học đã tìm ra hệ số 

flexoelectric trong rất nhiều chất điện môi khác nhau như: vật liệu điện môi, vật 

liệu sinh học, tinh thể lỏng, và chất bán dẫn. Bảng 1.1 là giá trị đo thực nghiệm và 

tính toán hệ số flexoelectric đối với một số vật liệu. 

Bảng 1.1. Giá trị thực đo nghiệm và tính toán hệ số flexoelectric đối với một số 

vật liệu [39] 

Vật liệu 

f1111 (nC/m) f1122 (nC/m) f1212 (nC/m) 

Thực 

nghiệm 

Tính 

toán 

Thực 

nghiệm 

Tính 

toán 

Thực 

nghiệm 

Tính 

toán 

TiO2 – – 2 – – – 

Polyvinylidene 

fluoride 
– – 10 – – – 

SrTiO3 0.2 –0.89  7  +2.3  5.8 –6.6 

BT–BZT – – 2.5×104 – – – 

Pb(ZrTi)O3 – – 1×103 – – – 

Pb0.3Sr0.7TiO3 – – 2×104 – – – 

PMN–PT – – 
(2–

5)×104 
– – – 

PbMg1/3Nb2/3O3 
(3–

4)×103 
– – – – – 

BaTiO3 5×104 –0.36 5×104 +1.6 – –1.5 

(Ba1–xSrx)TiO3 1.15×105 10–20 1×105 6–10 – – 

Ba(Ti1–xSnx)O3 – – 4.5×104 – – – 
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Có thể thấy rằng hệ số flexoelectric trong các chất điện môi và polyme thông 

thường (TiO2 và polyvinylidene florua) nằm trong khoảng 1-10 nC/m, tức là phù 

hợp với các giá trị flexoelectric nội tại.  

Nhưng ở một số loại gốm sắt từ và đơn tinh thể, kết quả lại hoàn toàn khác. 

Tính flexoelectric rất cao đã được tìm thấy trong một loạt vật liệu sắt từ có hằng 

số điện môi cao như BaTiO3, (BaSr)TiO3, Ba(TiSn)O3, Pb(ZrTi)O3 (PZT) và 

PbMg1/3Nb2/3O3. Các hệ số flexoelectric đo được của chúng lớn hơn 3-5 lần so với 

hệ số trong các chất điện môi thông thường như TiO2. 

1.1.5. Ứng dụng của hiệu ứng flexoelectric  

 Với sự phát triển mạnh của các ngành khoa học về vật liệu, điện tử, khoa 

học máy tính, các nhà khoa học rất quan tâm nghiên cứu để ứng dụng hiệu ứng 

flexoelectric trong các lĩnh vực nổi bật như sau: 

- Ứng dụng chế tạo thiết bị lưu điện cỡ nano mét: Các thiết bị lưu điện này 

tích trữ điện năng từ dao động cơ học của các hệ cơ học nhờ sự chuyển hóa từ cơ 

năng (dao động cơ học) thành điện năng.  

Cục lưu điện 

 

Hình 1.6. Ứng dụng của hiệu ứng flexoelectric trong chế tạo thiết bị trợ tim [42] 
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    Hiệu ứng áp điện cộng với hiệu ứng flexoelectric giúp cho các bộ tích điện 

hoạt động hiệu quả, đặc biệt thích hợp với các thiết bị cần năng lượng nhỏ nhưng 

lại hoạt động thường xuyên như thiết bị chăm sóc y tế (thiết bị trợ tim),…Các 

nghiên cứu đã chỉ ra rằng năng lượng chuyển hóa từ cơ năng sang điện năng của 

các loại vật liệu có hiệu ứng flexoelectric là cao hơn nhiều so với các vật liệu áp 

điện thông thường. 

- Ứng dụng chế tạo thiết bị cảm ứng (sensor) và kích thích (actuator):  

Do có nhiều ưu điểm hơn hẳn các vật liệu áp điện truyền thống như kích 

thước nhỏ hơn, không bị giới hạn bởi các vật liệu có cấu tạo tinh thể đối xứng và 

có thể hoạt động trong môi trường nhiệt độ cao, nên các sensor và actuator làm từ 

vật liệu flexoelectric được ưu tiên, ví dụ như dùng trong các thiết bị dò vết nứt, 

thiết bị đo độ cong do biến dạng, v.v. 

 

Hình 1.7. Ứng dụng của hiệu ứng flexoelectric trong chế tạo các thiết bị cảm ứng 

(sensor) và thiết bị kích thích (actuator) [43] 

- Ứng dụng chế tạo thiết bị quang năng và pin mặt trời: Đây là xu thế của thời 

đại khi các nguồn năng lượng tự nhiên và tái tạo sẽ dần thay thế các nguồn năng 

lượng hóa thạch truyền thống. Do vậy, đây cũng là một trong những ứng dụng 

quan trọng mà các nhà khoa học trọng tâm nghiên cứu đối với hiệu ứng 

flexoelectric [39,44]. 
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Hình 1.8. Ứng dụng của hiệu ứng flexoelectric trong chế tạo thiết bị quang năng 

và pin mặt trời [39,44] 

Ngoài ra, các công trình gần đây chỉ ra rằng hiệu ứng flexoelectric có thể liên 

hệ với nhiều ứng xử vật lý quan trọng khác, do đó tiềm năng của ứng dụng này 

trong các ngành kỹ thuật hiện đại ngày càng to lớn.  

1.2. Tổng quan về phân tích kết cấu kích thước nano có hiệu ứng flexoelectric 

Thập kỷ gần đây, những đột phá về khoa học máy tính và khoa học vật liệu 

đã tạo nhiều thuận lợi cho các chuyên gia về cơ học trong phân tích tương tác điện-

cơ kết cấu kích thước nano mét có hiệu ứng flexoelectric [3].  

1.2.1. Bài toán uốn tĩnh và dao động riêng của kết cấu kích thước nano có 

kể đến hiệu ứng flexoelectric 

Đối với kết cấu có kích thước nano dạng dầm: Năm 2015, Liang và đồng 

nghiệp [45] dùng lời giải chính xác để phân tích ổn định tĩnh và dao động tự do 

của sợi nano dựa trên lý thuyết dầm Euler-Bernoulli, trong đó có kể đến ảnh hưởng 

của hiệu ứng bề mặt và flexoelectric. Năm 2016, Qi và cộng sự [46] nghiên cứu 
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uốn tĩnh của dầm nano được tạo thành từ lớp điện môi đồng nhất và lớp đàn hồi 

dựa trên lý thuyết biến thiên biến dạng có kể đến hiệu ứng flexoelectric. Ray [47] 

sử dụng lời giải giải tích để nghiên cứu đáp ứng uốn tĩnh của dầm nano liên kết 

tựa đơn có tích hợp lớp flexoelectric được coi như bộ cảm biến phân bố nano, 

trong đó hiệu ứng flexoelectric thuận và nghịch được tác giả đưa vào phân tích. 

Yue và nhóm nghiên cứu [48] phát triển mô hình dầm micro Timoshenko cho bài 

toán uốn tĩnh và dao động tự do có kể đến hiệu ứng bề mặt và flexoelectric. Tadi 

Beni [49] áp dụng mô hình dầm Euler-Bernoulli kết hợp với hệ số kích thước để 

nghiên cứu biến dạng phi tuyến của dầm nano làm từ vật liệu có đăng trưng cơ 

tính biến đổi trong đó tính đến hiệu ứng áp điện và flexoelectric. Năm 2018, Ebnali 

Samani và cộng sự [50] nghiên cứu đáp ứng tĩnh phi tuyến của dầm nano 

flexoelectric sử dụng lý thuyết dầm Timoshenko. Chu và cộng sự [51] sử dụng lý 

thuyết biến dạng cắt cải tiến để đưa ra lời giải giải tích cho bài toán phân tích uốn 

tĩnh và dao động riêng của dầm nano làm bằng vật liệu có cơ tính biến thiên. Gần 

đây, Sun và cộng sự [52] sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để phân tích ứng 

xử cơ học tĩnh của dầm nano flexoelectric có chiều dày thay đổi. Trong đó, mô 

hình dầm được tích hợp trong bộ thu năng lượng mặt trời với hai điểm nút và mười 

bậc tự do mỗi nút được phát triển với hàm dạng Hermitee. Zhang và nhóm nghiên 

cứu [53] đề xuất mô hình dầm nano flexoelectric với ba lớp tinh thể cho bài toán 

phân tích dải tần số dao động. Nhóm tác giả sử dụng phương pháp sai phân hữu 

hạn, lý thuyết Bloch và phương pháp ma trận chuyển để đưa ra lời giải chính xác. 

Ngoài ra, chúng ta có thể tìm thấy rất nhiều nghiên cứu về dầm nano flexoelectric 

trong các công bố gần đây với xu hướng áp dụng cho các thiết bị thu năng lượng 

mặt trời và điện tử. 
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 Về các kết cấu có kích thước nano dạng tấm: Yan [54] sử dụng lý thuyết 

tấm cổ điển để nghiên cứu đáp ứng uốn tĩnh và dao động riêng của tấm nano áp 

điện có kể đến hiệu ứng flexoelectric dựa trên lời giải chính xác. Tiếp đó, Yang và 

cộng sự [55] đã công bố lời giải chính xác để phân tích đáp ứng uốn tĩnh và dao 

động riêng của tấm nano, trong đó lý thuyết tính toán có tính đến tác động của 

hiện tượng áp điện và flexoelectric. Đồng thời, tác giả cũng dựa trên lý thuyết 

Kirchoff-Love cho kết cấu tấm để trình bày lời giải dạng giải tích. Li và đồng 

nghiệp [56] nghiên cứu bài toán uốn tĩnh và dao động riêng của tấm tròn có kích 

thước micro trên giả thiết của lý thuyết tấm mỏng. Lời giải giải tích được đưa ra 

và các kết quả chỉ ra tác động đáng kể của hiệu ứng flexoelectric đến đáp ứng cơ 

học của tấm. Tiếp nối các thành công trước đó, Wang và cộng sự [57] sử dụng 

phương pháp sai phân hữu hạn để nghiên cứu đáp ứng tĩnh của tấm nano ngàm 

một cạnh có tính đến tác động của flexoelectric. Nhóm tác giả [58] sử dụng lý 

thuyết Kirchoff-Love kết hợp với lời giải chính xác để chỉ ra ảnh hưởng rất đáng 

kể của cả hiệu ứng áp điện và flexoelectric lên tương tác cơ học của tấm nano. Gần 

đây, Wang và Li [59] sử dụng lý thuyết tấm cổ điển để phân tích uốn tĩnh và dao 

động riêng của tấm nano với hiệu ứng flexoelectric. Giannakopoulos và Rosakis 

[60] phân tích đáp ứng cơ học của tấm nano với hiệu ứng flexoelectric động, trong 

đó biến thiên của biến dạng và biến thiên điện tích được kể đến. Tiếp đó, mô hình 

tấm nano flexoelectric tròn cũng được nhóm tác giả phát triển cho bài toán nghiên 

cứu đáp ứng cơ-điện [61]. Soleimani-Javid và nhóm nghiên cứu [62] sử dụng lý 

thuyết tấm Kirchoff-Love để phân tích đặc điểm dao động của tấm nano sandwich 

lõi tổ ong, trong đó, hiệu ứng flexoelectric được đưa vào tính toán. Ebrahimi1 và 

Barati [63] nghiên cứu ổn định tấm nano tính đến hiệu ứng flexoelectric dựa trên 

lời giải chính xác và lý thuyết tấm Kirchhoff. Tấm được đặt trên nền đàn hồi với 
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hai hệ số và ảnh hưởng của ứng suất bề mặt cũng được xem xét trong tính toán 

của họ. Amin và đồng nghiệp [64] dùng lý thuyết tấm truyền thống và hiệu ứng 

flexoelectric để thiết lập lời giải chính xác cho phân tích phi tuyến dao động riêng 

của tấm nano làm bằng vật liệu có cơ tính biến thiên kể đến hiệu ứng flexoelectric. 

Amir và nhóm nghiên cứu [65] trình bày bài toán dao động riêng của tấm sandwich 

có kể đến hiệu ứng flexoelectric, trong đó, lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất và 

phương pháp Navier được kết hợp để nghiên cứu dao động riêng của tấm.  Ghobadi 

và cộng sự [66] khảo sát đáp ứng dao động riêng phi tuyến của tấm nano có hiệu 

ứng flexoelectric, lời giải giải tích được đưa ra dựa trên lý thuyết tấm Kirchhoff-

Love để tìm ra biểu thức biểu diễn trường chuyển vị và trường điện từ của tấm 

nano dưới tác dụng của tải cơ nhiệt-điện-từ đồng thời. Trên cơ sở các kết quả đã 

đạt được, Ghobadi và nhóm nghiên cứu [67] đã phân tích đáp ứng tĩnh của tấm 

nano làm từ vật liệu có đặc trưng cơ học biến đổi kể đến ảnh hưởng của nhiệt độ, 

điện trường và hiệu ứng flexoelectric. Trong các công trình đó, tác giả sử dụng lý 

thuyết tấm Kirchoff-Love để thiết lập các công thức PTHH. Nhiều công trình về 

phân tích đáp ứng tĩnh và dao động tự do của kết cấu nano flexoelectric có thể tìm 

thấy trên các nền tảng học thuật. 

Gần đây nhất, với xu hướng phát triển xanh, các kết cấu tấm nano 

flexoelectric bắt đầu được sử dụng nhiều trong các thiết bị thu năng lượng mặt 

trời. Do vậy, các nhà khoa học cũng rất quan tâm nghiên cứu áp dụng trong lĩnh 

vực này. Năm 2021, trong công trình nghiên cứu của Kim và cộng sự [68], nhóm 

tác giả đã chứng minh các đặc tính có tác dụng tăng cường của hiệu ứng 

flexoelectric đến các tấm nano được tích hợp trong các thiết bị thu năng lượng mặt 

trời. Sun và cộng sự [69] đưa ra mô hình biến dạng-phân cực điện tích cho bài toán 

phân tích uốn tĩnh của tấm bán dẫn composite hai lớp có kể đến hiệu ứng 
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flexoelectric. Nhóm nghiên cứu của Yoon [70] chứng minh sự đóng góp đáng kể 

của hiện tượng flexoelectric đối với kết cấu dạng tấm được tích hợp trong các thiết 

bị tạo ra điện năng kích cỡ nano. Esen và Özmen [71] nghiên cứu dao động nhiệt 

của tấm nano có lỗ rỗng được làm từ vật liệu có cơ tính biến thiên dưới tác dụng 

của tải cơ-nhiệt-điện-từ. Liu và nhóm cộng sự [72] nghiên cứu ứng dụng của hiệu 

ứng flexoelectric để chứng minh hiện tượng chưa từng có trong xúc tác cho các 

hạt nano để phân hủy các thuốc nhuộm hữu cơ. Zhang và Luo [73] đề xuất mô 

hình trường pha để phân tích ứng xử cơ học của kết cấu tấm nano flexoelectric có 

vết nứt.  

Đối với kết cấu dạng vỏ sẽ có nhiều khó khăn hơn về mặt mô hình hóa và 

tính toán. Khorshidi và đồng nghiệp [74] dùng cách tiếp cận số để mô phỏng và 

phân tích đặc tính dao động của vỏ nón nano flexoelectric với các lớp áp điện. 

Ashrafi Dehkordi và cộng sự [75] dựa trên lý thuyết phi cổ điển để đánh giá dao 

động riêng của vỏ trụ nano flexoelectric làm từ vật liệu có đặc trưng cơ học biến 

đổi có lỗ rỗng. Asghari Ardalani và cộng sự [76] nghiên cứu sự truyền sóng của 

vỏ trụ nano flexoelectric với sự tiếp cận bằng phương pháp số. Fattaheian 

Dehkordi và Tadi Beni [77] sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất cải tiến và 

hiệu ứng flexoelectric để nghiên cứu tương tác cơ-điện-từ của vỏ micro và nano. 

Liu và cộng sự [78] tính toán ổn định phi tuyến của vỏ nano flexoelectric làm từ 

vật liệu có đặc trưng cơ học thay đổi chịu tác dụng đồng thời của tải trọng cơ-

nhiệt-điện. 

1.2.2. Bài toán động lực học của kết cấu kích thước nano có kể đến hiệu 

ứng flexoelectric 

Với bài toán phân tích dao động cưỡng bức của của các kết cấu nano có kể 

đến hiệu ứng flexoelectric thực sự còn hạn chế. Có thể kể đến các công trình tiêu 



21 

 
 

biểu như Farzad và Mohammad [79] sử dụng phương pháp Galerkin để nghiên 

cứu dao động cưỡng bức của tấm có kể đến hiệu ứng flexoelectric, trong đó, tấm 

được tựa trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak.  Rasoul và Yaghoub [80] đã sử dụng 

phương pháp số để nghiên cứu ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước đến dao động 

cưỡng bức phi tuyến của dầm nano có kể đến hiệu ứng flexoelectric trên nền đàn 

nhớt bằng lý thuyết dầm cổ điển Euler–Bernoulli. Malikan và Eremeyev [81] dùng 

lý thuyết dầm cổ điển, nhưng dựa trên lời giải chính xác để đánh giá ảnh hưởng 

của hiệu ứng flexoelectric đến tương tác cơ-điện của dầm nano. Shingare và 

Naskar [82] đã sử dụng lời giải giải tích dựa trên hiệu ứng áp điện tuyến tính, lý 

thuyết tấm cổ điển và lời giải Navier cải tiến để nghiên cứu đáp ứng tĩnh và động 

của tấm composite được gia cố bằng graphene hỗn hợp, trong đó hiệu ứng 

flexoelectric cũng được kể đến.  

Sladek và các cộng sự [83] đã sử dụng phương pháp PTHH kết hợp từ công 

thức biến đổi của các bài toán giá trị biên với hiệu ứng flexoelectric để đánh giá 

đáp ứng động của kết cấu hai chiều có vết nứt. Gần đây, Babadi và cộng sự [84] 

sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất để phân tích đáp ứng động lực học của 

vỏ nano flexoelectric dưới tác dụng của tải trọng cơ-điện. Shayestenia và Ghadiri 

[85] dùng mô hình dầm Euler–Bernoulli nano flexoelectric và lý thuyết von-

Karman cho bài toán nghiên cứu dao động riêng và ổn định động dưới tác dụng 

của tải trọng kích thích. Fang và nhóm nghiên cứu [86] phân tích dao động tự do 

và cưỡng bức của tấm nano flexoelectric bán dẫn dưới tác dụng của tải trọng động 

có xem xét đến trường hợp cộng hưởng. Chen và cộng sự [87] nghiên cứu đáp ứng 

động của dầm nano áp điện và flexoelectric chịu tác dụng của tải trọng cơ được 

mô tả bằng hàm Green dưới lời giải giải tích.  
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1.2.3. Tình hình nghiên cứu trong nước về kết cấu có kích thước nano với 

hiệu ứng flexoelectric 

Tại Việt Nam, có nhiều nghiên cứu tiêu biểu về tính toán tương tác cơ học 

của kết cấu, cũng như mô hình cơ học có liên quan đến kích thước micro, nano có 

kể đến các hiệu ứng nhiệt-điện-từ. Nhóm nghiên cứu của giáo sư Nguyễn Xuân 

Hùng [88–90] đã có công bố liên quan đến các ứng xử cơ học của kết cấu micro 

và nano bằng cách sử dụng phương pháp phân tích đẳng hình học kết hợp với phần 

tử hữu hạn. Giáo sư Nguyễn Tiến Khiêm và cộng sự [91–93] nghiên cứu đáp ứng 

cơ học của các kết cấu dầm có vết nứt với các lớp áp điện chịu tác dụng của tải 

trọng tĩnh và động. Gần đây, giáo sư Nguyễn Đông Anh [94–96] dùng lý thuyết 

biến thiên biến dạng phi cục bộ để đánh giá dao động và dao động ngẫu nhiên của 

dầm, ống có kích thước nano dưới tác dụng của tải trọng điện-từ. Giáo sư Nguyễn 

Thái Chung và cộng sự [97] sử dụng lý thuyết biến dạng cắt cải tiến với bốn ẩn số 

để phân tích động lực học khi chịu tải trọng nổ của tấm composite được làm từ vật 

liệu có đặc trưng cơ học biến đổi gia cố bằng các ống nano carbon. Một số công 

trình về kết cấu áp điện cũng được nhóm nghiên cứu thực hiện [98,99]. Giáo sư 

Nguyễn Đình Đức và cộng sự [100] nghiên cứu đáp ứng động phi tuyến và dao 

động của các tấm pin năng lượng mặt trời hữu cơ nhiều lớp chịu tải cơ học và 

nhiệt. Trong đó, bảng năng lượng mặt trời hữu cơ năm lớp nanocomposite được 

sản xuất bởi các vật liệu Al, P3HT-PCBM-PEDOT-PSS, Thủy tinh và Graphene. 

Ngoài ra, nhóm nghiên cứu của giáo sư Đức còn có nhiều bài báo nghiên cứu về 

tương tác cơ học của các kết cấu có kích thước micro và nano [101,102]. Giáo sư 

Trần Ích Thịnh và đồng nghiệp [103] sử dụng phương pháp chồng chất và lý thuyết 

Biot để đưa ra lời giải dạng giải tích cho bài toán phân tích dao động âm của tấm 

composite với các lỗ rỗng vi mô. Giáo sư Trần Văn Liên và đồng nghiệp [104] 
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phân tích dao động tự do của tấm nano với chiều dày nhảy bậc sử dụng mô hình 

độ cứng động phi cục bộ. Giáo sư Nguyễn Đình Kiên và cộng sự [105] nghiên cứu 

dao động riêng của dầm sandwich được gia cố bởi các ống nano sợi dưới tác dụng 

của tải trọng tập trung di động. Nhóm nghiên cứu của giáo sư Trần Minh Tú dùng 

lý thuyết biến dạng cắt cải tiến cho tấm với bốn ẩn số để phân tích uốn tĩnh của 

tấm composite gia cường bằng sợi nano [106]. Tiếp đó, nhóm cũng thực hiện một 

nghiên cứu về điều khiển dao động chủ động cho kết cấu vỏ trụ gia cường bằng 

sợi nano [107].  

Đối với luận án Tiến sĩ trong nước liên quan đến phân tích tương tác cơ học 

của kết cấu có kích thước micro và nano, năm 2010, Vũ [108] đánh giá hiệu ứng 

của chất gia cường hữu cơ có cấu trúc nano và tính chất của một số vật liệu polyme 

phân cực điện tích. Năm 2012, Mai [109] chế tạo vật liệu composite chứa hạt áp 

điện có kích thước nano và đánh giá sự biến đổi tính chất cơ-nhiệt trong môi trường 

khí hậu nhiệt đới. Gần đây nhất, năm 2022, Thành [110] phân tích ổn định và 

tương tác phi tuyến kết cấu tấm và vỏ composite gia cường bởi sợi nano carbon, 

có đặc trưng cơ học thay đổi (FG-CNTRC). Năm 2023, Bình [111] tiến hành tích 

tĩnh và động lực học của tấm nano bằng vật liệu xốp cơ tính biến thiên sử dụng lý 

thuyết đàn hồi phi cục bộ. Về ứng xử cơ học của kết cấu kích thước nano có kể 

đến hiệu ứng flexoelectric, theo nghiên cứu của tác giả, hiện tại trong nước chưa 

có nhiều công bố liên quan đến hiệu ứng này. 

1.3. Kết quả đạt được từ các công trình đã công bố và vấn đề cần tiếp tục 

nghiên cứu 

Qua các nghiên cứu đã được công bố, có thể tóm tắt kết quả đã đạt được liên 

quan đến kết cấu kích thước nano mét có xét tới hiệu ứng flexoelectric như sau: 
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- Những nghiên cứu đáp ứng dao động riêng, uốn tĩnh của kết cấu kích thước 

nano mét có xét tới ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric, sử dụng lời giải giải tích 

là chủ yếu. Các công trình đã có thường sử dụng lý thuyết cổ điển, điều này làm 

thuận lợi cho tính toán nhưng không thể mô tả chính xác hết tương tác cơ-điện của 

các kết cấu này. Nguyên nhân một phần do khó khăn trong phương pháp tiếp cận. 

- Phân tích dao động cưỡng bức của kết cấu kích thước nano mét có xét tới 

hiệu ứng flexoelectric đã được đề cập đến nhưng các kết quả đã công bố còn khá 

khiêm tốn. 

Trên cơ sở đó, nghiên cứu sinh đưa ra một số chủ đề quan trọng cần được các 

nhà khoa học quan tâm nghiên cứu đối với kết cấu có kích thước nano có kể đến 

hiệu ứng flexoelectric như sau: 

- Phân tích đáp ứng tĩnh và động của các kết cấu kích thước nano có xét tới 

tác động của hiệu ứng flexoelectric bằng nhiều lý thuyết biến dạng cắt khác nhau 

dưới tác dụng của các loại tải trọng tĩnh và động.  

- Nghiên cứu đáp ứng tĩnh và động của các kết cấu kích thước nano 

flexoelectric có tương tác với nền đàn hồi, trong đó nền đàn hồi có các hệ số độ 

cứng thay đổi. 

- Nghiên cứu tương tác cơ-điện của các kết cấu dầm, tấm, vỏ kích thước nano 

flexoelectric có chiều dày thay đổi theo các quy luật tuyến tính và phi tuyến. Phân 

tích tương tác cơ-điện của kết cấu nano flexoelectric có vết nứt.  

- Nghiên cứu tích hợp kết cấu tấm kích thước nano flexoelectric trong các 

tấm pin năng lượng mặt trời làm bằng các vật liệu hữu cơ thân thiện với môi 

trường. Nghiên cứu nâng cao hiệu năng của các tấm bán dẫn nano nhờ tương tác 

cơ điện thông qua hiệu ứng flexoelectric.  
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1.4. Nhiệm vụ của luận án 

Trên cơ sở phân tích trên, tác giả xác định nhiệm vụ của luận án như sau: 

- Nghiên cứu tổng quan về hiệu ứng flexoelectric, ứng dụng của vật liệu có 

hiệu ứng flexoelectric và những kết quả nghiên cứu liên quan đến ứng xử cơ học 

đã đạt được đối với các kết cấu có tính đến hiệu ứng này. 

 - Xây dựng được quan hệ toán cơ và các phương trình cơ bản của tấm kích 

thước nano trên nền đàn hồi có kể đến hiện tượng flexoelectric trên cơ sở lý thuyết 

biến dạng cắt cải tiến và phương pháp phần tử hữu hạn.  

- Xây dựng bộ chương trình tính toán trong môi trường MATLAB cho kết 

cấu tấm kích thước nano trên nền đàn hồi có kể đến hiệu ứng flexoelectric.  

- Khảo sát ảnh hưởng của các thông số hình học và vật liệu đến đáp ứng tĩnh 

và động của kết cấu kích thước nano có kể đến hiện tượng flexoelectric.  

1.5. Kết luận chương 1 

Trong chương này, nghiên cứu sinh đã tổng quan các nội dung cơ bản về hiệu 

ứng flexoelectric. Chương 1 cũng thực hiện phân tích tóm tắt về tương tác cơ-điện 

của kết cấu kích thước nano có kể đến hiệu ứng flexoelectric bao gồm các bài toán 

về phân tích tĩnh, dao động riêng và cưỡng bức cho kết cấu dầm, tấm, vỏ kích 

thước nano flexoelectric của các nhà cơ học trong và ngoài nước. Từ đó, đưa ra 

những nội dung còn chưa được quan tâm và công bố để làm cơ sở cho việc chọn 

lựa đề tài và xác định nhiệm vụ của luận án. Nội dung của chương này được thể 

hiện trong công trình số 5 tại danh mục công bố của tác giả. 
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Chương 2. CÁC PHƯƠNG TRÌNH CƠ BẢN CỦA BÀI TOÁN TĨNH VÀ 

ĐỘNG LỰC HỌC TẤM KÍCH THƯỚC NANO TRÊN NỀN ĐÀN HỒI CÓ 

XÉT ĐẾN HIỆU ỨNG FLEXOELECTRIC  

2.1. Mô hình bài toán và các giả thiết 

 Khảo sát tấm hình chữ nhật có kích thước nano với các thông số hình học 

như thể hiện trên Hình 2.1. Tấm đặt trong hệ trục tọa độ Đề-các Oxyz và tựa trên 

nền đàn hồi theo mô hình Winkler-Pasternak với hệ số độ cứng chống uốn và 

chống trượt tương ứng lần lượt là 
w

k  và .
s

k Tấm chịu tải trọng tĩnh hoặc tải trọng 

động theo phương pháp tuyến. 

x

z

y

h
b

a
kw

ks

Fs(t)

O

 

Hình 2.1. Mô hình tấm có kích thước nano tựa trên nền đàn hồi Winkler-

Pasternak 

Để xây dựng các phương trình tương tác cơ-điện của kết cấu tấm kích thước 

nano, luận án sử dụng các giả thiết như sau: 

- Tấm có kích thước cỡ nano mét (nm); 
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- Chưa xét đến tác động của hiệu ứng kích thước nhỏ. Với kết cấu kích thước 

nhỏ cỡ micro và nano, việc xem xét ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước đến đáp 

ứng cơ học của các kết cấu này là cần thiết. Tuy nhiên, trong một số trường hợp, 

việc bỏ qua tác động của hiệu ứng kích thước vẫn đảm bảo độ chính xác và được 

các nhà khoa học chấp nhận [55,58,112–114]. 

- Trường chuyển vị được tính toán theo hàm hyperbol với 0
z
  ; 

- Phạm vi tính toán trong giới hạn đàn hồi; 

- Khi dao động, tấm không tách khỏi nền đàn hồi; 

- Tính đến biến thiên biến dạng (strain gradient) để xem xét ảnh hưởng của 

hiệu ứng flexoelectric; 

- Chỉ xét trường hợp mạch hở, chưa kể đến điện áp ngoài. 

2.2. Hiệu ứng flexoelectric và các quan hệ cơ học của tấm khi chịu tải trọng 

tĩnh và động 

2.2.1. Chuyển vị 

Khi phân tích kết cấu nói chung, có nhiều lý thuyết biến dạng như lý thuyết 

biến dạng cổ điển, biến dạng bậc nhất và biến dạng cắt bậc cao. Lý thuyết biến 

dạng cắt cổ điển chỉ phù hợp với các kết cấu thành mỏng vì ảnh hưởng của biến 

dạng cắt không được tính đến. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất dùng để phân tích 

kết cấu có chiều dày trung bình. Cách tiếp cận này cần thêm một hệ số hiệu chỉnh 

cắt vào tính toán. Các lý thuyết biến dạng cắt bậc cao không yêu cầu hệ số hiệu 

chỉnh cắt; tuy nhiên, các công tính toán của chúng phức tạp khi so với lý thuyết 

biến dạng cổ điển và bậc nhất. Do vậy, Shimpi [115] đã phát triển một lý thuyết 

tấm đơn giản bằng cách chia thành phần dịch chuyển theo phương chiều dày thành 
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các phần uốn và cắt. Lợi ích trong cách tiếp cận của Shimpi là nó có ít biến chưa 

biết và phương trình linh hoạt hơn so với lý thuyết biến dạng cắt cổ điển, bậc nhất, 

bậc cao, đồng thời không cần hệ số hiệu chỉnh cắt. Dựa trên công trình của Shimpi, 

một số lý thuyết biến dạng cắt chưa biết được cải tiến bằng một số hàm, chẳng hạn 

như các hàm đa thức [116], hàm hình sin [117] và hàm hyperbol [118]. Luận án 

sử dụng lý thuyết hàm hyperbol đơn giản được đề xuất bởi Shimpi với các hàm 

khác nhau do các tác giả Thái, Choi và Touratier cải tiến [119,120]. Ưu điểm chính 

của lý thuyết này là sự đơn giản, không sử dụng bất kỳ hệ số hiệu chỉnh cắt nào vì 

thỏa mãn điều kiện ứng suất tiếp ở mặt trên và dưới của tấm triệt tiêu và nó mô tả 

chính xác đáp ứng cơ học của tấm. 

Theo lý thuyết biến dạng cắt dựa trên hàm hyperbol [119,120], các chuyển vị 

u, v và w theo trục x, y và z tương ứng phụ thuộc vào tọa độ của điểm thuộc tấm 

có dạng sau: 

( , ,0, ) ( , ,0, )
( , , , ) ( )

( , ,0, ) ( , ,0, )
( , , , ) ( )

( , , , ) ( , ,0, ) ( , ,0, )

b s

b s

b s

w x y t w x y t
u x y z t z f z

x x

w x y t w x y t
v x y z t z f z

y y

w x y z t w x y t w x y t

 
    


 

  
 

  



 
(2.1) 

  

với ( ) ( )f z z z   và 
1

( ) .sin .cosh
2

z
z h z

h
    [121]; 

trong đó u, v và w là các chuyển vị theo phương x, y và z tại một điểm bất kỳ trong 

tấm; wb và ws là chuyển vị uốn và chuyển vị cắt theo phương z. Để xác định các 

chuyển vị tại điểm có tọa độ (x, y, z) thuộc tấm, ta cần xác định hai thành phần 

chuyển vị chính là wb và ws. 
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2.2.2. Biến dạng 

Vectơ biến dạng của tấm được tính từ các chuyển vị như sau: 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( )

. ( )

( ) . ( )

. ( )

2 ( )

b s

xx bx sx

b s
yy by sy

xy bxy sxy

b s

w w
z f z

x x
z f z

w w
z f z z f z

y y
z f z

w w
z f z

x y x y

  

  

  

  
  

      
     

         
           

  
    

ε=  

 
(2.2)  

( )

bx sx

by sy

bxy sxy

z f z

 

 

 

   
   

    
   
   

 

   
0

s

xz

syz

w

z zx

wz z

y

  



 
     

    
    
  

γ= γ  

 Phương trình (2.2) được viết lại dưới dạng thu gọn: 

0

( )

( )
1

ε ε

γ= γ

b sz f z

f z

z

ε

 (2.3)    

với 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

;

2

b s

bx sx

b s
b by s sy

bxy sxy

b s

w w

x x

w w

y y

w w

x y x y

 

 

 

ε  ε 0;

s

s

w

x

w

y

γ  (2.4)    
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2.2.3. Biến thiên biến dạng 

Với trường chuyển vị được chọn, trong luận án chỉ xem xét biến thiên biến 

dạng theo trục x và y, và biến thiên biến dạng theo trục z bằng không [55]. Điều 

này có nghĩa là biến thiên biến dạng theo trục x và trục y cao hơn nhiều so với biến 

thiên biến dạng theo chiều dày. Do đó, biến thiên biến dạng được biểu thị như sau 

[55]: 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( )

( )

( ) ( )

b sxx

xxz

yyz yy b s

b s

b s

b s

w f z w

x z xz

w f z w

y z yz

w w

f z f zx x

z zw w

y y




 

    
          

       
         

        

    
    

     
     

      
       

η

  = η η

 (2.5) 

trong đó 
2 2

2 2

2 2

2 2

;η  η

b s

b s

b s

w w

x x

w w

y y

    
    
    

    
     

       

 (2.6) 

 

2.2.4. Quan hệ ứng suất-biến dạng 

Khi xem xét hiệu ứng flexoelectric, thành phần ứng suất và vectơ chuyển vị 

điện cho vật liệu điện môi có kích thước nano được biểu thị như sau [55]: 

;ij ijkl kl kij k ijm kijm k

i ijk jk ij k ijkl jkl

T c e E f E

P e E f

 

  

   

  
 (2.7) 
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trong đó , , ,ijkl kij kijmc e f và 
ij  lần lượt là hằng số đàn hồi, hằng số áp điện, hệ số 

flexoelectric và hằng số điện môi. Chúng là các thông số phụ thuộc vào vật liệu. 

ijT  là tenxơ ứng suất, iP  là vectơ chuyển vị điện và 
ijm  là tenxơ ứng suất mô-men 

hoặc tenxơ ứng suất bậc cao. Ở đây có thể thấy rằng, khi bỏ qua biến thiên biến 

dạng 
jkl  thì tấm sẽ trở về tấm thông thường. 

Từ biểu thức của thành phần biến dạng ta có biểu thức cụ thể của vectơ ứng 

suất và vectơ chuyển vị điện được biểu diễn dưới dạng: 

T= C ε-E

xx 11 12 x

yy 12 11 y 31 z b

xy 66 xy

T c c 0 1

T c c 0 e 1 E

T 0 0 c 0







      
      

        
            

 (2.8) 

xz xz66

s

yzyz 66

s c 0

s 0 c





    
     

    
S =C γ

 

(2.9) 

Ψ
xxz

14 z

yyz

1
f E

1





   
     

    

(2.10) 

   31 33 14z xx yy z xxz yyzP e E f        

 

(2.11) 

trong đó f14 = f3113 = f3223 [38]. 

Ở đây, một số giả thiết được thiết lập gồm: Không có điện trường ngoài tác 

dụng lên tấm (mạch hở), độ dịch chuyển điện trường bằng độ phân cực điện. Do 

đó, thành phần cuối cùng  14 xxz yyzf    trong phương trình (2.11) là sự phân cực 

gây ra bởi biến thiên biến dạng trong tấm; và yếu tố này phụ thuộc vào tọa độ z 

của tấm do đạo hàm của hàm f (z) trong biểu thức của biến thiên biến dạng. 

Tích phân dọc theo chiều dày của biểu thức ứng suất, ta sẽ thu được các thành 

phần nội lực như sau: 
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Lực màng: 

11 12/2 /2

12 11 31

/2 /2

66

0 1

0 1

0 0 0
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(2.12) 
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(2.13) 

Mô men uốn bậc cao: 
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(2.13a) 

Như vậy có thể thấy rằng do tác động của hiệu ứng flexoelectric, biểu thức 

ứng suất có chứa đại lượng liên quan đến điện trường. Vì thế các biểu thức nội lực 

cũng liên quan đến điện trường. Đây là điểm khác biệt so với tấm có kích thước 

nano thông thường.  

Lực cắt được biểu diễn: 

/2 /2
66

66/2 /2

0

0

h h
xzxz

yz yzh h

sQ c
dz dz

Q s c
 

    
      

    
  γ

 
(2.14) 

Do đó, trong công thức tính toán lực cắt không sử dụng đến hệ số hiệu chỉnh 

cắt, đây cũng chính là ưu điểm so với lý thuyết tấm thông thường. 
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2.2.5. Cường độ điện trường 

Cường độ điện trường được suy ra từ đạo hàm riêng của điện thế   như sau: 

zE
z


 

  

(2.15) 

Dựa vào định luật Gauss (trong tĩnh điện), độ dịch chuyển điện tích được cho 

bởi công thức: 

0zP

z




  

(2.16)  

Từ các phương trình (2.11), (2.15) và (2.16), ta có: 

2 2 2

2 2

31

2 2 2 2
33 2

2 2

2 2

14
1 22 2

33

2

1
cosh cosh

2 2 2

        ( )

b b

s s

s s

w w z

x ye

w w z z z
h

x y h

f w w
f z c z c

x y






   
  

   
  

        
                 

  
    

  

 

(2.17) 

với c1 và c2 là các hằng số tích phân cần xác định từ điều kiện mạch hở: 

0
2

z

h
P
 
  
   

(2.18)  

Từ đó, hệ số 1c  được xác định: 

2 2

14
1 2 2

33

b bf w w
c

x y

  
  

    
(2.19)  

Thay phương trình (2.17) và (2.19) vào phương trình (2.15) ta được biểu thức 

của cường độ điện trường như sau: 
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(2.20)  

Cần lưu ý rằng biểu thức của cường độ điện trường Ez phụ thuộc vào tọa độ 

z, hàm f(z) và đạo hàm của f(z). Do đó, Ez có thể biến đổi gần đúng sang dạng 

tuyến tính hoặc phi tuyến tùy thuộc vào giá trị của hệ số f14. Có nghĩa là hiệu ứng 

flexoelectric sẽ ảnh hưởng đáng kể đến phân bố của Ez theo hướng chiều dày, điều 

này sẽ được chỉ ra trong các kết quả tính toán ở Chương 3.  

2.3. Nguyên lý năng lượng toàn phần cực tiểu 

Để xây dựng phương trình cân bằng cho kết cấu, luận án sử dụng nguyên lý 

năng lượng toàn phần cực tiểu, theo đó tổng công khả dĩ của các thành phần:  

0foundU U W T      

 

(2.21) 

với , , ,foundU U W   và T  lần lượt là công khả dĩ do biến dạng của tấm có kích 

thước nano, công khả dĩ do nền đàn hồi bị biến dạng, công khả dĩ do ngoại lực tác 

dụng và công khả dĩ do lực quán tính gây ra. 

2.3.1. Thế năng biến dạng của tấm có kích thước nano 

Với điều kiện mạch hở, thế năng biến dạng chứa năng lượng điện tự do Gibbs 

có dạng sau [55]: 
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(2.22) 
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Do vậy, biểu thức công khả dĩ của nội lực được tính như sau: 
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(2.23) 
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2.3.2. Thế năng biến dạng đàn hồi của nền  

Vì tấm tựa trên nền đàn hồi nên biểu thức thế năng của tấm kể đến tương tác 

với nền đàn hồi có công thức sau:   
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(2.24) 

Từ đó, công khả dĩ của lực tác dụng từ nền đàn hồi có dạng 
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(2.25) 

2.3.3. Công của ngoại lực 

Gia tốc của một điểm (x, y, z) theo thời gian t được tính như sau: 
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(2.26)  

Do vậy, biểu thức của lực quán tính có dạng: 

 qt

V

F u v w dV  
 

(2.27)  

Từ đó, công khả dĩ của lực quán tính có biểu thức như sau: 

 
V

T u u v v w w dV      
 

(2.28)  

với   là khối lượng riêng của vật liệu tấm. 

Công do ngoại lực tác dụng được tính như sau: 



38 
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(2.29) 

Biểu thức công khả dĩ: 
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(2.30) 

2.4. Phương trình PTHH của tấm có kích thước nano tựa trên nền đàn hồi kể 

đến hiệu ứng flexoelectric 

2.4.1. Mô hình phần tử và véc-tơ chuyển vị nút phần tử 

Trong luận án này, phần tử tứ giác bốn điểm nút được thể hiện trên Hình 2.2, 

trong đó mỗi điểm nút chứa sáu bậc tự do. 
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Hình 2.2. Mô hình phần tử tứ giác bốn điểm nút trong hệ trục tọa độ Đề-các và 

hệ trục tọa độ tự nhiên 

với r và s là các tọa độ trong hệ trục tọa độ tự nhiên sOr. 
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2.4.2. Ma trận và véc-tơ phần tử 

 Thành phần chuyển vị uốn và cắt được xấp xỉ thông qua véc-tơ chuyển vị 

nút của phần tử và các hàm dạng như sau: 

4

3 2 3 1 3

1

4

3 2 3 1 3

1

b b
b i bi i i b e

i i i

s s
s i si i i s e

i i i

w w
w H w H H

x y

w w
w H w H H

x y

 



 



      
        

      


      
             





H q

H q
 

(2.31) 

trong đó, Hj là hàm nội suy Hermite, chúng được biểu diễn như sau: 

         

           

           

2 2 2

1 2

2 2 2

3 4

2 2

5 6

1 1
. 1 . 1 . 2 ; . 1 . 1

8 8

1 1
. 1 . 1 . 1 ; . 1 . 1 . 2

8 8

1 1
. 1 . 1 . 1 ; . 1 . 1 . 1

8 8

H r s r s r s H r s

H r s s H r s r s r s

H r s r H r s r

         

          

        

 

           

           

           

2 2 2

7 8

2 2 2

9 10

2 2

11 12

1 1
. 1 . 1 . 2 ; . 1 . 1 . 1

8 8

1 1
. 1 . 1 . 1 ; . 1 . 1 . 2

8 8

1 1
. 1 . 1 . 1 ; . 1 . 1 . 1

8 8

H r s r s r s H r s r

H r s s H r s r s r s

H r s r H r s s

           

           

        

 

Khi đó, vectơ chuyển vị tại một điểm thuộc phần tử tấm được nội suy thông 

qua vectơ chuyển vị nút của phần tử như sau: 

T

b s b s
b s e

w w w w
w ,w , , , , .

x x y y

          
         

           
u H q

 

(2.32) 

Các vectơ biến dạng được tính toán thông qua vectơ chuyển vị nút: 
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2 2

2 2

2 2

1 22 2

2 2

2 2

b s

b s
b e e s e e
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;
y y

x y x y

    
    

    
    

        
    

    
    

      
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ε q B q  ε q B q
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(2.33) 

0 3

s

e e

s

x

y

 
 
  
 
  

H

γ q B q
H

;  

2 2

2 2

4 52 2

2 2

;

b s

b e e s e e

b s

x x

y y

    
    

     
    

    
    

H H

η q =B q  η q =B q
H H

              

 

(2.34) 

Lúc này, công khả dĩ của nội lực trong phần tử tấm có biểu thức: 

     1 2 1 2 3 3( ) ( )

e
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e e b s e
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(2.35) 
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với I3 = {1, 1, 0}T và I2 = {1, 1}T. 

Phương trình (2.35) ở dạng rút gọn:    

 T

e e e eU = q K q   

 

(2.36) 

trong đó ma trận độ cứng của phần tử tấm được tính cụ thể như sau: 
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(2.37) 
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với J là ma trận Jacobi sinh ra từ phép chuyển đổi giữa các hệ trục tọa độ: 
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21 22

x y

J Jr r

J Jx y

s s

  
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1 J J J J
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
   

    
   

J  

Từ công thức (2.37) có thể thấy trường chuyển vị đã phân rõ thành phần liên 

quan đến uốn và thành phần liên quan đến cắt. Hàm f(z) đảm bảo thỏa mãn điều 

kiện ứng suất tiếp bằng không tại bề mặt trên và bề mặt dưới của tấm. Khi tính 

toán ma trận độ cứng phần tử thì không cần hệ số hiệu chỉnh cắt và không cần sử 

dụng tích phân rút gọn. Do vậy, điều này sẽ làm thuận lợi quá trình tính toán. 

Để xác định ma trận độ cứng của nền đàn hồi tác dụng lên tấm, ta xem xét 

phương trình (2.25) liên quan đến vectơ chuyển vị nút của phần tử như sau: 
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(2.38) 

Do vậy, ma trận độ cứng của nền đàn hồi có dạng: 
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(2.39) 

Để xác định ma trận khối lượng của phần tử, ta xem xét biểu thức công khả 

dĩ của lực quán tính: 
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T dV                

 

(2.40) 

Từ đó, ma trận khối lượng của phần tử được tính như sau: 
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(2.41) 

với  
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(2.42) 

Để xác định véc-tơ lực nút của phần tử, ta sử dụng biểu thức xác định công 

khả dĩ: 

   = F = q H H F q F

e e

T TT T

e b s S e b s S e e

S S

W w w dS dS      
 

(2.43) 

trong đó véc-tơ ngoại lực có dạng: 

   
1 1

1 1e

T T

e b s S b s S

S

dS J drds
 

    F = H H F H H F

 
(2.44) 

2.4.3. Phương trình vi phân dao động  

Thay các biểu thức (2.37), (2.39), (2.41) và (2.44) vào phương trình cân bằng 

của tấm (2.21), ta rút ra được phương trình vi phân dao động của phần tử tấm trong 

trường hợp bỏ qua cản viết dưới dạng phần tử hữu hạn như sau: 
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 . .f

e e e e e e  M q K K q F

 
(2.45) 

trong đó , , f

e e eM K K và eF  lần lượt là ma trận khối lượng của phần tử, ma trận độ 

cứng phần tử tấm, ma trận độ cứng của phần tử nền đàn hồi và vectơ lực nút của 

phần tử. 

 Trong trường hợp có kể đến cản kết cấu, phương trình vi phân dao động của 

phần tử tấm nano có dạng: 

 . . .f

e e e e e e e e   M q C q K K q F

 
(2.46)  

với eC  là ma trận cản kết cấu của phần tử tấm. 

Sau khi tập hợp các ma trận, véc-tơ phần tử và khử biên, ta thu được hệ 

phương trình vi phân dao động của toàn bộ kết cấu như sau: 

 . . .f   M q C q K K q F

 
(2.47) 

trong đó , , , , , ,f
M C K K  F  q  q  và q  là các ma trận và véc-tơ tổng thể của kết 

cấu, chúng được tính như sau: 

; ; ; ;

; ;

f f

e e e e e

e e e e e

e e e

e e e

    

  

    

  

M M  C C  K K  K K  F F

q q  q q  q q  

(2.48) 

2.4.4. Điều kiện biên  

Trong luận án, các điều kiện liên kết được sử dụng và định nghĩa như sau: 

- Khi các nút ở cạnh chịu liên kết tựa đơn, các bậc tự do ở nút đó có giá trị: 
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0 0 0 0b s
bi si

i i

w w
w , w , ,

y y

    
      

    
     tại x=0 và x=a 

0 0 0 0b s
bi si

i i

w w
w , w , ,

x x

    
      

    
     tại  y=0 và y=b 

 

(2.49) 

- Khi các nút ở cạnh chịu liên kết ngàm, các bậc tự do ở nút đó có giá trị: 

0 0 0 0 0 0b b s s
bi si

i ii i

w w w w
w , w , , , ,

x y x y

         
           

         
     

 

(2.50) 

Ký hiệu S biểu diễn cạnh chịu liên kết tựa đơn, C biểu diễn cạnh chịu liên kết 

ngàm. Do vậy, khi tấm chịu ngàm bốn cạnh ta có ký hiệu CCCC, tấm có liên kết 

tựa đơn bốn cạnh ta có ký hiệu SSSS. Các biên điều kiện khác được ký hiệu tương 

tự như vậy. Một vài điều kiện liên kết được sử dụng thể hiện trong Hình 2.3. 

C

C

C

C S

S

S

S

S

C

C

S C

C

S

S

x

y

x

y

x

y

x

y

 

Hình 2.3. Một số điều kiện biên cho tấm có kích thước nano 
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2.4.5. Lưu đồ thuật toán và chương trình phân tích bài toán tĩnh 

Bỏ qua thành phần liên quan đến cản và khối lượng trong phương trình (2.47), 

phương trình cân bằng của tấm có kích thước nano chịu tải trọng tĩnh như sau: 

. K q F

 

(2.51)  

trong đó như đã trình bày ở chương 2, ,K F và q  là ma trận độ cứng, vectơ lực nút 

và vectơ chuyển vị tổng thể của kết cấu. Chúng được tập hợp từ ma trận độ cứng, 

vectơ lực và vectơ chuyển vị của phần tử. 

Từ phương trình (2.51), vectơ chuyển vị tổng thể được tính theo công thức: 

1q K F

 

(2.52)  

Dựa trên lý thuyết và thuật toán ở trên, bộ chương trình 

Nanoplates_Flexo_Static_2023 (NFS_2023) được xây dựng trong phần mềm 

MATLAB để tính toán uốn tĩnh của tấm có kích thước nano nằm trên nền đàn hồi 

và kể đến hiệu ứng flexoelectric. Chương trình bao gồm các mô-đun chính sau: 

Mô-đun nhập dữ liệu và chia lưới phần tử; mô-đun phân tích uốn tĩnh cho tấm 

nano nằm trên nền đàn hồi có tính đến hiệu ứng flexoelectric; mô-đun xuất kết 

quả. Chương trình NFS_2023 có thể giải quyết, phân tích uốn tĩnh của tấm nano 

nằm trên nền đàn hồi có xét đến hiệu ứng flexoelectric và khảo sát ảnh hưởng của 

các yếu tố như điều kiện biên, hiệu ứng flexoelectric, nền đàn hồi đến uốn tĩnh của 

tấm nano. 

Lưu đồ giải bài toán uốn tĩnh của tấm có kích thước nano xét đến hiệu ứng 

flexoelectric như thể hiện ở Hình 2.4. 
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Khởi động

Nhập các số liệu đầu vào

Tính toán các ma trận K, F theo (2.48)

Xử lý điều kiện biên theo (2.49) và (2.50)

Kết quả

Kết thúc

Tính toán chuyển vị và ứng suất

Tính toán ma trận, véc tơ phần tử 

theo (2.37), (2.39), và (2.44)

 

Hình 2.4. Lưu đồ phân tích uốn tĩnh tấm nano kể đến hiệu ứng flexoelectric 
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2.4.6. Lưu đồ thuật toán và chương trình phân tích bài toán dao động riêng 

Từ phương trình vi phân dao động tổng quát (2.47), ta có phương trình vi 

phân dao động tự do bỏ qua cản của tấm nano như sau: 

 . . 0f  M q K K q

 
(2.53)  

Giả sử nghiệm của phương trình (2.53) có dạng 0 sin( t),q q  khi đó: 

  2

0.f   K K M q 0  (2.54)  

Phương trình (2.54) là hệ tuyến tính thuần nhất và 0 0q  khi và chỉ khi: 

  2 0K K M
f     (2.55)  

Điều kiện (2.55) là đa thức bậc N đối với 
2.  Giải phương trình này ta tìm 

được N giá trị tần số tự nhiên i
  của kết cấu. 

Lưu đồ thuật toán giải bài toán dao động tự do của tấm có kích thước nano 

thể hiện ở Hình 2.5. Dựa trên thuật toán tính toán, chương trình 

Nanoplates_Flexo_ Free_Vibration_2023 (NFFV_2023) được phát triển trên phần 

mềm MATLAB để tính toán dao động tự do tấm có kích thước nano đặt trên nền 

đàn hồi và kể đến hiệu ứng flexoelectric. Chương trình bao gồm các mô-đun: 

- Mô-đun nhập dữ liệu và chia lưới phần tử. 

- Mô-đun tính toán dao động tự do cho tấm; 

- Mô-đun xuất kết quả. 
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Khởi động

Nhập các số liệu đầu vào

Tính toán các ma trận K, F theo (2.48)

Xử lý điều kiện biên theo (2.49) và (2.50)

Kết quả

Kết thúc

Tính toán các tần số dao động riêng theo (4.3)

Tính toán ma trận, véc tơ phần tử 

theo (2.37), (2.39) và (2.44)

 

Hình 2.5. Lưu đồ phân tích dao động tự do tấm nano kể đến hiệu ứng 

flexoelectric 
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Chương trình NFFV_2023 có thể giải quyết dao động tự do của tấm có kích 

thước nano có kể đến hiệu ứng flexoelectric và phân tích ảnh hưởng của các yếu 

tố như điều kiện biên, đặc điểm hình học của tấm, các đặc tính của nền đàn hồi đối 

với dao động tự do của tấm nano. 

2.4.7. Lưu đồ thuật toán và chương trình phân tích bài toán dao động 

cưỡng bức 

Lực cản kết cấu phụ thuộc tuyến tính vào vận tốc, hệ phương trình vi phân 

cho dao động cưỡng bức của tấm kích thước nano có dạng: 

 . . .f   M q C q K K q F  (2.56) 

trong đó , , , ,f
M C K K F  và q  là ma trận khối lượng, ma trận cản, ma trận độ 

cứng của tấm, ma trận độ cứng của nền, vectơ lực nút, và vectơ chuyển vị tổng thể 

của kết cấu. 

Do khó khăn để xác định các giá trị chính xác của hệ số cản kết cấu, nên 

người ta sử dụng lý thuyết lực cản của Rayleigh. Khi đó, ma trận khối lượng và 

ma trận độ cứng của phần tử được kết hợp tuyến tính để tạo ra ma trận cản kết cấu 

như sau [122]: 

R R  C M K  (2.57)  

trong đó R  và R  là hằng số Rayleigh dựa trên tần số dao động riêng của kết cấu 

và hệ số cản của kết cấu. Thông thường, hệ số cản của kết cấu được xác định thông 

qua hai dạng dao động đầu tiên tương ứng với hai tần số riêng thấp nhất. Giả sử tỷ 

lệ hệ số cản   không đổi, người ta thu được: 

1 2

1 2

2
; . .R R R


    

 
 


 (2.58)  
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Phương trình vi phân chuyển động của kết cấu (2.56) là phương trình vi phân 

tuyến tính cấp hai với hệ số không đổi.  

Để giải hệ phương trình vi phân (2.56), luận án áp dụng phương pháp tích 

phân trực tiếp Newmark. Dưới đây là tóm tắt lưu đồ của phương pháp: 

Ban đầu, giả sử rằng phương trình chuyển động của kết cấu có dạng như 

(2.56). 

Nghiệm của phương trình (2.56) tại thời điểm t là bước thứ s. Tìm nghiệm tại 

thời điểm t+t  là bước thứ (s+1) như sau: 

1 1 1 1 1 1 1s s s s s s s      M q + C q + K q = F  (2.59)  

Bước 1: Thiết lập các điều kiện ban đầu: 

 1

0 0 0 0 0 0 0 0(0) ; (0) ; (0)     q q q q q M F K q C q  (2.60)  

Bước thời gian tính toán: tolt
t

n
   

Các hệ số: 

 

0 1 2 3 42

5 6 7

2 2 2 1 2
; ; ; 1; 1;

1 ; 1 ; .

a a a a a
t t t

a t a t a t

 
      
    

 
        

 

 (2.61) 

trong đó   và   được chọn theo quy luật tuyến tính đối với gia tốc biến đổi như 

sau: 

 1( ) s s s
t




   


q q q q  với 1s st t     và 1s st t t    . 

Ở đây, ta chọn: 
1

2
   và 

1

4
   để đảm bảo độ chính xác của nghiệm. 

Bước 2: Tính ma trận độ cứng và vectơ lực nút hiệu dụng: 
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*

0 1a a  K K M C  (2.62) 

   *

1 0 2 3 1 4 5s i i i i i ia a a a a a      F F M q q q C q q q  (2.63)  

Bước 3: Xác định đại lượng cần thiết. 

 - Vectơ 1qs  theo phương trình: 

* *

1 1 1.K q Fs s s    (2.64)  

 - Vectơ 1qs  và 1qs  theo phương trình: 

 1 0 1 2 3s s s s sa a a    q q q q q  (2.65) 

1 6 7 1s s s sa a   q q q q  (2.66)  

và sau đó lặp lại vòng lặp cho đến khi hết thời gian. 

Lưu đồ phương pháp lặp Newmark giải bài toán động của tấm có kích thước 

nano kể đến hiệu ứng flexoelectric như thể hiện ở Hình 2.6. 

Dựa trên thuật toán, chương trình tính toán Nanoplates_Flexo_ 

Dynamic_2023 (NFD_2023) được xây dựng trong phần mềm MATLAB để tính 

toán đáp ứng động của tấm có kích thước nano tựa trên nền đàn hồi và xét đến ảnh 

hưởng của hiệu ứng flexoelectric. Chương trình bao gồm các mô-đun chính sau: 

- Mô-đun nhập dữ liệu và chia lưới các phần tử. 

- Mô-đun phân tích đáp ứng động lực học của tấm nano tựa trên nền đàn hồi 

và có xét đến ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric. 

- Mô-đun xuất kết quả. 

Chương trình NFD_2023 có thể giải quyết đáp ứng động của tấm có kích 

thước nano kể đến tác động của hiệu ứng flexoelectric và đánh giá ảnh hưởng của 

các yếu tố như tham số thể hiện ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric, điều kiện 

biên, thông số của nền đàn hồi đến đáp ứng động của tấm nano. 
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Khởi động

Nhập các thông số đầu vào

, , , ,...K,M,C t  

Tính toán các đại lượng

Kết quả

Kết thúc

Sai (j < n)

cal,n t / t *

o o o
q ,q ,q ,K

t t t  

Tính toán
*

Ft t

Tính toán
* 1 *

q K Ft t t t



 

Tính toán ,q qt t t t 

Tính toán , ,σ ε Ft t t t t t  

j = n

Đúng 

 

Hình 2.6. Lưu đồ phương pháp lặp Newmark để giải bài toán đáp ứng động của 

tấm có kích thước nano xét đến ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric 
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2.5. Kết luận chương 2 

Trong chương 2, nghiên cứu sinh đã đưa ra mô hình cơ học của kết cấu tấm 

có kích thước nano kể đến hiệu ứng flexoelectric cũng như các giả thiết được sử 

dụng. Các quan hệ cơ học và đặc biệt là cường độ điện trường do hiệu ứng 

flexoelectric cho tấm được xây dựng theo cơ sở lý thuyết biến dạng cắt cải tiến 

dựa trên hàm hyperbol và phương pháp phần tử hữu hạn. Luận án sử dụng hàm 

dạng Hermite để xấp xỉ trường chuyển vị, và nguyên lý năng lượng toàn phần cực 

tiểu để thiết lập phương trình cân bằng năng lượng của phần tử tấm. Từ đó, các 

ma trận và véc-tơ của phần tử cũng như của toàn bộ kết cấu được xác định. Phương 

trình vi phân dao động của tấm có kích thước nano ở dạng phần tử hữu hạn được 

thiết lập. Đây là cơ sở quan trọng cho việc tính toán, xây dựng chương trình tính 

toán tĩnh và động của kết cấu nano có kể đến hiệu ứng flexoelectric ở các chương 

tiếp theo. Ở cuối của chương này, các dạng điều kiện biên khác nhau sử dụng trong 

luận án được mô tả và định nghĩa. Cơ sở lý thuyết của chương này được thể hiện 

trong công trình số 1, 2, 3 và 4 tại danh mục công bố của nghiên cứu sinh.  
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Chương 3. NGHIÊN CỨU ĐÁP ỨNG TĨNH CỦA TẤM KÍCH THƯỚC 

NANO TRÊN NỀN ĐÀN HỒI CÓ XÉT ĐẾN HIỆU ỨNG 

FLEXOELECTRIC 

3.1. Đặt vấn đề 

 Trong chương 3, trên quan hệ toán-cơ đã xây dựng ở chương 2 và chương 

trình lập trình trong môi trường MATLAB, tác giả sẽ tiến hành đánh giá bài toán 

kiểm chứng và phân tích ảnh hưởng của các thông số hình học cũng như thông số 

vật liệu đến đáp ứng uốn tĩnh của kết cấu tấm kích thước nano trên nền đàn hồi có 

xét đến hiệu ứng flexoelectric.  

Mô hình kết cấu tấm có kích thước nano tựa trên nền đàn hồi chịu tải trọng 

phân bố tĩnh kể đến hiệu ứng flexoelectric được thể hiện như Hình 3.1. 
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Hình 3.1. Mô hình tấm có kích thước nano tựa trên nền đàn hồi hai hệ số chịu tải 

trọng phân bố tĩnh 



57 

 
 

3.2. Ví dụ kiểm chứng 

Trong phần này, trước hết một số ví dụ bài toán so sánh sẽ được trình bày để 

khẳng định tính chính xác của lý thuyết, mô hình toán đề xuất và chương trình tính 

đã được thiết lập. Kết quả độ võng và ứng suất trong đề tài luận án được đánh giá 

với các kết quả chính xác sử dụng các phương pháp khác nhau. 

3.2.1. Ví dụ 1 

Xét tấm vuông tựa trên nền đàn hồi có các kích thước a=b=0.2m, h=a/10. Cơ 

tính của vật liệu tấm: Mô đun đàn hồi E=320.24 GPa, hệ số Poisson   0.26. Tấm 

chịu liên kết tựa đơn trên bốn cạnh SSSS, và chịu tải trọng tĩnh phân bố đều Fs. 

Để tiện trong việc tính toán và theo dõi kết quả, thông số nền đàn hồi không thứ 

nguyên được tính như sau: 

4 2
* *;w s
w s

K a K a
K K

D D
 

 

(3.1) 

với  

 

3

212 1

Eh
D






 

(3.2) 

Độ võng không thứ nguyên tại tâm của tấm được xác định theo công thức: 

3

4

10
,

2 2s

D a b
w w

aF

 
  

 

 

(3.3) 

Các kết quả so sánh thu được từ luận án, phương pháp cầu phương vi phân 

[123] và phương pháp giải tích [124] được trình bày trong Bảng 3.1 với lưới phần 

tử tăng đều. Nhận thấy với lưới chia 12x12 phần tử thì kết quả là chấp nhận được. 
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Do đó, tất cả khảo sát tiếp theo sử dụng chương trình NFS_2023 sẽ sử dụng lưới 

chia này. 

Bảng 3.1. Độ võng không thứ nguyên của tấm tựa đơn bốn cạnh với nền đàn hồi 

hai hệ số 

*

wK  *

sK  

a/h=10 

[123] [124] 

Luận án 

8x8 

phần tử 

10x10 

phần tử 

12x12 

phần tử 

14x14 

phần tử 

1 

5 3.3455 3.3455 3.3797 3.3643 3.3560 3.3512 

10 2.7505 2.7504 2.7743 2.7635 2.7578 2.7545 

15 2.3331 2.3331 2.3508 2.3428 2.3386 2.3361 

20 2.0244 2.0244 2.0382 2.0320 2.0287 2.0268 

81 

5 2.8422 2.8421 2.8667 2.8557 2.8499 2.8464 

10 2.3983 2.3983 2.4163 2.4083 2.4040 2.4015 

15 2.0730 2.0730 2.0868 2.0806 2.0774 2.0755 

20 1.8245 1.8244 1.8355 1.8306 1.8280 1.8265 

625 

5 1.3785 1.3785 1.3835 1.3816 1.3804 1.3797 

10 1.2615 1.2615 1.2658 1.2642 1.2632 1.2626 

15 1.1627 1.1627 1.1665 1.1650 1.1642 1.1637 

20 1.0782 1.0782 1.0815 1.0802 1.0795 1.0791 

3.2.2. Ví dụ 2 

Xét một tấm hình vuông có kích thước hình học và thông số vật liệu: a/b=1, 

a/h=10, mô-đun đàn hồi E = 380 GPa, và hệ số Poát-xông  = 0.3. Tấm tựa đơn 

trên bốn cạnh và chịu tác dụng của tải trọng hình sin như sau: 

0.sin .sins

x y
F q

a b

    
    

   

 

(3.4) 
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Thành phần ứng suất pháp và tiếp không thứ nguyên được chuẩn hóa: 

 
 ** ** **

0 0 0

0,  0,z
,  , , ,  , , ;

2 2 2 2

y xyx
x y xy

a b a b
z z

q q q

 
  

    
     

    

 

(3.5) 

Phân bố thành phần ứng suất theo chiều dày được trình bày trong Hình 3.2. 

Ở đây, kết quả của luận án được so sánh với các kết quả trong lời giải chính xác 

của Matsunaga [125].  

**

x  
a) 

       Luan an

       Matsunaga 

 
b) 

       Luan an

       Matsunaga 

 
c) 

       Luan an

       Matsunaga 

 
d) 

Hình 3.2. Phân bố các thành phần ứng suất theo phương chiều dày của tấm 

vuông chịu tải trọng hình sin 
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Ta thấy rằng các kết quả rất sát nhau và ứng suất tiếp phân bố phi tuyến theo 

chiều dày và triệt tiêu tại bề mặt trên và dưới. Đây cũng là ưu điểm của lý thuyết 

biến dạng cắt dạng hàm hypebol đã sử dụng. 

3.2.3. Ví dụ 3 

Cuối cùng là ví dụ kiểm chứng độ võng không thứ nguyên lớn nhất của tấm 

có kích thước nano tựa đơn bốn cạnh với các kích thước h=20 nm và a=b=50h. 

Cơ tính của vật liệu PZT-5H: c11=102 GPa, c33 = 35.5 GPa, c12 = 31 GPa, e31 = -

17.05 C/m2, 33 = 1.76x10-8 C/(Vm) và hệ số flexoelectric f14=10-7 C/m. Tấm chịu 

tác dụng của tải trọng phân bố đều với cường độ Fs = - 0.05 MPa. Kết quả tính 

toán được đánh giá với kết quả của cách tiếp cận giải tích do Yang và cộng sự [55] 

đưa ra được trình bày trong Hình 3.3. Nhận thấy rằng các kết quả so sánh có sự 

sai khác rất nhỏ. 

Đ
ộ

 v
õ

n
g

 (
n

m
)

 

Hình 3.3. Độ võng không thứ nguyên lớn nhất của tấm có kích thước nano kể 

đến hiệu ứng flexoelectric, SSSS, y =b/2 
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Như vậy, thông qua ba ví dụ kiểm tra cho bài toán uốn tĩnh, tác giả có thể 

đưa ra khẳng định lý thuyết, mô hình đề xuất cũng như chương trình NFS_2023 

của luận án có đủ độ tin cậy để thực hiện các tính toán trong các phần tiếp theo. 

3.3. Khảo sát các yếu tố tác động đến đáp ứng tĩnh của tấm  

Dựa trên chương trình tính đã được kiểm chứng, trong phần này, luận án tiến 

hành phân tích đáp ứng uốn tĩnh của tấm có kích thước nano với nhiều tham số 

khác nhau như: Tham số thể hiện ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric, các tham 

số hình học, điều kiện liên kết và độ cứng của nền đàn hồi. 

 Tấm nano áp điện có kích thước: h=20 nm và a=b=50h. Cơ tính cơ bản của 

vật liệu PZT-5H: c11 = 102 GPa; c33 = 35.5 GPa; c12 = 31 GPa; e31 = -17.05 C/m2; 

33 = 1.76x10-8
 C/(Vm). Tải trọng phân bố đều trên bề mặt tấm với cường độ Fs = 

- 0.05 MPa. Tấm đặt trên nền đàn hồi hai hệ số kw và ks. 

Để thuận tiện cho việc phân tích và theo dõi, một số thông số được chuẩn hóa 

như sau: 

3 3

11

4

10
*

12 s

c h
w

F
w

a
 ; 

* 14
14 0

14

f
f

f
 ; 

4
* w
w

f

k a
K

D
 ; 

2
* s
s

f

k a
K

D
 ; 

3

11

12
f

c h
D   

   * * * 1
, , , ,x xy xz x x x

s

y z
F

       

(3.6) 

với 0

14f  = 10-7 C/m. 

Luận án chỉ tính toán cho trường hợp bỏ qua điện áp ngoài, nên chỉ có tải 

trọng cơ phân bố đều Fs được đặt lên tấm. Do vậy, để thấy rõ đáp ứng của cường 
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độ điện trường và sự phân cực do biến thiên biến dạng  14z xxz yyzP f     ứng 

với tải tác dụng này, luận án đưa ra các thông số tương quan của cường độ điện 

trường và sự phân cực so với tải tác dụng như sau: 

* *;z z
z z

s s

E PVm C
E

F NF
P

N

   
    

   
 (3.7) 

3.3.1. Tác động của hiệu ứng flexoelectric 

Xem xét tấm nano tựa đơn bốn cạnh. Khảo sát tác động của hiệu ứng 

flexoelectric với các giá trị của f14 là 0 và 10-7 C/m ( *

14f  = 1, *

wK =100, *

sK =10). 

Điều này có nghĩa là tấm có xem xét và không xem xét hiệu ứng flexoelectric. Độ 

võng không thứ nguyên w* tại đường y = b/2 được trình bày trong Hình 3.4. 

Không có hiệu ứng flexoelectric

Có hiệu ứng flexoelectric                   

 

Hình 3.4. Độ võng w* của tấm tại y=b/2 trong trường hợp có và không có hiệu 

ứng flexoelectric 
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Phân bố của cường độ điện trường Ez, phân cực Pz và thành phần ứng suất 

phân bố theo chiều dày tại tâm của tấm được mô tả trong Hình 3.5 đến Hình 3.9. 

Không có hiệu ứng flexoelectric

Có hiệu ứng flexoelectric                

 

Hình 3.5. Phân bố cường độ điện trường Ez dọc theo chiều dày với trường hợp có 

và không có hiệu ứng flexoelectric 

  

Không có hiệu ứng flexoelectric

Có hiệu ứng flexoelectric                   

 

Hình 3.6. Phân bố Pz theo chiều dày của tấm với trường hợp có và không có hiệu 

ứng flexoelectric 
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Không có hiệu ứng flexoelectric

Có hiệu ứng flexoelectric                

 

Hình 3.7. Phân bố ứng suất pháp *

x  theo chiều dày với trường hợp có và không 

có hiệu ứng flexoelectric 

Không có hiệu ứng flexoelectric

Có hiệu ứng flexoelectric                   

 

Hình 3.8. Phân bố ứng suất tiếp *

xy  theo chiều dày với trường hợp có và không 

có hiệu ứng flexoelectric 
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Không có hiệu ứng flexoelectric

Có hiệu ứng flexoelectric                   

 

Hình 3.9. Phân bố ứng suất tiếp *

xz  theo chiều dày với trường hợp có và không 

có hiệu ứng flexoelectric 

Giá trị lớn nhất của các đáp ứng trong trường hợp có và không có hiệu ứng 

flexoelectric được so sánh ở Bảng 3.2. 

Bảng 3.2. So sánh giá trị lớn nhất của các đáp ứng với trường hợp có và không có 

hiệu ứng flexoelectric 

Tham số 
Có hiệu ứng 

flexoelectric 

Không có hiệu 

ứng flexoelectric 

Tỷ lệ (có flexoelectric/không có 

flexoelectric) 

*

maxw  1.93 2.09 0.92 

*

maxzE  7.55 5.12 1.47 

*

maxzP  4.9.10-8 0 - 

*

maxx  455 439 1.03 

*

maxxy  0.42 0.45 0.93 

*

maxxz  0.11 0.005 22 
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Một số nhận xét như sau: 

- Hình 3.4 chỉ ra rằng khi kể đến hiệu ứng flexoelectric thì độ võng cực đại 

w* của tấm giảm đi. Tuy nhiên, ứng suất pháp tuyến và tiếp tuyến tăng lên (Hình 

3.7-Hình 3.9). Điều này cho thấy sự khác biệt hoàn toàn với các tấm thông thường 

và cũng là điều cần lưu ý khi thử nghiệm các tấm nano với sự tham gia của hiệu 

ứng flexoelectric. 

- Hình 3.5 và Hình 3.7 cho thấy khi không đưa hiệu ứng flexoelectric vào 

tính toán thì cường độ điện trường Ez và ứng suất pháp tuyến x  đối xứng nhau 

qua mặt phẳng giữa của tấm. Tuy nhiên, khi hệ số f14 khác không, Ez và ứng suất 

x  không còn đối xứng qua mặt phẳng giữa của tấm, giá trị cực đại của Pz và x

tăng lên. Đây là điểm nổi bật so với các tấm thông thường (bỏ qua ảnh hưởng của 

hiệu ứng flexoelectric). Tức là chuyển vị cực đại của w giảm, ứng suất x  tăng. 

Mặt khác, giá trị lớn nhất của x  và xz  tăng khi giá trị của f14 khác không. Tuy 

nhiên, giá trị của ứng suất tiếp 
xy  giảm khi tính đến hiệu ứng flexoelectric. 

- Bảng 3.2 cho thấy trong trường hợp có tính đến hiệu ứng flexoelectric thì 

chuyển vị lớn nhất của w* giảm xuống khoảng 8% so với trường hợp không có 

tính đến hiệu ứng này. Cũng từ kết quả ở bảng này nhận thấy giá trị lớn nhất của 

*

maxzE  lớn hơn 47% và *

maxxz  tăng 22 lần. 

3.3.2. Tác động của hệ số flexoelectric 

Sự tác động của hiệu ứng flexoelectric được thể hiện ở hệ số f14, và điều này 

sẽ làm cho đáp ứng cơ học của tấm nano thể hiện sự khác biệt so với các kết cấu 

thông thường. Cường độ điện trường Ez phụ thuộc vào hệ số f14 như trong phương 

trình (2.20) và làm cho độ phân cực phụ thuộc vào f14 như trong phương trình 
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(2.11), ứng suất phụ thuộc vào f14 như trong phương trình (2.7) nên năng lượng 

của tấm thay đổi. Do đó, đáp ứng tĩnh của tấm nano cũng bị ảnh hưởng. Hệ số f14 

sẽ thay đổi tùy thuộc vào vật liệu và luận án nghiên cứu ảnh hưởng của hệ số f14 

trong một phạm vi nhất định để thấy rõ hiệu ứng flexoelectric tác động như thế 

nào đến độ võng, ứng suất, cường độ điện trường và sự phân cực của tấm nano.  

Để khảo sát tác động của hệ số f14 đến ứng xử của tấm nano (SSSS, *

wK =100, 

*

sK =10), cho giá trị của *

14f  tăng dần từ 1 đến 10. Độ võng của tấm tại đường 

y=b/2 được thể hiện trong Hình 3.10; phân bố dọc theo hướng chiều dày tại tâm 

tấm của các thành phần Ez, Pz và ứng suất thể hiện trên Hình 3.11 đến Hình 3.14.  

 

Hình 3.10. Độ võng của tấm tại y = b/2 với các giá trị khác nhau của 14
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Hình 3.11. Phân bố cường độ điện trường Ez theo chiều dày với các giá trị khác 

nhau của 
14

*f  

 

Hình 3.12. Phân bố Pz theo chiều dày với các giá trị khác nhau của 14
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Hình 3.13. Phân bố ứng suất pháp *

x  theo chiều dày với các giá trị khác nhau 

của 
14

*f  

 

Hình 3.14. Phân bố ứng suất tiếp 
*

xy  theo chiều dày với giá trị khác nhau của 14

*f  
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Từ các hình trên nhận thấy rằng: 

- Khi tăng giá trị f14 thì độ võng cực đại của tấm giảm (Hình 3.10). 

- Hình 3.10 đến Hình 3.13 cho thấy khi giá trị f14 nhỏ thì Ez, Pz và x  phân 

bố gần như tuyến tính theo chiều dày tấm. Tuy nhiên, khi giá trị của f14 lớn, các 

thành phần này thay đổi phi tuyến dọc theo chiều dày của tấm. Đây cũng là điểm 

nổi bật so với các tấm làm từ vật liệu đồng nhất mà cơ tính không thay đổi theo 

chiều dày. Có thể giải thích rằng trong các biểu thức của Ez, Pz và x  có chứa phép 

nhân với hệ số f14 và hàm f(z) thay đổi phi tuyến theo chiều dày. Do đó, khi giá trị 

của f14 nhỏ, nó có ảnh hưởng nhỏ đến hàm f(z). Tuy nhiên, khi giá trị của f14 lớn, 

nó sẽ tác động mạnh lên hàm f(z). Vì vậy, các giá trị của Ez, Pz và x  thay đổi phi 

tuyến dọc theo chiều dày. Ngoài ra, có thể thấy rằng việc tăng f14 sẽ làm cho quy 

luật biến đổi của các giá trị cực đại của Ez, Pz và x  khác hoàn toàn với sự biến 

đổi của độ võng cực đại wmax. Vị trí bề mặt ngoài của tấm luôn là vị trí mà Ez, Pz 

và x  đạt giá trị lớn nhất. 

- Thành phần ứng suất 
xy  giảm dần khi tăng giá trị f14. Nó tỷ lệ thuận với sự 

giảm của độ võng w (xem Hình 3.14).  

3.3.3. Tác động của điều kiện biên 

Trong phần này, để thấy rõ hơn tác động của các điều kiện liên kết đến phân 

bố cường độ điện trường Ez và phân cực Pz dọc theo các cạnh x và y của tấm, bốn 

điều kiện biên: SSSS, CCCC, CSCS, và CCSS ( *

14f  = 3, *

wK =100, *

sK =10) được 

xem xét.  
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Các bề mặt phân bố của Ez và Pz dọc theo các cạnh x và y được trình bày 

trong Hình 3. 15. Cường độ điện trường Ez và phân cực điện tích Pz  của tấm tại 

đường y=b/2 được thể hiện trên các Hình 3.16 và Hình 3.17. Giá trị nhỏ nhất và 

lớn nhất của w, Ez, và Pz được liệt kê trong Bảng 3.3. 

  

 

SSSS 

 

CCCC 
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CSCS 

 

CCSS 

Hình 3. 15. Bề mặt phân bố của Ez và Pz dọc theo các cạnh x và y, 
2

h
z    

Bảng 3.3 đánh giá định lượng các giá trị lớn nhất của chuyển vị, các giá trị 

cường độ điện trường lớn nhất và nhỏ nhất, cũng như giá trị phân cực lớn nhất và 

nhỏ nhất của tấm với các trường hợp khác nhau của điều kiện biên liên kết. 

Bảng 3.3. Giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của w, Ez và Pz với các điều kiện liên kết 

khác nhau, 
2

h
z    

Đại lượng 
Điều kiện liên kết 

SSSS CCSS SCSC CCCC 

wmax 1.29 0.821 0.745 0.540 

Ez(max) [Vm/N] 7.84 7.44 7.57 5.59 

Ez(min) [Vm/N] 0.14 5.87 5.27 4.34 

Pz(max) [C/N] 8.14x10-8  6.09x10-8 6.18x10-8 4.17x10-8 

Pz(min) [C/N] 2.26x10-10 5.85x10-8 5.17x10-8 4.10x10-8 
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Hình 3.16. Cường độ điện trường *

zE  tại y = b/2 và z=-h/2 với các điều kiện biên 

 

Hình 3.17. Phân cực điện tích *

zP  tại tại y = b/2 và z=-h/2 với các điều kiện biên  
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Các nhận xét được rút ra như sau: 

- Điều kiện biên không chỉ tác động mạnh đến hình dạng của các mặt phân 

bố Ez và Pz dọc theo các trục x và y mà còn tác động đến giá trị cực đại của các 

thành phần này. 

- Đối với tấm SSSS, giá trị lớn nhất của Ez và Pz xuất hiện ở giữa của tấm và 

lớn hơn nhiều so với giá trị nhỏ nhất ở cạnh của tấm. 

- Đối với tấm CCCC, giá trị lớn nhất của Ez và Pz đạt giá trị lớn nhất tại tâm 

của tấm, giá trị nhỏ nhất tại mép của tấm; độ lớn của chúng không khác nhiều so 

với trường hợp tấm SSSS. 

- Đối với tấm CSCS và CCSS, giá trị cực đại của Ez và Pz không xuất hiện ở 

tâm của tấm mà có xu hướng dịch chuyển về các mép của cạnh có liên kết tựa đơn; 

độ lớn của chúng không khác nhiều so với trường hợp tấm SSSS. 

- Hình 3.16 và Hình 3.17 cũng thể hiện rõ khi tấm nano cố định nhiều hơn 

một cạnh thì sẽ có những vị trí mà giá trị của Ez and Pz  bằng không. Nói cách 

khác, có một vị trí không có cường độ điện trường và sự phân cực. Ngược lại, đối 

với tấm SSSS sẽ không xảy ra hiện tượng này. Điều này gợi ý cho các phép đo 

thực nghiệm để xác định điện trường hoặc điện tích, cần xác định vị trí đo để thu 

được kết quả tốt nhất. 

3.3.4. Tác động của nền đàn hồi 

Xem xét tấm nano áp điện với điều kiện biên SSSS ( *

14f =3). Thay đổi các giá 

trị của nền đàn hồi *

wK  và *

sK  trong khoảng từ 0 đến 100, chuyển vị cực đại, ứng 

suất, cường độ điện trường và sự phân cực điện tích tại tâm của tấm được đưa 

trong Bảng 3.4. Có thể thấy khi tăng các thông số của nền đàn hồi thì độ võng, 

ứng suất, cường độ điện trường và sự phân cực của tấm giảm đáng kể. 
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Bảng 3.4. Giá trị lớn nhất w*, *

x , *

xy , *

zE  và *

zP  với sự thay đổi của nền đàn hồi 

*

wK  *

sK  

w* 

,
2 2

a b 
 
 

 

*

x  

, ,
2 2 2

a b h 
 
 

 

*

xy  

, ,
2 2 2

a b h 
 
 

 

*

zE [Vm/N] 

, ,
2 2 2

a b h 
 

 
 

*

zP [C/N] 

, ,
2 2 2

a b h 
 

 
 

0 0 1.730 271.983 0.399 -10.691 -1.103.10-7 

0 100 0.529 72.407 0.106 -3.025 -3.200.10-8 

100 

0 1.554 240.798 0.353 -9.524 -9.857.10-8 

5 1.412 216.671 0.318 -8.608 -8.924.10-8 

10 1.292 196.639 0.288 -7.845 -8.146.10-8 

20 1.108 165.370 0.242 -6.648 -6.927.10-8 

50 0.771 110.199 0.161 -4.518 -4.744.10-8 

100 0.510 69.173 0.101 -2.902 -3.076.10-8 

 

3.3.5. Tác động của chiều dày tấm 

Cuối cùng, để thấy rõ hơn độ võng cực đại của tấm khi có và không kể đến 

hiệu ứng flexoelectric trong trường hợp thay đổi chiều dày h của tấm, mục này đề 

xuất tỷ số độ võng cực đại như sau: 

 
 

*

max 14

*

max 14

0

0
w

w f
R

w f





 (3.8) 

trong đó các tham số không thứ nguyên giống như trong công thức (3.6), một ngoại 

lệ là 
3

11 0

12
f

c h
D   với h0 = a/100. 

Thay đổi chiều dày h của tấm trong khoảng từ a/200 đến a/10, sự phụ thuộc 

của độ võng cực đại vào chiều dày của tấm thể hiện trong Hình 3.18 ( *

14f = 1). 
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Có hiệu ứng flexoelectric                   

Không có hiệu ứng flexoelectric

 

a) *

wK = 0, *

sK = 0 

Đường liền: Không có hiệu ứng flexoelectric

Đường đứt: Có hiệu ứng flexoelectric

 

              b) *

wK = 100, *

sK = 10 

Hình 3.18. Phụ thuộc của độ võng cực đại vào chiều dày của tấm h có và không 

kể đến hiệu ứng flexoelectric, *

14f  = 1 
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Tỷ lệ độ võng cực đại Rw được xác định trong phương trình trên được thể 

hiện trong Hình 3.19 và sự phụ thuộc của Rw vào hệ số f14 tương ứng với giá trị 

khác nhau của chiều dày tấm được mô tả trên Hình 3.20.  

 

Hình 3.19. Tỷ số độ võng cực đại Rw phụ thuộc vào chiều dày của tấm, *

14 1f   

 

Hình 3.20. Tỷ số độ võng cực đại Rw phụ thuộc vào chiều dày h của tấm và hệ số 

*

14f ,  *

wK =10, *

sK =10 
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Các nhận xét như sau: 

- Chiều dày tấm càng mỏng thì hiệu ứng flexoelectric càng mạnh. Trong 

trường hợp bỏ qua nền đàn hồi, độ võng cực đại khi có hiệu ứng flexoelectric giảm 

đi ba lần so với trường hợp bỏ qua hiệu flexoelectric.  

- Khi nền đàn hồi tăng, hiệu ứng flexoelectric đối với đáp ứng uốn tĩnh của 

tấm giảm. Điều này chứng tỏ nền đàn hồi làm giảm tác động của hiệu ứng 

flexoelectric. Do vậy, trong thực tế thiết kế và sử dụng cần lựa chọn nền đàn hồi 

phù hợp để thu được chuyển vị và sự phân cực của tấm do tác động của hiệu ứng 

flexoelectric một cách hợp lý nhất. 

- Khi tăng hệ số f14 và giảm chiều dày h thì hiệu ứng flexoelectric thể hiện rõ 

hơn. Rw nhận được giá trị tối đa là 1.3 khi a/h=10. Điều này có nghĩa là khi tính 

đến hiệu ứng flexoelectric thì độ võng cực đại giảm 30% so với trường hợp bỏ qua 

hiệu ứng này. Tuy nhiên, khi a/h=200 thì giá trị lớn nhất của Rw là 10. Nói cách 

khác, độ võng cực đại giảm đi 10 lần so với trường hợp tấm không có hiệu ứng 

flexoelectric.  

- Hình 3.18 và Hình 3.19 cũng cho thấy quy luật biến đổi của wmax tùy theo 

tỷ lệ a/h cũng khác nhau với trường hợp có và không có nền đàn hồi (thể hiện ở 

dạng đường cong của wmax tùy theo tỷ lệ a/h). Điều đó chứng tỏ rằng cả chiều dày 

và nền đàn hồi đều ảnh hưởng đáng kể đến đáp ứng uốn tĩnh của tấm nano. Kết 

quả này giúp người thiết kế lưu ý rằng chiều dày h của tấm rất nhạy cảm với hiệu 

ứng flexoelectric. Tùy theo bài toán thực tế để chọn thông số chiều dày phù hợp 

với yêu cầu. 
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3.4. Kết luận chương 3  

Chương 3, nghiên cứu sinh trình bày thuật toán tính toán tấm có kích thước 

nano nằm trên nền đàn hồi hai hệ số chịu tải trọng tĩnh và xét đến ảnh hưởng của 

hiệu ứng flexoelectric. Kết quả chính đạt được trong chương 3 gồm:  

- Đã xây dựng thuật toán và chương trình tính toán NFS_2023 để tính toán 

tấm có kích thước nano tựa trên nền đàn hồi chịu tải trọng tĩnh và xét đến ảnh 

hưởng của hiệu ứng flexoelectric.  

- Kết quả đánh giá cho thấy có nhiều thông số tác động đến đáp ứng uốn tĩnh 

của các tấm nano tựa trên nền đàn hồi và có xét đến ảnh hưởng của hiệu ứng 

flexoelectric. Tuy nhiên, có những yếu tố ảnh hưởng lớn như tham số f14 thể hiện 

ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric, tham số hình học của tấm và độ cứng của 

nền đàn hồi. Vì vậy, khi thiết kế các tấm nano cho các yêu cầu đặc biệt, các kỹ sư 

cần lưu ý các vấn đề trên để kết cấu làm việc đạt hiệu quả cao nhất.  

Nội dung chương này được thể hiện trong công trình số 1, 2 và 3 ở danh mục 

các bài báo của nghiên cứu sinh. 
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Chương 4. NGHIÊN CỨU ĐÁP ỨNG ĐỘNG LỰC HỌC CỦA TẤM KÍCH 

THƯỚC NANO ĐẶT TRÊN NỀN ĐÀN HỒI CÓ XÉT ĐẾN HIỆU ỨNG 

FLEXOELECTRIC 

4.1. Đặt vấn đề 

Mô hình kết cấu tấm có kích thước nano tựa trên nền đàn hồi chịu tải trọng 

phân bố thay đổi theo thời gian mô tả như trên Hình 4.1.  

x

z

y

h
b

a
kw

ks

F(t)

O

 

Hình 4.1. Mô hình tấm có kích thước nano đặt trên nền đàn hồi hai hệ số chịu tác 

dụng của tải phân bố thay đổi theo thời gian 

 Trong chương 4, từ lý thuyết đã thiết lập ở chương 2 và chương trình tính 

toán được thực hiện trong môi trường MATLAB, tác giả sẽ đi phân tích, đánh giá 

bài toán kiểm chứng và nghiên cứu ảnh hưởng của các thông số hình học và vật 

liệu đến đáp ứng dao động tự do và dao động cưỡng bức của kết cấu tấm kích 

thước nano trên nền đàn hồi có xét đến hiệu ứng flexoelectric.  
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4.2. Ví dụ kiểm chứng cho bài toán dao động riêng 

4.2.1. Ví dụ 1 

Xét một tấm vuông tựa đơn bốn cạnh có thông số hình học a/b=1, chiều dày 

tấm h=a/10 và a/20, cơ tính vật liệu E=380 GPa, 3800   kg/m3 và  = 0.3. Hai 

thông số nền đàn hồi được chuẩn hóa như sau: 

4 2
* *

0 0

;w s
w s

k a k a
K K

D D
  ; 

 

3

0
0 212 1

E h
D





;  0E =70 GPa (4.1) 

Thông số cần so sánh là tần số dao động riêng đầu tiên, được tính theo công 

thức không thứ nguyên như sau:
1 0 0 0/ ; 2707h E      kg/m3. 

Kết quả tần số dao động riêng không thứ nguyên đầu tiên và các kết quả tính 

được bằng phương pháp giải tích [126] được thể hiện trong Bảng 4.1, trong đó, 

luận án xem xét các lưới chia phần tử khác nhau. Có thể thấy rằng các kết quả hội 

tụ với lưới 100 phần tử. Và lưới chia này cho kết quả với độ chính xác chấp nhận 

được. 

Bảng 4.1. Bảng kết quả tần số dao động riêng không thứ nguyên đầu tiên   

*

wK  *

sK  a/h 

Phương 

pháp 

giải tích 

[126] 

Luận án 

4x4 

phần tử 

8x8 

phần tử 

10x10 

 phần tử 

16x16 

phần tử 

100 

0 
10 

0.1162 0.1129 0.1154 0.1157 0.1160 

100 0.1619 0.1591 0.1612 0.1614 0.1617 

0 
20 

0.0298 0.0289 0.0296 0.0296 0.0297 

100 0.0411 0.0404 0.0409 0.0410 0.0411 
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4.2.2. Ví dụ 2 

Ví dụ này xem xét dao động tự do của tấm có kích thước nano kể đến hiệu 

ứng flexoelectric. Thông số hình học và vật liệu PZT-5H gồm a=b=1000 nm, chiều 

dày h, c11=102 GPa; c33=35.5 GPa; c12=31 GPa; e31=-17.05 C/m2; k33=1.76x10-8 

C/(Vm); f14=10-7 C/m, và khối lượng riêng 7600 kg/m3. Các tần số đầu tiên nhận 

được từ công thức chính xác [55] và luận án được trình bày trong Bảng 4.2.  

Bảng 4.2. Tần số cơ bản   (GHz) của tấm kích thước nano có kể đến hiệu ứng 

flexoelectric 

a/h 

Công thức 

chính xác 

[55] 

Luận án 

16 

phần tử 

64 

phần tử 

100  

phần tử 

256  

phần tử 

50 0.48132 0.46445 0.47666 0.47824 0.47998 

100 0.28243 0.27058 0.27838 0.27938 0.28048 

150  0.22723 0.21622 0.22291 0.22377 0.22471 

200 0.20442 0.19361 0.19988 0.20068 0.20156 

Từ hai ví dụ trên, có thể thấy với lưới chia 100 phần tử, độ chính xác tính 

toán có thể chấp nhận được. Do đó, lưới chia phần tử này sẽ được sử dụng cho tất 

cả các khảo sát tiếp theo. 

4.3. Ví dụ kiểm chứng cho bài toán động lực học  

Phần này kiểm chứng thuật toán và chương trình phân tích bài toán dao động 

cưỡng bức của tấm. Xem xét tấm vuông cạnh a = 0.45m, chiều dày tấm h = a/10; 

cơ tính vật liệu E = 3 GPa,  = 0.34, và = 1200 kg/m3. Tấm chịu tải trọng phân 

bố dạng hình tam giác có dạng biểu đồ biến đổi theo thời gian như thể hiện ở Hình 

4.2, với Pm = 500 kPa và Tp = 0.01s. Kết quả tính toán chuyển vị tại giữa tấm biến 
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đổi theo thời gian được so sánh với kết quả tính bằng lời giải Navier trong công 

trình của Song và cộng sự [127] thể hiện trên Hình 4.3. Kết quả này chứng minh 

độ tin cậy của lý thuyết tính toán sử dụng trong luận án. 

T
O

F

Pm

Tp  

Hình 4.2. Mô hình tải trọng biến đổi theo thời gian 

Luận án

[127]

 

Hình 4.3. So sánh chuyển vị của điểm giữa tấm biến đổi theo thời gian  
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4.4. Khảo sát các yếu tố tác động đến dao động riêng của tấm  

Kết quả dao động riêng của tấm có kích thước nano được trình bày trong mục 

này, trong đó ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric được tính đến. Tấm nano có 

các đặc trưng hình học và vật liệu PZT-5H như sau: h =20 nm, a=b = 50h, c11=102 

GPa, c33=35.5 GPa; c12=31 GPa, e31=-17.05 C/m2, k33=1.76x10-8
 C/(Vm), và khối 

lượng riêng 7600 kg/m3. 

Các đại lượng không thứ nguyên được chuẩn hóa: 

4
* 2 *

4
; w

i i w

F F

h k a
a K

D D


 


  ; 

2
* s
s

F

k a
K

D
 ; 

3

11

12
F

c h
D  ; * 14

14 0

14

f
f

f
 ; 0

14f  

= 10-7 C/m. 

(4.2) 

4.4.1. Tác động của hiệu ứng flexoelectric 

Trong tiểu mục này, luận án trình bày ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric 

đối với dao động riêng của tấm nano trên nền đàn hồi. Giá trị của f14 thay đổi để 

tham số *

14f  lấy giá trị từ 0 đến 5.  

Trường hợp *

14f  = 0 có nghĩa là hiệu ứng flexoelectric bị bỏ qua, do đó, luận 

án đưa ra tham số k  để trình bày sự thay đổi tần số trong trường hợp có và không 

có hiệu ứng flexoelectric.  

* *

14

* *

14

( 0)

( 0)

i

i

f
k

f










 (4.3) 

Sự thay đổi của các tần số dao động riêng *

i  của tấm nano có bốn cạnh tựa 

đơn vào tham số được đưa ra ở Bảng 4.3. 
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Bảng 4.3. Phụ thuộc của các tần số dao động riêng *

i  của tấm nano có bốn cạnh 

tựa đơn vào tham số *

14f , *

wK = 10, *

sK =2 

*

14f  

*

i  

*

1  *

2  *

3  *

4  *

5  *

6  

0 2.2558 5.4243 8.4853 10.6913 13.5706 18.0115 

1 2.3992 5.8007 9.0909 11.4799 14.5822 19.4298 

2 2.7403 6.5600 10.1685 12.7563 16.0864 21.2302 

3 3.1312 7.2516 11.0135 13.6602 17.0669 22.2509 

4 3.4858 7.7584 11.5672 14.2157 17.6427 22.8143 

5 3.7778 8.1120 11.9296 14.5697 18.0051 23.1685 

 

Sự phụ thuộc của k  vào giá trị của *

14f  được trình bày trong Hình 4.4.  

 

Hình 4.4. Sự phụ thuộc của k  vào giá trị *

14f , SSSS, *

wK = 10, *

sK =2 

0 1 2 3 4 5
1
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k


f
14
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
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
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
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Các kết quả chỉ ra rằng: 

- Phụ thuộc của các tần số dao động riêng của tấm nano có bốn cạnh tựa đơn 

vào tham số f14 được thể hiện ở Bảng 4.3 cho biết khi *

14f  = 0 thì tần số đạt giá trị 

nhỏ nhất. Khi *

14f  càng lớn thì tần số tự nhiên càng lớn. Do khối lượng bản thân 

tấm nano không bị tác động bởi hiệu ứng flexoelectric nên độ cứng của tấm tăng 

lên khi f14 tăng. Điều này được giải thích cụ thể là khi giá trị của *

14f  khác 0, ma 

trận độ cứng của phần tử tấm sẽ được thêm một thành phần liên quan f14, do đó độ 

cứng của tấm tăng lên, nhưng ma trận khối lượng của tấm không thay đổi và kết 

quả là tần số tự nhiên của tấm tăng lên. 

- Hình 4.4 cho thấy khi f14 tăng thì giá trị của k  cũng tăng theo. Giá trị nhỏ 

nhất của k  xấp xỉ 1.06 tương ứng với trường hợp *

14f  bằng 1. Điều này có nghĩa 

là tần số dao động riêng khi có hiệu ứng flexoelectric tăng 1.06 lần so với khi bỏ 

qua hiệu ứng này, và giá trị lớn nhất của k  xấp xỉ 1,68 tương ứng với trường hợp 

*

14f  = 5 (tức là tần số dao động riêng khi có hiệu ứng flexoelectric tăng khoảng 

1.68 lần so với khi bỏ qua hiệu ứng này). 

- Khi f14 có giá trị càng lớn, k tương ứng với tần số tự nhiên đầu tiên đạt giá 

trị lớn nhất. Điều này có nghĩa là tần số tự nhiên khi tính đến hiệu ứng flexoelectric 

sẽ tăng nhiều nhất. Kết quả nghiên cứu cho thấy sự thay đổi của hiệu ứng này đối 

với đáp ứng dao động tự do của các tấm nano. Đối với tần số cao hơn ( 4  và 5 ), 

trường hợp *

14f  > 2 thì đường cong gần như nằm ngang, điều này cũng có nghĩa 

là ảnh hưởng không nhiều của hiệu ứng flexoelectric lên tần số cao của tấm. 
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4.4.2. Tác động của điều kiện biên 

Tác động của điều kiện liên kết đối với đáp ứng dao động tự do của tấm kích 

thước nano có và không kể đến hiệu ứng flexoelectric được nghiên cứu trong tiểu 

mục này. Sáu trường hợp điều kiện liên kết được xem xét gồm: SSSS, CCCC, 

CCSS, CSCS, CFCF và CFFF. Các tần số không thứ nguyên đầu tiên của các tấm 

nano được liệt kê trong Bảng 4.4. Tấm có điều kiện liên kết CCCC có tần số dao 

động riêng lớn nhất trong khi tấm có điều kiện liên kết CFFF có tần số dao động 

riêng thấp nhất. Thực tế tấm càng bị giới hạn nhiều bậc tự do thì độ cứng của nó 

sẽ tăng và tần số dao động tự nhiên của tấm sẽ tăng lên. 

Bảng 4.4. Phụ thuộc của các tần số cơ bản vào tham số *

14f , *

wK = 10, *

sK =2 

*

14f  

*

1  

SSSS CCCC CCSS CSCS CFCF CFFF 

0 2.2558 3.9476 3.0167 3.2131 2.4725 0.5796 

1 2.3992 4.2245 3.2187 3.4312 2.6118 0.5942 

2 2.7403 4.7619 3.6607 3.8942 2.8671 0.6293 

3 3.1312 5.2355 4.1117 4.3478 3.0976 0.6731 

4 3.4858 5.5742 4.4767 4.7018 3.2806 0.7180 

5 3.7778 5.8070 4.7500 4.9598 3.4248 0.7611 

Hình 4.5 trình bày sự phụ thuộc của k ứng với tần số không thứ nguyên đầu 

tiên vào hệ số *

14f  ứng với 6 trường hợp điều kiện biên. Đối với biên CFFF, tấm 

nano có tần số nhỏ nhất và đối với biên CCCC, tấm nano có tần số cao nhất.  
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Tuy nhiên, khi tính đến hiệu ứng flexoelectric, khi hệ số *

14f  tăng, tấm SSSS 

có k  cao nhất và tấm CFFF có k  nhỏ nhất. Điều này cũng có nghĩa là tấm có 

điều kiện biên SSSS bị ảnh hưởng nhiều nhất bởi hiệu ứng flexoelectric và tấm có 

điều kiện biên CFFF ít bị ảnh hưởng nhất.  

Do đó, có thể kết luận rằng các điều kiện biên có ảnh hưởng đáng kể đến dao 

động tự do của tấm nano. 

 

Hình 4.5. Phụ thuộc của k  ứng với tần số cơ bản đầu tiên *

1  vào hệ số *

14f  và 

điều kiện liên kết, *

wK = 10, *

sK =2 

 Trên các Hình 4.6 đến Hình 4.11 thể hiện sáu dạng dao động cơ bản của 

tấm nano với điều kiện biên khác nhau. Có thể kết luận rằng điều kiện biên có ảnh 

hưởng cả tần số dao động riêng cũng như các dạng dao động riêng của tấm nano. 

0 1 2 3 4 5
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a) #1 

 
b) #2 

 
c) #3 

 
d) #4 

 
e) #5 

 
f) #6 

Hình 4.6. Sáu dạng dao động cơ bản của tấm vuông nano, SSSS 

 

 
a) #1 

 
b) #2 

 
c) #3 

 
d) #4 

 
e) #5 

 
f) #6 

Hình 4.7. Sáu dạng dao động cơ bản của tấm vuông nano, CCCC 
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a) #1 

 
b) #2 

 
c) #3 

 
d) #4 

 
e) #5 

 
f) #6 

Hình 4.8. Sáu dạng dao động cơ bản của tấm vuông nano, CCSS 

 

 
a) #1 

 
b) #2 

 
c) #3 

 
d) #4 

 
e) #5 

 
f) #6 

Hình 4.9. Sáu dạng dao động cơ bản của tấm vuông nano, CSCS 
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a) #1 

 
b) #2 

 
c) #3 

 
d) #4 

 
e) #5 

 
f) #6 

Hình 4.10. Sáu dạng dao động cơ bản của tấm vuông nano, CFCF 

 

 
a) #1 

 
b) #2 

 
c) #3 

 
d) #4 

 
e) #5 

 
f) #6 

Hình 4.11. Sáu dạng dao động cơ bản của tấm vuông nano, CFFF 
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4.5. Khảo sát các yếu tố tác động đến đáp ứng động của tấm 

Tấm có kích thước nano với điều kiện biên tựa đơn bốn cạnh SSSS; thông số 

hình học h=20 nm, a=b=50h; cơ tính vật liệu PZT-5H: c11=102 GPa, c33=35.5 GPa; 

c12=31 GPa, e31=-17.05 C/m2, và 33 =1.76x10-8
 C/(Vm). Tấm tựa trên nền đàn hồi 

hai hệ số kw và ks.   

Tải trọng tác dụng đều lên tấm có biểu thức: 

 0.sin .sin .
x y

P P F t
a b

    
    

   
 

    1

1

1

.
sin 0

0

t
t t

F t t

t t

  
   

   




    

           

 

(4.4) 

trong đó biên độ tải là P0=5.104 N/m2 và thời gian t = 0.8t1. 

Các đại lượng được chuẩn hóa như sau: 
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  
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(4.5) 

với 
0

14f  = 10-7 C/m và h0  = a/50.     

4.5.1. Tác động của hiệu ứng flexoelectric 

Xem xét tấm nano tựa đơn bốn cạnh nằm trên nền hai hệ số (
*

wK =100, 
*

sK

=10). Để đánh giá rõ tác động của hệ số f14 đến đáp ứng động của kết cấu, thay đổi 

sao cho *

14f   nhận giá trị trong khoảng 0 đến 5 (Khi *

14f  = 0 tương ứng với trường 
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hợp bỏ qua hiệu ứng flexoelectric). Các kết quả về đáp ứng chuyển vị w* và ứng 

suất theo thời gian *

x  được mô tả trong Hình 4.12 và Hình 4.13. 

 

a) Khi t* = 0-1 

 

b) Khi t* = 0-0.025 

Hình 4.12. Đáp ứng chuyển vị w* với thời gian và hệ số *

14f , t* = t/t1,    
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a) *

x  

 

b) *

xz  

Hình 4.13. Đáp ứng ứng suất *

x  và *

xz  với thời gian và hệ số *

14 ,f    
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Kết quả cho thấy: 

- Khi xét đến tác động của hiệu ứng flexoelectric (tức là f14 khác 0) thì chuyển 

vị cực đại của tấm giảm đi. Khi ngoại lực ngừng tác dụng lên kết cấu thì tấm có 

kích thước nano chuyển sang dao động tắt dần. 

 - Mặc dù hệ số f14 tăng nhưng chuyển vị cực đại của tấm giảm. Tuy nhiên, 

quy luật biến đổi của ứng suất tiếp cực đại 
*

xz  của tấm khác với quy luật biến đổi 

của chuyển vị w* và ứng suất pháp 
*

x . Điều này là do tham số f14 ảnh hưởng đến 

độ cứng của tấm. Đây là một hiện tượng đặc biệt, hoàn toàn khác với các kết cấu 

thông thường. 

4.5.2. Tác động của chiều dày tấm 

Chiều dày tấm h thay đổi sao cho tỷ lệ a/h thay đổi từ 50 đến100. Đáp ứng 

động của tấm được mô tả trong Hình 4.14 và Hình 4.15.  

 

Hình 4.14. Đáp ứng chuyển vị w* với thời gian và tỷ lệ a/h,    
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a) *

x  

 

b) *

xz  

Hình 4.15. Đáp ứng ứng suất *

x  và *

xz  với thời gian và tỷ lệ a/h,    
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Có thể thấy rằng khi chiều dày tấm giảm xuống, chuyển vị lớn nhất và ứng 

suất pháp lớn nhất của tấm tăng lên. Tuy nhiên, sự gia tăng của chuyển vị lớn nhất 

là không đồng đều. Có thể thấy rõ là khi chiều dày tấm giảm và nằm trong khoảng 

a/50 và a/80, chuyển vị lớn nhất và ứng suất lớn nhất thay đổi nhiều hơn khi chiều 

dày tấm thay đổi từ a/80 đến a/150. 

4.5.3. Tác động của nền đàn hồi 

Để nghiên cứu tác động của nền đàn hồi đến đáp ứng động của tấm kích thước 

nano có tính đến hiệu ứng flexoelectric, cho hệ số nền đàn hồi thứ nhất thay đổi 

từ 10 đến 200, trong khi hệ số nền đàn hồi thứ hai thay đổi từ 1 đến 20. Đáp ứng 

chuyển vị w*, ứng suất pháp và ứng suất tiếp của tấm nano được đưa ra như trong 

Hình 4.16 và Hình 4.17. Kết quả cho thấy hệ số nền đàn hồi càng cao thì năng 

lượng của tấm càng lớn, tấm càng cứng. Khi đó, độ dịch chuyển lớn nhất và ứng 

suất lớn nhất của tấm nano cũng giảm. 

 

Hình 4.16. Đáp ứng chuyển vị w* với thời gian và nền đàn hồi,     
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Hình 4.17. Đáp ứng ứng suất *

x  và *

xz  với thời gian và nền đàn hồi,    
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4.5.4. Tác động của tần số lực kích động 

Để xem xét tác động của tần số ngoại lực đến đáp ứng của tấm có kích thước 

nano, luận án xét hai trường hợp bỏ qua cản và xét đến cản của kết cấu, tương ứng 

với trường hợp tần số ngoại lực kích động xa tần số dao động của tấm và tần số 

ngoại lực kích động bằng với tần số dao động cơ bản đầu tiên của tấm. Kết quả 

tính toán chuyển vị w* biến đổi theo thời gian được mô tả như trên Hình 4.18 và 

Hình 4.19. Có thể thấy rằng trong khoảng thời gian ngoại lực còn tác dụng lên 

tấm, chuyển vị của tấm biến đổi tuần hoàn theo chu kỳ liên quan đến tần số của 

tấm và của lực kích động. Khi ngoại lực ngừng tác dụng: Trường hợp bỏ qua cản 

thì chuyển vị của tấm dao động tự do và không tắt dần, nhưng trong trường hợp 

có tính đến cản thì chuyển vị của tấm dao động tắt dần. Ngoài ra, giá trị lớn nhất 

chuyển vị w* với trường hợp không có cản lớn hơn so với trường hợp có xét đến 

cản, điều này có thể gây bất lợi cho tấm. Do vậy, trong thực tế, để tránh những 

trường hợp bất lợi do ngoại lực gây ra, chúng ta cần lựa chọn tần số kích thích xa 

tần số dao động riêng của tấm. 
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b) Khi t* = 0-0.2, t1 = 0.2t 

Hình 4.18. Đáp ứng chuyển vị w* theo thời gian trong trường hợp không cản, tần 

số ngoại lực bằng tần số dao động cơ bản đầu tiên của tấm (= 1 1t ) 
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                         b) Khi t* = 0-0.2                                 c) Khi t* = 0.5-1  

Hình 4.19. Đáp ứng chuyển vị w* theo thời gian trong trường hợp có xét đến 

cản, tần số của ngoại lực bằng tần số dao động cơ bản đầu tiên của tấm (= 1 1t ) 

4.6. Kết luận chương 4 

Chương này trình bày bài toán dao động riêng và cưỡng bức của tấm kích 

thước nano đặt trên nền đàn hồi hai hệ số có xét đến hiệu ứng flexoelectric. Từ 

thuật toán, chương trình tính và kết quả đánh giá, tác giả rút ra một số kết luận 

chính như sau: 

- Xây dựng lưu đồ thuật toán và chương trình tính toán NFFV_2023 và 

NFD_2023 để phân tích bài toán dao động tự do và dao động cưỡng bức.  

- Kết quả đánh giá cho thấy có nhiều yếu tố tác động đến dao động tự do và 

dao động cưỡng bức của tấm nano đặt trên nền đàn hồi, đặc biệt là tác động của 

hiệu ứng flexoelectric. 

Từ những kết quả này, khi thiết kế các tấm nano cho các yêu cầu đặc biệt, 

các kỹ sư cần lưu ý để cấu trúc hoạt động đạt hiệu suất cao.  

Kết quả trong chương này được thể hiện trong công trình số 2 và 4 ở danh 

mục các bài báo của nghiên cứu sinh. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

1. Những đóng góp mới của luận án 

Dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn và lý thuyết biến dạng cắt cải tiến 

hàm hyperbol, luận án đã nghiên cứu đáp ứng uốn tĩnh, dao động riêng và cưỡng 

bức của tấm có kích thước nano đặt trên nền đàn hồi xét đến hiệu ứng flexoelectric. 

Một số đóng góp mới của luận án như sau: 

- Tổng hợp và phân tích được các tài liệu liên quan tới hiệu ứng flexoelectric 

và chỉ ra tiềm năng ứng dụng trong ngành kỹ thuật hiện đại. 

- Thiết lập được mô hình, thuật toán phần tử hữu hạn và các chương trình 

tính toán để giải bài toán uốn tĩnh, dao động riêng và dao động cưỡng bức của tấm 

kích thước nano đặt trên nền đàn hồi với hiệu ứng flexoelectric.  

- Khảo sát tác động của các thông số như đặc tính vật liệu, kích thước hình 

học, độ cứng nền đàn hồi, điều kiện biên, v.v. đến đáp ứng uốn tĩnh, dao động 

riêng và cưỡng bức của tấm kích thước nano đặt trên nền đàn hồi có kể đến hiệu 

ứng flexoelectric.  

- Ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectric đến đáp ứng uốn tĩnh, dao động riêng 

và dao động cưỡng bức của tấm có kích thước nano đặt trên nền đàn hồi hai hệ số 

được nghiên cứu toàn diện. Với bài toán uốn tĩnh và dao động riêng, khi tấm có 

kích thước nano kể đến hiệu ứng flexoelectric thì độ cứng tổng thể của kết cấu 

tăng lên, dẫn đến đáp ứng chuyển vị tĩnh của tấm giảm đi; các tần số dao động 

riêng của kết cấu tấm có kích thước nano cũng tăng lên. Với bài toán động lực 

học, khi xét đến tác động của hiệu ứng flexoelectric thì đáp ứng chuyển vị cực đại 

của tấm giảm đi so với trường hợp không có hiệu ứng flexoelectric do hiệu ứng 

flexoelectric làm tăng độ cứng của kết cấu tấm. 
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2. Kiến nghị 

 Dựa trên kết quả đã đạt được của luận án, một vài hướng nghiên cứu có thể 

phát triển như sau: 

- Phân tích ứng xử cơ học của kết cấu có kích nước nano kể đến hiệu ứng 

flexoelectric và hiệu ứng kích thước nhỏ. 

- Kết hợp phương pháp số và giải tích để nghiên cứu ứng xử cơ học của các 

kết cấu dầm, tấm và vỏ có kích thước nano kể đến hiệu ứng flexoelectric. 

- Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao để khảo sát dao động của dầm, tấm 

kích thước nano kể đến hiệu ứng flexoelectric dưới tác dụng của các loại tải trọng 

cơ học đặt trong môi trường đa vật lý. 

- Nghiên cứu ổn định tĩnh và động của tấm kích thước nano có xét đến hiệu 

ứng flexoelectric trong môi trường đàn nhớt chịu nhiều loại tải trọng khác nhau.  

- Tính toán tấm nano có hiệu ứng flexoelectric và biến dạng lớn. 

- Nghiên cứu ứng xử cơ học của các kết cấu dạng vỏ có kích thước nano kể 

đến hiệu ứng flexoelectric trong các môi trường đa vật lý. 

- Tính toán tối ưu hình dạng và tối ưu vật liệu cho tấm, vỏ có kích thước nano 

kể đến hiệu ứng flexoelectric. 
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