
i 

 

  

LỜI CAM ĐOAN 

Tôi là Trần Văn Hùng, xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của 

riêng tôi. Các số liệu, kết quả trong luận án là trung thực và chưa được ai 

công bố trong bất kỳ công trình nào. 

 Hà Nội, ngày ……tháng 11 năm 2021 

Tác giả luận án 

 

 

 

 

Trần Văn Hùng 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ii 

 

 

LỜI CÁM ƠN 

Tôi xin chân thành cám ơn tập thể hướng dẫn: TS Trần Ngọc Đoàn và 

PGS.TS Vũ Quốc Trụ đã nhiệt tình hướng dẫn, động viên và tạo mọi điều 

kiện thuận lợi giúp tôi hoàn thành luận án. Tôi cũng xin chân thành cám ơn 

các thầy trong Bộ môn Cơ học vật rắn/Khoa cơ khí, Bộ môn Thiết kế hệ 

thống kết cấu thiết bị bay/Khoa Hàng không vũ trụ và các đồng chí cán bộ, 

nhân viên Phòng Sau đại học/Học viện Kỹ thuật Quân sự đã tận tình  giúp đỡ 

tôi trong quá trình thực hiện luận án. 

Tôi xin chân thành cám ơn Đảng ủy, Ban Giám hiệu Trường Sĩ quan 

Tăng thiết giáp, các cơ quan chức năng của Nhà trường, lãnh đạo và chỉ huy 

Khoa Kỹ thuật cơ sở cùng toàn thể đồng nghiệp đã tạo mọi điều kiện, giúp đỡ 

động viên tôi hoàn thành công trình nghiên cứu của mình. 

Tôi cũng bày tỏ tình cảm trân trọng biết ơn tới gia đình, người thân và 

bạn bè đã động viên, khích lệ, giúp đỡ tôi trong quá trình thực hiện luận án. 

 

 

 

Tác giả luận án 

 

  



iii 

 

MỤC LỤC 

LỜI CAM ĐOAN ---------------------------------------------------------------- i 

LỜI CÁM ƠN -------------------------------------------------------------------- ii 

MỤC LỤC ----------------------------------------------------------------------- iii 

DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU ------------------------------------------------ vi 

DANH MỤC CÁC CHỮ VIẾT TẮT --------------------------------------- vii 

DANH MỤC CÁC BẢNG -------------------------------------------------- viii 

DANH MỤC CÁC HÌNH VẼ ------------------------------------------------- x 

MỞ ĐẦU ------------------------------------------------------------------------- 1 

Chương 1. TỔNG QUAN VỀ TÍNH TOÁN VỎ FGM -------------------- 5 

1.1. Tổng quan lý thuyết phân tích vỏ ----------------------------------------------- 5 

1.1.1. Lý thuyết vỏ cổ điển --------------------------------------------------------- 7 

1.1.2. Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất ---------------------------------------- 8 

1.1.3. Lý thuyết biến dạng trượt bậc cao ----------------------------------------- 8 

1.2. Tổng quan tình hình nghiên cứu vỏ FGM ------------------------------------ 11 

1.2.1. Tổng quan các nghiên cứu vỏ FGM trên thế giới ---------------------- 11 

1.2.2. Tổng quan các nghiên cứu vỏ FGM trong nước ------------------------ 22 

1.3. Kết quả nghiên cứu đạt được từ các công trình đã công bố và những vấn 

đề cần tiếp tục nghiên cứu ------------------------------------------------------------ 26 

1.4. Những nội dung nghiên cứu trong luận án ------------------------------------ 28 

Chương 2. XÂY DỰNG MÔ HÌNH TÍNH TOÁN VỎ TRỤ FGM 

THEO LÝ THUYẾT BIẾN DẠNG TRƯỢT BẬC CAO QUASI-3D ------- 31 

2.1. Tính chất cơ học của vỏ trụ FGM ---------------------------------------------- 31 

2.1.1. Đặc tính vật liệu FGM theo phân bố thể tích --------------------------- 31 

2.1.2. Đặc tính vật liệu FGM theo nhiệt độ ------------------------------------- 34 

2.1.3. Xác định phân bố nhiệt độ theo chiều dày vỏ trụ FGM --------------- 36 

2.2. Quan hệ ứng xử cơ học của vỏ trụ FGM -------------------------------------- 39 



iv 

 

2.2.1. Trường chuyển vị ----------------------------------------------------------- 41 

2.2.2. Quan hệ biến dạng và chuyển vị ------------------------------------------ 42 

2.2.3. Quan hệ ứng suất - biến dạng --------------------------------------------- 43 

2.3. Xây dựng các phương trình cơ bản tính toán vỏ trụ FGM ----------------- 45 

2.3.1. Nguyên lý dịch chuyển khả dĩ --------------------------------------------- 45 

2.3.2. Hệ phương trình cân bằng và các điều kiện biên ----------------------- 54 

2.3.3. Hệ phương trình cân bằng theo chuyển vị ------------------------------- 58 

2.4. Trình tự giải bài toán xác định ứng suất, biến dạng của vỏ ---------------- 59 

Chương 3. NGHIÊN CỨU TRẠNG THÁI ỨNG SUẤT-BIẾN DẠNG 

CỦA VỎ TRỤ FGM BẰNG PHƯƠNG PHÁP GIẢI TÍCH ------------------ 62 

3.1. Chuyển hệ phương trình vi phân đạo hàm riêng về hệ phương trình vi 

phân thường ----------------------------------------------------------------------------- 62 

3.1.1. Trường hợp vỏ trụ FGM --------------------------------------------------- 62 

3.1.2. Trường hợp panel trụ FGM ------------------------------------------------ 65 

3.2. Phương pháp Navier cho giải bài toán vỏ trụ FGM tựa đơn --------------- 66 

3.2.1. Trường hợp panel trụ FGM tựa đơn trên bốn cạnh -------------------- 66 

3.2.2. Trường hợp vỏ trụ FGM hai đầu tựa đơn -------------------------------- 69 

3.3. Phương pháp tính toán vỏ trụ chịu tác dụng của tải trọng hướng kính đối 

xứng trục với các điều kiện biên khác nhau ---------------------------------------- 70 

3.3.1. Xác định nghiệm của hệ phương trình thuần nhất --------------------- 71 

3.3.2. Điều kiện biên --------------------------------------------------------------- 73 

3.3.3. Xác định nghiệm riêng ứng với các dạng tải trọng cục bộ đối xứng 

trục khác nhau ----------------------------------------------------------------------- 75 

3.4. Bài toán kiểm chứng ------------------------------------------------------------- 90 

3.4.1. Kiểm chứng cho bài toán vỏ chịu tải trọng cơ -------------------------- 90 

3.4.2. Kiểm chứng cho bài toán vỏ trụ FGM chịu tải trọng nhiệt ----------- 95 



v 

 

Chương 4.  NGHIÊN CỨU ẢNH HƯỞNG CỦA MỘT SỐ THAM SỐ 

KẾT CẤU, VẬT LIỆU VÀ TẢI TRỌNG CƠ, NHIỆT ĐẾN TRẠNG THÁI 

ỨNG SUẤT-BIẾN DẠNG CỦA VỎ TRỤ FGM ------------------------------- 98 

4.1. Nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tải trọng cơ ------------------------------------ 98 

4.1.1. Đánh giá hiện tượng tập trung ứng suất---------------------------------- 98 

4.1.2. Nghiên cứu ảnh hưởng của các điều kiện biên ----------------------- 105 

4.1.3. Nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dày và chiều dài vỏ -------------- 110 

4.1.4. Nghiên cứu ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích----------------------- 112 

4.1.5. Nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tác dụng của các dạng tải cơ--------- 115 

4.2. Nghiên cứu vỏ chỉ chịu tác dụng của nhiệt độ ----------------------------- 120 

4.2.1. Nghiên cứu ảnh hưởng chênh lệch nhiệt độ bề mặt trong và ngoài 120 

4.2.2. Nghiên cứu ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích----------------------- 123 

4.2.3. Nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dày ---------------------------------- 126 

4.2.4. Nghiên cứu ảnh hưởng của điều kiện biên ---------------------------- 128 

4.3. Nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tác dụng đồng thời tải trọng cơ và nhiệt 131 

4.3.1. Nghiên cứu ảnh hưởng chênh lệch nhiệt độ bề mặt trong và ngoài 133 

4.3.2. Nghiên cứu ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích----------------------- 135 

4.3.3. Nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dày ---------------------------------- 138 

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ ---------------------------------------------- 142 

DANH MỤC CÔNG TRÌNH CỦA TÁC GIẢ --------------------------- 144 

TÀI LIỆU THAM KHẢO --------------------------------------------------- 146 

PHỤ LỤC ----------------------------------------------------------------------163  



vi 

 

DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU 

Kí hiệu Đơn vị Ý nghĩa – giải thích 

  1/K Hệ số dãn nở nhiệt 

E   Pa Module đàn hồi 

   W/mK Hệ số truyền nhiệt 

   kg/m3 Khối lượng riêng 

   Hệ số Poisson 

, , , , ,z z z           Pa Các thành phần ứng suất 

, , , , ,z z z            Các thành phần biến dạng 

   Chỉ số tỷ lệ thể tích 

, , ,

, , ,

, , , , ,z z

N N N N

M M M M

Q Q Q S S S

   

   

   

  Các thành phần nội lực 

( , , )u z  , ( , , )v z  , ( , , )w z   m 
Chuyển vị theo các phương 

,    và z  

vC  (J/kgK) Nhiệt dung riêng 

h m Chiều dày vỏ trụ FGM 

R m Bán kính trung bình vỏ FGM 

T  0K Nhiệt độ 

V  m3 Thể tích vật liệu 

   

 

  



vii 

 

DANH MỤC CÁC CHỮ VIẾT TẮT 

Viết tắt Tiếng Anh Tiếng Việt 

3D Three Dimensional  Ba chiều 

CPT Classical Plate Theory Lý thuyết tấm cổ điển 

CST Classical Shell Theory Lý thuyết vỏ cổ điển 

CUF Carrera’s Unified Formulation  Công thức hợp nhất Carrera 

DQM Differential Quadrature Method  Phương pháp cầu phương sai phân 

FEM Finite Element Method  Phương pháp phần tử hữu hạn 

FGM Functionally Graded Material  Vật liệu có cơ tính biến thiên 

FSDT First order Shear Deformation Theory Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

HOSNT High order Shear-Normal 

Deformation Theory 

Lý thuyết biến dạng trượt-pháp 

bậc cao 

GDQ Generalized Differential Quadrature Cầu phương sai phân tổng quát 

HSDT Higher order Shear Deformation 

Theory 

Lý thuyết biến dạng trượt bậc 

cao 

ODE Ordinary Differential Equation  Phương trình vi phân thường 

RVE Representative Volume Element  Phần tử khối quy ước 

PDE Partial Differential Equation Phương trình đạo hàm riêng 

TSDT Third order Shear Deformation 

Theory 

Lý thuyết biến dạng trượt bậc ba 

   

 



viii 

 

DANH MỤC CÁC BẢNG 

Bảng 1.1. Một số mô hình chuyển vị bậc cao ................................................. 10 

Bảng 2.1. Mô hình biến thiên tỷ lệ thể tích trong các lý thuyết ...................... 32 

Bảng 2.2. Hệ số của các đặc tính vật liệu theo nhiệt độ ................................. 35 

Bảng 3.1. Chuyển vị 710w w=   của vỏ trụ FGM ở vị trí giữa vỏ ................ 91 

Bảng 3.2. Chuyển vị 1010w w=   của vỏ trụ FGM ở vị trí giữa ..................... 92 

Bảng 3.3. Chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên của vỏ trụ FGM ........... 93 

Bảng 3.4. Ứng suất pháp ngang vỏ trụ FGM theo các mô hình ..................... 96 

Bảng 4.1. Ảnh hưởng của chiều dày và chỉ số tỷ lệ thể tích tới hiện tượng tập 

trung ứng suất trong vỏ trụ FGM .................................................................... 99 

Bảng 4.2. Ảnh hưởng của điều kiện biên tới chuyển vị w  và ứng suất không 

thứ nguyên  ,  , z , z  .......................................................................... 106 

Bảng 4.3. Ảnh hưởng của chiều dày và chiều dài vỏ tới chuyển vị w  và ứng 

suất không thứ nguyên  ,  , z  .............................................................. 110 

Bảng 4.4. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích   và chiều dày tới chuyển vị w  

và ứng suất không thứ nguyên  ,  , z  .................................................. 113 

Bảng 4.5. Quy luật phân bố của một số dạng tải trọng ................................. 116 

Bảng 4.6. Ảnh hưởng của các dạng tải trọng tới chuyển vị w  và ứng suất 

không thứ nguyên  ,  , z , z  ............................................................... 117 

Bảng 4.7. Ảnh hưởng sự chênh lệch nhiệt độ tới chuyển vị và ứng suất của vỏ 

trụ FGM dưới tác dụng của nhiệt độ ............................................................. 121 

Bảng 4.8. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích phân bố vật liệu tới chuyển vị 

và ứng suất của vỏ trụ FGM dưới tác dụng của nhiệt độ .............................. 124 

Bảng 4.9. Ảnh hưởng chiều dày tới chuyển vị và ứng suất của vỏ trụ FGM 

dưới tác dụng của nhiệt độ ............................................................................ 126 



ix 

 

Bảng 4.10. Ảnh hưởng của điều kiện biên tới chuyển vị không thứ nguyên w  

và ứng suất  ,  , z , z  ......................................................................... 129 

Bảng 4.11. Ảnh hưởng của tải nhiệt, tải cơ và tải cơ-nhiệt tới chuyển vị và 

ứng suất của vỏ trụ FGM .............................................................................. 132 

Bảng 4.12. Ảnh hưởng sự chênh lệch nhiệt độ tới chuyển vị và ứng suất của 

vỏ trụ FGM dưới tác dụng đồng thời tải cơ-nhiệt ......................................... 133 

Bảng 4.13. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích vật liệu tới chuyển vị và ứng 

suất của vỏ trụ FGM dưới tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt .................... 136 

Bảng 4.14. Ảnh hưởng chiều dày tới chuyển vị và ứng suất của vỏ trụ FGM 

dưới tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt ...................................................... 138 

 

  



x 

 

DANH MỤC CÁC HÌNH VẼ 

Hình 1.1. Sơ đồ các lý thuyết trong phân tích vỏ .......................................... 6 

Hình 2.1. Biến thiên tỷ lệ thể tích matV  theo chiều dày vỏ trụ FGM ............... 34 

Hình 2.2. Mô hình, tham số hình học, hệ trục tọa độ và mô hình đặt ứng suất 

khi tính toán của vỏ trụ FGM .......................................................................... 40 

Hình 2.3. Trình tự giải bài toán xác định ứng suất, biến dạng vỏ trụ FGM ... 60 

Hình 3.1. Vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm phân bố đều trên một đoạn ... 79 

Hình 3.2. Vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm theo quy luật hàm tam 

thức bậc hai ..................................................................................................... 82 

Hình 3.3. Vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm theo quy luật hàm sin .... 86 

Hình 3.4. Chuyển vị không thứ nguyên theo hai mô hình chịu tải ................. 96 

Hình 4.1. Mô hình tính toán vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cục bộ 

hướng tâm, đối xứng trục ................................................................................ 99 

Hình 4.2. Sự thay đổi của ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày /z h  tại 

vùng biên với 4L R= , / 10R h = , 10 = . .................................................... 101 

Hình 4.3. Sự thay đổi của ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày /z h  tại 

vùng biên với 4L R= , / 30R h = , 1 = . ...................................................... 102 

Hình 4.4. Sự thay đổi của ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày /z h  tại 

vùng biên với 4L R= , / 100R h = , 0.2 = . ................................................ 103 

Hình 4.5. Sự thay đổi ứng suất z  tại vùng biên theo các lý thuyết với 4L R=

, / 10R h = , 10 = . ....................................................................................... 104 

Hình 4.6. Sự thay đổi ứng suất z  tại vùng biên theo các lý thuyết với 4L R=

, / 30R h = , 1 =  .......................................................................................... 104 

Hình 4.7. Sự thay đổi ứng suất z  tại vùng biên theo các lý thuyết với 4L R=

, / 100R h = , 0.2 =  ..................................................................................... 105 

file:///E:/K37/Chuyên%20đề%20&%20Tiểu%20luận%20&%20Luận%20án/Luận%20án/Thesis/Luận%20án.docx%23_Toc83022069


xi 

 

Hình 4.8. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chiều 

dày vỏ với 0.5L R= , / 10R h = , 1 = . ........................................................ 108 

Hình 4.9. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chiều 

dày vỏ /z h  với 4L R= , / 10R h = , 1 = . .................................................. 109 

Hình 4.10. Sự thay đổi chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chiều 

dài tương đối L/R với chiều dày tương đối thay đổi ..................................... 112 

Hình 4.11. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chỉ 

số tỷ lệ thể tích   với chiều dày tương đối /R h  khác nhau. ....................... 114 

Hình 4.12. Vị trí đặt tải trọng cục bộ ............................................................ 115 

Hình 4.13. Ảnh hưởng của các dạng tải trọng tới chuyển vị và ứng suất ..... 119 

Hình 4.14. Ảnh hưởng của chênh lệch nhiệt độ tới biến dạng và ứng suất của 

vỏ trụ FGM .................................................................................................... 123 

Hình 4.15. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích phân bố vật liệu tới chuyển vị 

và ứng suất của vỏ trụ FGM dưới tác dụng của nhiệt độ .............................. 125 

Hình 4.16. Ảnh hưởng của chiều dày tương đối tới chuyển vị và ứng suất của 

vỏ trụ FGM chịu tải trọng nhiệt độ ............................................................... 128 

Hình 4.17. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo 

chiều dày vỏ với 4=L R , / 10=R h , 1 = , 100 oT C = . .......................... 131 

Hình 4.18.  Chuyển vị w  theo chiều dài   dưới các dạng tải trọng: T - tải 

nhiệt, inQ  - tải cơ, T & inQ  - tải nhiệt và cơ đồng thời. ............................. 132 

Hình 4.19. Ảnh hưởng chênh lệch nhiệt độ tới biến dạng và ứng suất của vỏ 

trụ FGM dưới tác dụng đồng thời tải cơ-nhiệt .............................................. 135 

Hình 4.20. Ảnh hưởng của sự không đồng nhất của vật liệu tới chuyển vị và 

ứng suất của vỏ trụ FGM dưới tác dụng đồng thời tải cơ-nhiệt .................... 137 

Hình 4.21. Ảnh hưởng của chiều dày tương đối tới chuyển vị và ứng suất của 

vỏ trụ FGM dưới tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt .................................. 140 



1 

MỞ ĐẦU 

1. Tính cấp thiết của đề tài 

Vật liệu composite lớp thông thường có nhược điểm chính là sự không 

tương thích về cơ tính của vật liệu cốt và nền. Do đó, thường xảy ra tập trung 

ứng suất tại bề mặt liên kết, nhất là khi làm việc ở môi trường có nhiệt độ cao. 

Điều này có thể dẫn đến phá hủy kết cấu dưới dạng tách lớp, nứt, v.v. [85]. Vật 

liệu có cơ tính biến thiên (FGM) là vật liệu composite tiên tiến, được chế tạo từ 

hai hay nhiều pha thành phần với sự biến đổi liên tục của cơ tính từ bề mặt này 

đến bề mặt khác. Vì vậy, trong vật liệu FGM không xảy ra hiện tượng tập trung 

ứng suất như đối với vật liệu composite lớp thông thường. Do có nhiều ưu 

điểm nổi trội và được ứng dụng trong nhiều ngành kỹ thuật, nên vật liệu FGM 

thu hút được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà khoa học. 

Trong lĩnh vực hàng không vũ trụ hay trong động cơ tên lửa, kết cấu của 

thiết bị thường phải đảm bảo yêu cầu khắt khe về khối lượng, nhưng phải có 

độ bền cao do luôn chịu tác dụng của tải cơ-nhiệt phức tạp. Việc đánh giá 

chính xác trạng thái ứng suất-biến dạng của kết cấu, cho phép đề ra được 

những biện pháp hiệu quả để tăng cường độ bền, đồng thời giảm khối lượng 

kết cấu. Do đó, việc đánh giá chính xác trạng thái ứng suất-biến dạng của kết 

cấu dưới tác dụng đồng thời của tải trọng cơ-nhiệt luôn là vấn đề mang tính 

cấp thiết và khoa học. 

Trong tính toán trạng thái ứng suất của vỏ FGM, thường sử dụng lý thuyết 

vỏ cổ điển [65] hoặc các lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất [73]. Khi sử dụng các 

lý thuyết này trong tính toán vỏ, thường bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt 

bậc cao, đặc biệt là biến dạng theo phương pháp tuyến, dẫn đến kết quả tính toán 

tại những vùng nguy hiểm của kết cấu có độ chính xác chưa cao [47, 48, 49]. Vì 

vậy, để đảm bảo an toàn cho kết cấu tại những vùng nguy hiểm, ta thường phải 

áp dụng các biện pháp gia cố, như làm dày lớp vật liệu tại vị trí liên kết, gia cố 
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bằng các đai gia cường, v.v. Để khắc phục các hạn chế này, cần sử dụng các lý 

thuyết khác như lý thuyết biến dạng trượt bậc cao có tính đến ảnh hưởng của 

biến dạng pháp tuyến (Quasi-3D). Việc nghiên cứu trạng thái ứng suất của vỏ trụ 

FGM bằng lý thuyết này còn chưa được quan tâm nghiên cứu nhiều, bởi tính 

phức tạp của mô hình toán và khối lượng tính toán lớn [113]. 

Từ những phân tích ở trên, có thể kết luận rằng, đề tài “Nghiên cứu 

trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ trụ composite có cơ tính biến thiên chịu 

tải trọng cơ, nhiệt trên cơ sở lý thuyết biến dạng trượt bậc cao quasi-3D” là 

vấn đề mang tính cấp thiết, có ý nghĩa khoa học và thực tiễn. 

2. Mục tiêu nghiên cứu của luận án 

- Xây dựng mô hình toán học trên cơ sở lý thuyết biến dạng trượt bậc 

cao kiểu Quasi-3D và chương trình tính toán số phục vụ phân tích vỏ trụ 

FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ, nhiệt và cơ-nhiệt đồng thời trên cơ sở lý 

thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D. 

- Khảo sát ảnh hưởng của một số tham số về kết cấu, vật liệu, tải trọng 

đến trạng thái ứng suất, biến dạng của vỏ trụ FGM, từ đó, đề xuất các khuyến 

cáo trong tính toán thiết kế vỏ trụ làm từ vật liệu FGM. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu của luận án 

 Đối tượng nghiên cứu: Vỏ trụ composite có cơ tính biến thiên, chịu tác 

dụng của tải trọng cơ, nhiệt và cơ-nhiệt đồng thời. 

 Phạm vi nghiên cứu: Nghiên cứu trạng thái ứng suất, biến dạng tựa 

không gian (Quasi-3D) của vỏ trụ FGM chịu tác dụng độc lập tải cơ, nhiệt 

hoặc chịu tải cơ-nhiệt đồng thời trên cơ sở lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

(HOSNT) kiểu quasi-3D. 

4. Phương pháp nghiên cứu 

Luận án sử dụng các công cụ giải tích kết hợp với tính toán số. Thực 
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hiện nghiên cứu cơ sở lý thuyết, xây dựng thuật toán và chương trình tính 

toán số để khảo sát các bài toán. So sánh kết quả nghiên cứu của luận án với 

các kết quả nghiên cứu bằng các phương pháp khác đã được công bố để 

khẳng định tính đúng đắn của mô hình toán học và chương trình tính toán. 

Chương trình tính toán, khảo sát số được lập trình trên nền Maple. 

Cấu trúc luận án 

Luận án gồm phần mở đầu, 4 chương và kết luận. 

 Mở đầu : Trình bày tính cấp thiết của đề tài, mục tiêu, đối tượng, phạm 

vi và phương pháp nghiên cứu của luận án, cũng như ý nghĩa khoa học và 

thực tiễn của đề tài. 

Chương 1: Tổng quan về tính toán vỏ FGM 

Chương 2: Xây dựng mô hình tính toán vỏ trụ FGM theo lý thuyết biến 

dạng trượt bậc cao Quasi-3D 

Chương 3: Nghiên cứu trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ trụ FGM 

bằng phương pháp giải tích. 

Chương 4: Nghiên cứu ảnh hưởng của một số tham số kết cấu, vật liệu 

và tải trọng cơ, nhiệt đến trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ trụ FGM 

 Kết luận và kiến nghị: Trình bày các kết quả chính, những đóng góp 

mới của luận án và các kiến nghị khác. 

5. Ý nghĩa khoa học và tính thực tiễn của đề tài 

Vật liệu FGM là loại vật liệu mới có nhiều ưu điểm vượt trội nên đã và 

đang được rất nhiều nhà nghiên cứu quan tâm. Việc đánh giá chính xác ứng 

xử cơ học của các kết cấu dạng vỏ có tính dị hướng cao như vỏ composite 

FGM, composite lớp, v.v. nhất là vỏ dày cần sử dụng các lý thuyết bậc cao. 

Tuy nhiên, các công trình nghiên cứu theo hướng này vẫn còn chưa nhiều do 

tính cồng kềnh của mô hình toán học và đòi hỏi khối lượng tính toán lớn. Do 

đó, việc sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D trong nghiên 
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cứu, tính toán vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ, nhiệt mang ý nghĩa 

khoa học. Mặt khác, cách tiếp cận giải tích sử dụng phân tích trường chuyển 

vị, các thành phần ứng suất, biến dạng theo chuỗi lượng giác đơn và phép 

biến đổi Laplace để giải bài toán biên đối với vỏ trụ FGM góp phần làm 

phong phú thêm phương pháp nghiên cứu, tính toán kết cấu. 

Trong các ngành kỹ thuật, kết cấu vỏ trụ được sử dụng khá rộng rãi như 

thân vỏ tàu, máy bay, tên lửa, động cơ, v.v. Do vậy, nghiên cứu phân tích ứng 

xử cơ học của kết cấu vỏ trụ FGM chịu tác dụng của các dạng tải trọng phức 

tạp cơ, nhiệt có nhiều ý nghĩa thực tiễn. Việc phân tích ảnh hưởng của các 

tham số kết cấu, hình học, tải trọng, điều kiện liên kết, v.v. đến ứng suất, biến 

dạng của kết cấu cho phép đưa ra những khuyến cáo quan trọng trong quá 

trình tính toán, thiết kế cũng như khai thác, sử dụng kết cấu. Mặt khác, việc 

sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D cho phép đánh giá chính 

xác hơn ứng suất, biến dạng của kết cấu tại những vùng nguy hiểm, như tại 

khu vực có sự tập trung ứng suất, hiệu ứng biên mạnh, v.v. Kết quả nghiên 

cứu tại đây có giá trị cả về khoa học lẫn thực tiễn. 
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Chương 1. TỔNG QUAN VỀ TÍNH TOÁN VỎ FGM 

Chương 1 nêu tổng quan các lý thuyết đã được sử dụng để phân tích vỏ, 

trên cơ sở đó luận án tập trung phân tích tình hình nghiên cứu về vỏ FGM 

trong nước và trên thế giới. Từ đó rút ra các vấn đề đã được nghiên cứu về vỏ 

FGM và đề xuất hướng nghiên cứu trọng tâm của luận án. 

1.1. Tổng quan lý thuyết phân tích vỏ 

Lý thuyết vỏ là lĩnh vực nghiên cứu hấp dẫn đã được phát triển từ cuối 

thế kỷ 19. Việc giải bài toán đàn hồi 3D với kết quả chính xác, hoặc có độ 

chính xác cao là rất phức tạp, do đó ít được quan tâm nghiên cứu, phát triển. 

Để khắc phục những khó khăn trong tính toán, bài toán nghiên cứu vỏ được 

đơn giản hóa như bài toán 2D bằng cách xem xét nó như một kết cấu đặc 

trưng có chiều dày nhỏ so với các kích thước khác. Trên thực tế nghiên cứu, 

lý thuyết vỏ có thể được phân loại như Hình 1.1. 

Ở lớp lý thuyết vỏ thứ nhất, kết cấu vỏ được nghiên cứu trên cơ sở 

khai triển các hàm ứng suất, biến dạng theo chiều dày. Cauchy và Poisson 

[58] xây dựng các mô hình tính toán theo hướng này để đơn giản hóa bài toán 

3D. Kil’chevskiy [63] thực hiện khai triển các hàm biến dạng, ứng suất theo 

chuỗi MacLaurin bậc lũy thừa theo tọa độ chiều dày. Đối với lớp lý thuyết vỏ 

thứ hai, lý thuyết này được biết đến với tên gọi “Bề mặt Cossenat” [12], vỏ 

được xem xét như vật thể biến dạng cùng với tập hợp các đường chuẩn biến 

dạng. Lớp lý thuyết vỏ dạng này là các mô hình lý thuyết đàn hồi phi cổ điển, 

có tính đến ảnh hưởng của một số yếu tố phi tuyến. Trong lớp lý thuyết vỏ thứ 

ba thực hiện tích phân ứng suất theo chiều dày. Sử dụng các ứng suất trung 

bình hoặc ứng suất tương đương đã được định nghĩa theo mặt trung hòa cho 

phép đưa bài toán 3D về phương pháp bài toán 2D trên cơ sở ứng suất tuơng 

đương. Phần lớn các nghiên cứu hiện nay đang dừng ở lớp lý thuyết này. Sử 

dụng phép gần đúng nêu trên cho phép đơn giản hóa những vấn đề rất phức 
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tạp gặp phải khi giải bài toán 3D của lý thuyết vỏ, đồng thời hướng tiếp cận 

này có thể áp dụng hiệu quả trong việc giải các bài toán biên, bài toán trị riêng 

phức tạp. Lý thuyết vỏ được xây dựng trên cơ sở ứng suất tương đương có thể 

chia thành ba kiểu lý thuyết dưới đây: 

1) Lý thuyết vỏ cổ điển (CST) hay lý thuyết vỏ Love. 

2) Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất (FSDT). 

3) Các lý thuyết biến dạng trượt bậc cao (HSDTs), Các lý thuyết biến 

dạng trượt-pháp bậc cao (HOSNTs). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Lý thuyết phân tích vỏ 

Bề mặt Cosserat 

↓ 

Cosserat brothers 

(1909) 

Đơn giản 3D xuống 

2D sử dụng ứng suất 

tương đương (trên cơ 

sở chuyển vị) 

Khai triển ứng suất, 

biến dạng theo chiều 

dày vỏ 

↓ 

Cauchy, Poisson 

Basset (1980) 

Kil’chevskiy (1939) 

Lý thuyết vỏ Love (Lý 

thuyết cổ điển) 

↓ 

Kirchhoff-Love (1888) 

Flugge (1934) 

Biezeno (1941) 

Byrne (1944) 

Reissner (1944) 

Lý thuyết biến dạng trượt 

bậc nhất 

↓ 

Naghdi (1957) 

Reissner (1944,1960) 

Green và Zerna (1950) 

Sanders (1959) 

Klosner và Levine (1966) 

Lý thuyết biến dạng trượt 

bậc cao/pháp ngang 

↓ 

Hildebrand, Reissner và 

Thomas (1949) 

Naghdi (1956) 

Bercha và Glockner (1972) 

Hình 1.1. Sơ đồ các lý thuyết trong phân tích vỏ 
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1.1.1. Lý thuyết vỏ cổ điển 

Phần lớn các nghiên cứu theo lý thuyết vỏ cổ điển sử dụng lý thuyết vỏ 

tuyến tính. Bằng cách sử dụng các giả thiết đơn giản của lý thuyết tấm Poisson-

Kirchhoff, lý thuyết tấm cổ điển cũng được phát triển cho vỏ. Người đầu tiên 

sử dụng lý thuyết tấm Poisson-Kirchhoff để phát triển cho lý thuyết vỏ chính là 

Aron [16]. Aron đã đưa ra các phương trình uốn của vỏ với biến dạng nhỏ và 

chuyển vị hữu hạn. Lý thuyết của Aron chứa một vài khiếm khuyết, sau đó 

được Love khắc phục. Love đã đưa ra các giả thiết đơn giản sau: 

1. Vỏ mỏng, có tỷ số chiều dày với bán kính cong nhỏ nhất min/ 1h R , 

ở đây, h là chiều dày của vỏ, Rmin là bán kính cong nhỏ nhất của vỏ. 

2. Độ võng là nhỏ so với kích thước của vỏ. 

3. Pháp tuyến của mặt giữa (z = 0) vẫn thẳng góc với mặt giữa trước và 

sau khi biến dạng. 

4. Giá trị ứng suất pháp ngang là rất nhỏ so với ứng suất mặt.   

Lý thuyết vỏ cổ điển sử dụng trường chuyển vị [85] có dạng sau: 

 

0
0

0
0

0

( , , , ) ( , , ) ,

( , , , ) ( , , ) ,

( , , , ) ( , , ).

w
u x y z t u x y t z

x

w
v x y z t v x y t z

y

w x y z t w x y t


= −




= −



=

 (1.1) 

ở đây, z là tọa độ theo pháp tuyến tính từ mặt Oxy, 0 0,u v  và 0w  là chuyển 

vị của mặt trung hòa theo các phương x, y, z. 

Tuy nhiên, lý thuyết cổ điển vẫn chỉ áp dụng được cho các vỏ mỏng. 

Với vỏ có chiều dày trung bình hoặc vỏ dày, lý thuyết này không còn chính 

xác nữa. Do đó, để đánh giá tốt hơn ứng xử của vỏ cần sử dụng những lý 

thuyết khác. 
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1.1.2. Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

Phát triển tiếp theo của lý thuyết biến dạng cổ điển, lý thuyết biến dạng 

trượt bậc nhất như một đề cập đầu tiên và phổ biến là lý thuyết tấm Mindlin 

[73], trong đó tác giả đã đưa ra ảnh hưởng biến dạng trượt ngang (ứng suất tiếp 

theo chiều dày) trong kết cấu tấm. Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất cho rằng 

đường thẳng vuông góc với mặt trung hòa vẫn thẳng sau biến dạng nhưng 

không còn vuông góc với mặt trung hòa nữa. Trường chuyển vị [85] trong lý 

thuyết này được biểu diễn dưới dạng sau: 

 

0

0

0

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

x

y

u x y z t u x y t z x y t

v x y z t v x y t z x y t

w x y z t w x y t





= +

= +
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 (1.2) 

,   
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x y

u v

z z
 

ở đây, 0 0,u v  và 0w  là chuyển vị của mặt trung hòa, x  và y là góc xuay 

của pháp tuyến so với mặt trung hòa lân cận tiếp tuyến của các đường tọa độ x  

và y  tương ứng. 

Lý thuyết FSDT cho phép xem xét vỏ có chiều dày tốt hơn so với CST. 

Tuy nhiên để đánh giá ứng suất tiếp theo chiều dày cần đưa thêm hệ số hiệu 

chỉnh cắt vào trong lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất. 

1.1.3. Lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

Hildebrand, Reissner và Thomas [53] thực hiện khai triển chuyển vị theo 

chuỗi Taylor đến ba số hạng, đây như là sự phát triển ban đầu của lý thuyết vỏ 

bậc cao. Naghdi [76] tiếp tục đưa ra công thức cho bài toán với sự khai triển 

đến hai số hạng đối với chuyển vị mặt và khai triển đến ba số hạng đối với 

thành phần chuyển vị theo chiều dày khi xét đến ảnh hưởng của biến dạng 

pháp. Kant [59] cũng đã thiết lập đầy đủ các phương trình cơ bản đối với vỏ 
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dày composite lớp làm từ vật liệu trực hướng bằng cách khai triển chuỗi 

Taylor đến ba số hạng cho trường chuyển vị. Tiếp tục hướng nghiên cứu này, 

Kant và Ramesh [57] đưa ra lý thuyết vỏ trực hướng trong tọa độ cong tổng 

quát với trường chuyển vị được phân tích theo [53], từ đó xây dựng lý thuyết 

bậc cao cho vỏ trực hướng và cũng như vỏ nhiều lớp. Lý thuyết này cho phép 

tính đến ảnh hưởng của biến dạng trượt của pháp tuyến, cũng như biến dạng 

pháp tuyến. Firsanov và Doan thực hiện khai triển Taylor đến bậc N đối với 

chuyển vị mặt, bậc N-1 đối với chuyển vị theo phương pháp tuyến để xây 

dựng các phương trình cơ bản của lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu 

Quasi-3D [48, 49]. Các ứng suất mặt được tìm từ phương trình vật lý liên hệ 

giữa biến dạng và ứng suất, còn các ứng suất cắt được xác định từ các phương 

trình của lý thuyết đàn hồi 3D. Reddy và Liu [84] đã phát triển lý thuyết bậc 

cao cho vỏ với khai triển bậc ba đối với chuyển vị mặt và là hằng số đối 

chuyển vị theo phương pháp tuyến. Với việc sử dụng điều kiện biên tự do đối 

với mặt trên và dưới, số ẩn trong hệ phương trình vi phân giảm xuống còn 

năm ẩn. Trường chuyển vị [85] theo lý thuyết biến dạng trượt bậc cao (bậc ba 

theo Reddy) được mô tả như công thức sau: 

 

2 3

0

2 3

0

0

( , , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) 6 ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) 6 ( , , )
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u x y z t u x y t z x y t z x y t z x y t

v x y z t v x y t z x y t z x y t z x y t
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= + + +
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=

 (1.3) 

ở đây, 0 0,u v , 0w  là chuyển vị của mặt trung hòa, x  và y  góc quay của 

pháp tuyến so với mặt trung hòa lân cận tiếp tuyến của các đường tọa độ x và y 

tương ứng, x , y , x  và y  là thành phần chuyển vị bậc cao. 
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Việc xây dựng các lý thuyết với bậc khác nhau phụ thuộc vào khai triển 

của chuyển vị chính theo chuỗi Taylor với số mũ khác nhau. Trong những 

năm gần đây, đã xuất hiện việc khai triển phi đa thức như: hàm hypebol, 

lượng giác và hàm mũ [6]. Để mô tả tốt hơn biến dạng trượt tại các biên tự do 

kéo nén cùng với tính liên tục các lớp của chuyển vị mặt, người ta sử dụng lý 

thuyết zig-zag cho vật liệu composite nói chung. Bảng 1.1 liệt kê một số mô 

hình chuyển vị bậc cao đã áp dụng cho vỏ FGM trong các nghiên cứu gần 

đây. Mặc dù một số mô hình đa thức cũng như phi đa thức đã được nghiên 

cứu cho bài toán tấm, nhưng việc áp dụng cho vỏ FGM vẫn còn hạn chế. 

Bảng 1.1. Một số mô hình chuyển vị bậc cao  

STT Trường chuyển vị Trích dẫn 

1 

3

0 1 3

3

0 1 3

2

0 1 2

u u zu z u

v v zv z v

w w zw z w

= + +

= + +

= + +

 [79] 

2 

2 3

0 1 2 3

2 3

0 1 2 3

2 3

0 1 2 3

u u zu z u z u

v v zv z v z v

w w zw z w z w

= + + +

= + + +

= + + +

 [83] 

3 

2 3

0 1 2 3

2 3

0 1 2 3

2

0 1 2

u u zu z u z u

v v zu z v z v

w w zw z w

= + + +

= + + +

= + +

 [80] 

4 

2 3 2

1 0 2
0 1 12

1 1 1

4

2 3 4

z w z w h w
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h  

   
= + − − + + 

   
 

3 2

0 2
0 1 12

1 1

4

3 4

z w h w
v v zv v

h  

  
= + − + + 

  
 

[28] 
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ở đây, , ,i i iu v w  là các thành phần chuyển vị, ( ), ( )f z g z  là các hàm 

lượng giác, a1 và a2 là giá trị tỷ lệ. 

1.2. Tổng quan tình hình nghiên cứu vỏ FGM 

Sự hấp dẫn bởi tính ưu việt của vật liệu composite mới, FGM, nên hiện 

nay vẫn được nhiều nhà nghiên cứu tiếp tục quan tâm. Từ các mô hình lý 

thuyết cho tới thực nghiệm nhằm hoàn thiện nghiên cứu và ứng dụng vật liệu 

FGM. Tuy nhiên luận án chỉ tập trung đánh giá tổng quan về vỏ FGM đã 

được nghiên cứu trong nước và trên thế giới có liên quan đến đề tài luận án. 

1.2.1. Tổng quan các nghiên cứu vỏ FGM trên thế giới 

1.2.1.1. Một số bài toán điển hình sử dụng lý thuyết vỏ cổ điển 

Phân tích ứng xử của tấm và vỏ FGM theo lý thuyết cổ điển được rất 

nhiều nhà nghiên cứu quan tâm và thực hiện khá đầy đủ. Đối với bài toán 

phân tích ứng xử của vỏ FGM trên nền đàn hồi hoặc không có nền đàn hồi khi 

2

0 1 2w w zw z w= + +  

5 

( )* * 1 0
0 1 1

1 1 1 1 1

1
z w w

u u z y u q f z u
R a a 

    
= + + + − +   

    
 

( )* * 1 0
0 1 1
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1
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[71] 
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[64, 95] 
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chịu tải cơ, nhiệt, có thể kể đến một số công trình tiêu biểu sau: Woo và 

Meguid [120] đã nghiên cứu uốn phi tuyến của vỏ mỏng FGM chịu tải hướng 

kính và trường nhiệt độ. Hệ phương trình cân bằng được xây dựng trên cơ sở 

CPT và giả thiết Von Karman, việc giải bài toán xác định độ võng, ứng suất 

và mô men uốn của vỏ tựa đơn được thực hiện khi sử dụng khai triển Fourier. 

Hong-Liang Dai và Ting Dai đã phân tích uốn nhiệt đàn hồi cho vỏ trụ FGM 

[32]. Trong nghiên cứu này, phương pháp giải tích được áp dụng để phân tích 

uốn nhiệt đàn hồi đối với vỏ trụ FGM chịu tải trọng hướng tâm phân bố đều 

và tải nhiệt không đồng đều. Điều kiện biên đối với vỏ trụ FGM bao gồm một 

đầu tựa đơn và một đầu được ngàm chặt, trường chuyển vị nhận được theo lý 

thuyết vỏ tuyến tính cổ điển. 

Bài toán về phân tích dao động vỏ FGM chịu tải nhiệt hoặc không chịu 

tải nhiệt, dưới tác dụng của tải cưỡng bức hoặc bài toán dao động tự do cũng 

được quan tâm nghiên cứu nhiều. Loy và cộng sự [69] đã nghiên cứu dao 

động của vỏ trụ FGM với điều kiện biên tựa đơn bằng cách sử dụng CPT và 

phương pháp Rayleigh-Ritz. Một cách tiếp cận tương tự, Arshad và cộng sự 

[18] đã nghiên cứu đặc tính dao động của vỏ trụ FGM cho ba luật phân bố tỷ 

lệ thể tích khác nhau. Đặc tính dao động của vỏ trụ với điều kiện biên khác 

nhau đã được khảo sát bởi Pradhan và cộng sự [82] khi sử dụng phương pháp 

Rayleigh và CPT. Bài toán này đã được đánh giá lại bởi Naeem và cộng sự 

[75] khi sử dụng phương pháp Ritz. Dao động cưỡng bức phi tuyến của vỏ 

thoải hai độ cong FGM được nghiên cứu bởi Alijani và cộng sự [10] khi sử 

dụng CPT, mô hình phi tuyến Von Karman và phương pháp rời rạc đa phổ 

Galerkin (multi-modal Galerkin discretization). Du và cộng sự [35] đã nghiên 

cứu dao động phi tuyến của vỏ trụ FGM chịu kích thích trên cơ sở CPT, giả 

thiết Von Karman, kết hợp với phương pháp tỷ lệ phức. Du và Li [36] đã 

nghiên cứu đặc tính dao động phi tuyến của vỏ trụ FGM trong môi trường 
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nhiệt theo phương pháp tương tự. Ebrahimi và Najafizadeh [45] nghiên cứu 

dao động tự do của vỏ trụ FGM trên cơ sở CPT. Để tính toán số, các tác giả 

sử dụng kết hợp phương pháp cầu phương vi phân tổng quát (generalized 

differential quadrature method) và phương pháp cầu phương tích phân tổng 

quát (generalized integral quadrature method). Sofiyev [110] đã phân tích đặc 

tính động lực học của vỏ trụ FGM chịu tải di động với vận tốc không đổi khi 

sử dụng CST. Vỏ trụ FGM có phân bố thể tích theo quy luật lũy thừa chịu tải 

dọc trục, tải nén trong và tải nén dạng vành tròn di động. Nghiên cứu này 

trình bày ứng xử động lực học của kết cấu và ảnh hưởng của chỉ số mũ của 

hàm phân bố vật liệu lên tốc độ tới hạn.  

Phân tích ổn định của vỏ FGM chịu tải trọng nhiệt hoặc không đã có 

nhiều tác giả tập trung nghiên cứu. Shen [97, 99, 105] đã nghiên cứu ứng xử 

sau ổn định của vỏ trụ FGM dưới tác dụng của lực nén dọc trục [97] hoặc áp 

lực cạnh [99] hoặc tăng nhiệt độ đồng đều [105] bằng cách sử dụng CPT và 

mô hình phi tuyến Von Karman. Cả biến dạng phi tuyến trước ổn định và sự 

không hoàn hảo hình học ban đầu, phân tích sau ổn định sử dụng lý thuyết lớp 

biên cho ổn định vỏ. Woo và cộng sự [121] đã nghiên cứu ứng xử sau ổn định 

của tấm và vỏ hình trụ mỏng dưới tải cơ và nhiệt bằng cách sử dụng CPT và 

giả thiết Von Karman. Ổn định của vỏ hình trụ FGM chịu tải tổ hợp dọc trục, 

xung quanh và xoắn được nghiên cứu bởi Huang và cộng sự [55] bằng cách 

sử dụng CPT, kết hợp với phương pháp Ritz và phương pháp phần tử hữu 

hạn. Nghiên cứu cho thấy ảnh hưởng áp lực xung quanh có tính quyết định 

hơn tới ổn định so với nén đúng tâm hoặc xoắn, trường hợp này ảnh hưởng 

của nén đúng tâm và xoắn là như nhau. Sun và cộng sự [112] đã phân tích ổn 

định của vỏ trụ không hoàn hảo FGM dưới tải nhiệt và cơ bằng cách sử dụng 

lý thuyết CPT và phương pháp Galerkin. 
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1.2.1.2. Lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

Đánh giá ứng xử của tấm khi sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất 

cơ bản đã được nghiên cứu khá đầy đủ. Sử dụng FSDT trong đánh giá ứng 

suất, nhiệt và ổn định cho vỏ FGM cũng được các nhà nghiên cứu quan tâm. 

Trong bài toán nhiệt - đàn hồi, Zhao và Liew [127] đã phân tích cơ-nhiệt 

phi tuyến hình học của panel trụ FGM. Các tác giả đã sử dụng FSDT và tham 

số động lực Sander cho biến dạng hữu hạn. Bahtui và Eslami [20] đã nghiên 

cứu bài toán nhiệt đàn hồi tổng quát của vỏ trụ tròn mỏng FGM dưới tải nhiệt 

xung trên cơ sở FSDT. Đặc tính vật liệu biến thiên theo chiều dày với luật 

phân bố theo hàm lũy thừa. Phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin và biến 

đổi Laplace được sử dụng để giải bài toán, bài báo trình bày kết quả tính toán 

chuyển vị, nhiệt độ và ứng suất nhiệt. Bài toán dao động tự do, uốn tĩnh và 

động của panel FGM hai độ cong dưới tác động đồng thời của tải cơ và nhiệt 

cũng được nghiên cứu bởi Kiani và cộng sự [61] khi sử dụng FSDT và biến 

đổi hỗn hợp Laplace-Fourier. Sheng và Wang [109] thực hiện phân tích dao 

động của vỏ trụ FGM chứa đầy chất lỏng đặt trên nền đàn hồi chịu tải cơ và 

nhiệt khi sử dụng FSDT. Kiani và cộng sự [61] đã nghiên cứu dao động tự do 

nhiệt đàn hồi của panel vỏ hai độ cong bằng FSDT với giả thiết Sander và sử 

dụng phương pháp Navier và biến đổi Laplace để giải các hệ phương trình 

nhận được. 

Trong nghiên cứu vỏ FGM có biến dạng lớn, Arciniega và Reddy [15] đã 

trình bày phương trình phần tử hữu hạn dựa trên cách biểu diễn tensor cho 

phân tích biến dạng lớn của vỏ FGM chịu áp lực bên trong và lực kéo sử dụng 

FSDT. Kim cùng cộng sự [64] đã sử dụng phần tử vỏ tựa dạng bốn nút cho 

bài toán phi tuyến hình học của tấm và vỏ FGM. Trong nghiên cứu này, các 

tác giả sử dụng FSDT với tensor biến dạng Green cho ứng suất màng, uốn và 

ứng suất cắt, kết hợp sử dụng mô hình phi tuyến hình học Von Karman. 
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Tornabene và Ceruti [115] đã trình bày giản đồ tối ưu cho phân tích động và 

phân tích tĩnh vỏ FGM hai độ cong khi sử dụng FSDT kết hợp với phương 

pháp GDQ. 

Bài toán điều khiển dao động vỏ áp điện FGM dưới tải nhiệt, tải cơ học 

và tải di động cũng được quan tâm nghiên cứu nhiều. Liew và cộng sự [67] đã 

thực hiện nghiên cứu điều khiển động và tĩnh trong miền tần số thông qua bộ 

khởi động và sensor áp điện của tấm và vỏ FGM đặt trong môi trường nhiệt 

độ thay đổi. Nghiên cứu được thực hiện dựa trên FSDT và phương pháp phần 

tử hữu hạn. Phân tích phi tuyến hình học của vỏ FGM được thực hiện bởi 

Arciniega và Reddy [15] bằng FSDT và phương pháp phần tử hữu hạn. Behjat 

và cộng sự [21] đã nghiên cứu đặc tính uốn tĩnh, dao động tự do của panel trụ 

áp điện FGM chịu tải cơ, nhiệt, điện bằng cách sử dụng FSDT và phương 

pháp phần tử hữu hạn. Sheng và Wang [106] đã nghiên cứu bài toán về ứng 

xử động lực của vỏ trụ FGM với lớp áp điện PZT chịu nhiệt độ biến đổi theo 

chiều dày và tải di động khi sử dụng FSDT. Bài toán này cũng được tác giả 

phát triển cho điều khiển dao động của vỏ trụ FGM gắn vào hai lớp áp điện 

cũng trên cơ sở FSDT. 

Phân tích phi tuyến tấm, vỏ dựa trên FSDT là một trong những hướng 

nghiên cứu quan trọng. Carla cùng cộng sự [89] đã thực hiện phân tích đặc 

tính tức thời động lực học của tấm và vỏ FGM khi sử dụng FSDT. Reddy và 

Chin [87] nghiên cứu đặc tính động lực học của tấm và vỏ trụ FGM chịu hai 

dạng tải nhiệt khác nhau dựa trên FSDT và phương pháp phần tử hữu hạn. 

Chorfi và Houmat [29] thực hiện phân tích dao động tự do phi tuyến của vỏ 

hai độ cong khi sử dụng FSDT với giả thiết Von Karman. 

Trong phân tích ổn định vỏ, đặc tính dao động dưới điều kiện tải khác 

nhau được xem xét bởi nhiều nhà nghiên cứu. Sheng và Wang [107] đã 

nghiên cứu ảnh hưởng của nhiệt độ đến dao động và ổn định của vỏ trụ FGM 
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đặt trên nền đàn hồi sử dụng FSDT và phương pháp Bolotin. Zhang và Hao 

[126] nghiên cứu dao động phi tuyến của vỏ trụ FGM chịu tác động kết hợp 

của tải nhiệt và kích thích ngoài trên cơ sở FSDT và phương pháp Galerkin. 

Ổn định của vỏ trụ FGM chịu áp lực xung quanh và nén dọc trục được nghiên 

cứu bởi Khazaeinejad và cộng sự [60], trong đó đã sử dụng FSDT và phương 

pháp giải tích. Isvandzibaei và cộng sự [56] nghiên cứu đặc tính dao động của 

vỏ trụ FGM chịu áp lực. Dựa trên FSDT và phương pháp giải tích đối với tần 

số dao động tự do của vỏ trụ FGM dưới điều kiện biên khác nhau khi sử dụng 

phương pháp Ritz. Sepiani cùng cộng sự [93] đã nghiên cứu đặc tính dao 

động và ổn định của vỏ trụ với lớp trong lõi là FGM, lớp ngoài là vật liệu 

đẳng hướng chịu tác động của tải tĩnh và tải chu kỳ. Kết quả được trình bày 

đối với vỏ trụ tựa đơn khi sử dụng CST và FSDT. Su và cộng sự [111] đã 

phân tích dao động của vỏ FGM với điều kiện biên tổng quát. Phương pháp 

FSDT và quy luật phân bố đặc tính vật liệu theo chiều dày là hàm lũy thừa 

bốn tham số đã được sử dụng. Phương pháp Rayleigh-Ritz được dùng để giải 

các phương trình vi phân nhận được. Sheng và Wang [108] đã trình bày bài 

toán dao động và ổn định của vỏ trụ FGM áp điện dưới tải nhiệt và tải dọc 

trục. Hệ phương trình cân bằng nhận được trên cơ sở FSDT, nguyên lý 

Hamilton và phương trình Maxwell mô tả trường điện áp theo chiều dày. 

Qua phân tích ở trên, có thể thấy rằng lý thuyết vỏ cổ điển và biến dạng 

trượt bậc nhất được sử dụng trong hầu hết các dạng bài toán điển hình tính 

toán vỏ FGM mỏng. Điều này có thể được lý giải bởi tính đơn giản của mô 

hình tính toán. Tuy nhiên, như đã phân tích trong mục 1.1, việc áp dụng lý 

thuyết cổ điển và lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất còn gặp nhiều hạn chế về 

độ chính xác của kết quả tính toán trong những trường hợp cụ thể, nên các lý 

thuyết biến dạng trượt bậc cao ngày càng được sử dụng nhiều hơn trong 

nghiên cứu tấm, vỏ composite nói chung và vỏ FGM nói riêng. 
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1.2.1.3. Lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

a) Lý thuyết biến dạng trượt bậc ba 

Lý thuyết biến dạng trượt bậc ba (TSDT) được biết đến và sử dụng rộng 

rãi là phương án của Reddy [86], nhất là nghiên cứu ứng xử của tấm. Áp dụng 

TSDT trong nghiên cứu vỏ bao gồm phân tích ứng suất, ổn định và dao động 

chịu tác dụng của tải cơ trong môi trường nhiệt hoặc không chịu tác động của 

nhiệt độ, trên nền đàn hồi hoặc không có nền đàn hồi.  

Bài toán phân tích dao động vỏ FGM cũng được nhiều nhà nghiên cứu 

quan tâm thực hiện. Shen [96] nghiên cứu dao động phi tuyến của vỏ trụ FGM 

trên nền đàn hồi, chịu tải trọng nhiệt độ sử dụng lý thuyết TSDT kiểu Reddy 

kết hợp với giả thiết phi tuyến hình học Von Karman. Để mô tả phân bố vật 

liệu theo chiều dày sử dụng mô hình Voigt và Mori-Tanaka. Najafzadeh và 

Isvandzibaei [77] đã phân tích dao động của vỏ trụ mỏng FGM với vòng tựa ở 

giữa khi sử dụng TSDT, vỏ có phân bố vật liệu theo chiều dày với quy luật 

hàm lũy thừa. Lang và Xuewu [66] nghiên cứu dao động và ổn định của vỏ trụ 

tròn đàn nhiệt-điện từ chịu tải xung quanh cũng như tải hướng trục khi sử dụng 

TSDT. Quy luật phân bố vật liệu theo chiều dày là luật lũy thừa. 

Bài toán ổn định cũng đã được nhiều nhà nghiên cứu quan tâm. Shen 

[98], Shen và Leung [104] đã thực hiện phân tích sau ổn định của panel trụ 

FGM trong môi trường nhiệt độ, chịu tải nén dọc trục [98], hoặc áp lực xung 

quanh [104]. Các phương trình nhận được từ TSDT với giả thiết Von 

Karman. Cả biến dạng phi tuyến trước ổn định và sự không hoàn hảo hình học 

ban đầu của panel trụ FGM đều được phân tích sau ổn định khi sử dụng lý 

thuyết lớp biên về ổn định vỏ. Bagherizadeh và cộng sự [19] đã trình bày 

phương pháp giải tích cho tải ổn định tới hạn của vỏ trụ FGM tựa đơn bao 

quanh nền đàn hồi khi sử dụng TSDT và phương pháp chuỗi. Shen và Noda 

[102] nghiên cứu sau ổn định của vỏ trụ FGM dưới tải cơ học hướng tâm và 
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dọc trục trong môi trường nhiệt khi sử dụng TSDT của Reddy với giả thiết 

phi tuyến hình học Von Karman. Đặc tính vật liệu phụ thuộc nhiệt độ theo 

chiều dày với quy luật hàm lũy thừa và bài toán được thực hiện với điều kiện 

biên trên các cạnh là ngàm hoặc tựa đơn. 

Bài toán phân tích ứng xử vỏ FGM lớp áp điện cũng đã có nhiều nghiên 

cứu. Shen [100], Shen và Noda [103] phát triển cho vỏ trụ FGM với bộ dẫn 

động áp điện. Nghiên cứu được thực hiện khi khảo sát ổn định của vỏ trụ FGM 

chịu tải áp lực xung quanh hoặc áp lực thủy tĩnh trong môi trường nhiệt trên cơ 

sở TSDT với giả thiết Von Karman. Tính chất vật liệu phân bố theo chiều dày 

với luật hàm lũy thừa và phụ thuộc nhiệt độ. Shen và Liew [101] phát triển 

nghiên cứu [98] cho panel trụ FGM với lớp áp điện dưới tác dụng đồng thời 

của nén dọc trục, tải điện và nhiệt. Phân tích sau ổn định được thực hiện khi sử 

dụng TSDT với giả thiết phi tuyến hình học Von Karman. Tính chất vật liệu 

biến đổi theo chiều dày với luật lũy thừa và phụ thuộc nhiệt độ. 

b) Lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-3D 

Mô hình HSDT/HOSNT khảo sát ứng xử của tấm và vỏ theo lý thuyết 

biến dạng bậc cao cho cả ba chiều. Mô hình bậc cao được xây dựng trên cơ sở 

khai triển trường chuyển vị dưới dạng tổng các hàm đa thức hoặc phi đa thức 

theo tọa độ chiều dày. 

Bài toán phân tích ứng suất. Cinefra và cộng sự [30] đã phát triển công 

thức hợp nhất Carrera (CUF) cho vỏ trụ FGM tựa đơn chịu tải cơ và nhiệt. Hệ 

phương trình cân bằng nhận được bằng cách sử dụng nguyên lý dịch chuyển 

khả dĩ, lý thuyết HSDT và quy luật biến thiên nhiệt độ phi tuyến theo chiều 

dày. Các tác giả thực hiện phân tích ứng suất vỏ khi sử dụng kỹ thuật Navier 

để giải bài toán. Mantari và Soares [70] đã phát triển lý thuyết bậc cao kiểu 

lượng giác cho vỏ FGM. Lý thuyết bậc cao dạng sin đã được sử dụng để 

nghiên cứu ứng suất và chuyển vị của vỏ trụ FGM chịu tải ngang. Phân bố vật 
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liệu theo chiều dày là hàm lũy thừa và hàm mũ, kết quả khảo sát được trình 

bày đối với điều kiện biên tựa đơn ở các cạnh và phương pháp giải Navier 

được áp dụng cho bài toán. Devesh và cộng sự [83] đã phân tích ứng suất và 

chuyển vị của panel trụ composite lớp và sandwich FGM chịu tải cơ và nhiệt 

khi sử dụng HSDT và HOSNT. Giả thiết nhiệt độ phân bố theo chiều dày là 

hàm đa thức và vỏ có chiều dày trung bình. Phương pháp Navier và nguyên lý 

năng lượng tối thiểu được áp dụng để giải hệ phương trình vi phân đối với 

panel có các cạnh tựa đơn. Quy luật phân bố vật liệu theo chiều dày là hàm 

lũy thừa. 

Ngoài bài toán tĩnh, nghiên cứu dao động vỏ dựa trên lý thuyết 

HSDT/HOSNT cũng được quan tâm nghiên cứu. Patel BB và cộng sự [80] 

nghiên cứu đặc trưng dao động tự do của vỏ trụ elip FGM khi sử dụng 

phương pháp phần tử hữu hạn (FEM) trên cơ sở lý thuyết Quasi-3D. Quy luật 

biến thiên vật liệu theo chiều dày là quy luật lũy thừa. Matsunaga [72] đã phát 

triển lý thuyết Quasi-3D cho phân tích ổn định và dao động tự do của vỏ 

mỏng FGM, với quy luật phân bố vật liệu theo chiều dày là hàm lũy thừa. 

Phương pháp phân tích Navier được sử dụng đối với biểu thức chuyển vị và 

ứng suất vỏ có các cạnh tựa đơn. Alijani và cộng sự [11] đã nghiên cứu ảnh 

hưởng của nhiệt độ đến dao động phi tuyến hình học của vỏ FGM hai độ cong 

có các cạnh được tựa đơn chịu tác dụng của nhiệt biến đổi và điều hòa. Quy 

luật biến thiên vật liệu theo chiều dày là hàm lũy thừa. Neves cùng cộng sự 

[79] đã phân tích dao động tự do của vỏ FGM trên cơ sở HSDT. Phương trình 

chuyển động và điều kiện biên nhận được bằng công thức hợp nhất Carrera 

dựa trên nguyên lý dịch chuyển khả dĩ. Kết quả phân tích số nhận được trong 

trường hợp khảo sát panel vỏ cầu và panel trụ FGM với các cạnh tựa đơn. 

Fazzolari và Carrera [46] đã xem xét mô hình bậc cao cải tiến với ảnh hưởng 

của biến dạng pháp tuyến và biến dạng trượt để nghiên cứu dao động tự do 
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của vỏ sandwich có lõi FGM và vỏ hai độ cong FGM. Phương pháp năng 

lượng tối thiểu Ritz, nguyên lý dịch chuyển khả dĩ, kết hợp với mô hình vỏ 

zigzag và lớp đơn tương đương theo công thức hợp nhất Carrera được sử 

dụng để giải bài toán. Quy luật phân bố vật liệu theo chiều dày là hàm lũy 

thừa, và thực hiện khảo sát số bài toán với điều kiện biên ngàm chặt hoặc tựa 

đơn trên tất các cạnh. Chen và cộng sự [28] nghiên cứu dao động tự do của vỏ 

mỏng hai độ cong sandwich FGM trên cơ sở lý thuyết Quasi-3D. Phương 

pháp Navier được sử dụng để giải bài toán cho điều kiện biên tựa đơn. 

Như vậy, việc sử dụng mô hình lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu 

Quasi-3D cũng đã được nhiều nhà nghiên cứu sử dụng trong tính toán vỏ 

FGM. Các phương pháp tính toán được sử dụng chủ yếu bao gồm: phương 

pháp phần tử hữu hạn, phương pháp cầu phương sai phân, phương pháp biến 

phân (Ritz, Garlerkin), phương pháp Navier cho biên tựa đơn, v.v. Việc tính 

toán vỏ theo hướng tiếp cận giải tích đối với các trường hợp điều kiện biên 

khác nhau còn chưa được tập trung nghiên cứu. Đồng thời, các hiệu ứng mới, 

có ý nghĩa khoa học từ việc sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu 

Quasi-3D trong nghiên cứu vỏ FGM chưa được chỉ ra rõ nét. 

1.2.1.4. Lý thuyết đàn hồi ba chiều 

Nghiên cứu ứng xử của vỏ khi sử dụng lý thuyết đàn hồi ba chiều cũng 

được nhiều tác giả quan tâm. Tuy nhiên, các nghiên cứu chủ yếu tập trung 

phân tích ứng xử cho tấm, vỏ với điều kiện biên tựa đơn, một số ít nghiên cứu 

với điều kiện biên ngàm. 

Đối với bài toán phân tích ứng suất vỏ FGM, có thể liệt kê một số nghiên 

cứu điển hình như: Wu và Tsai [122] đã đưa ra lời giải 3D cho phân tích tĩnh 

của vỏ chỏm cầu khi sử dụng phương pháp cầu phương sai phân. Bài toán 

được giải cho điều kiện biên tựa đơn với tải phân bố dạng sin và phân bố đều. 

Sedighi và Shakeri [92] đã đưa ra lời giải bài toán đàn hồi 3D cho phân tích 
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trạng thái ứng suất-biến dạng của panel trụ áp điện FGM trực hướng tựa đơn 

chịu tác động của áp lực và tĩnh điện. Quy luật phân bố vật liệu theo chiều 

dày với luật hàm lũy thừa. Phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin được sử 

dụng để giải bài toán với điều kiện biên tương ứng. Pelletier và Vel [81] đã 

nghiên cứu lời giải chính xác cho đặc tính nhiệt-đàn hồi của vỏ trụ FGM trực 

hướng với cạnh tựa đơn. Hàm chuyển vị và nhiệt độ được phân tích theo các 

hàm cơ sở thỏa mãn điều kiện biên, từ đó hệ phương trình cân bằng được 

chuyển thành các hệ phương trình vi phân thường. Các tác giả sử dụng 

phương pháp chuỗi lũy thừa để nghiên cứu cho trường hợp vỏ trụ dài vô hạn. 

Alibeigloo [9] đã trình bày lời giải cho vỏ trụ áp điện FGM có các cạnh tựa 

đơn chịu tải áp lực và kích thích điện trường. Các phương trình của lý thuyết 

đàn hồi 3D được chuyển về các phương trình vi phân thường, sử dụng khai 

triển theo chuỗi Fourier. Liu và cộng sự [68] đã phát triển phương pháp đàn 

hồi không gian cho vỏ cầu thoải áp điện FGM chịu tải nhiệt dừng. Nghiên cứu 

đã sử dụng ba thành phần chuyển vị và hai hàm ứng suất để xác định trạng 

thái ứng suất-biến dạng không gian của vỏ và áp dụng khai triển chuỗi lượng 

giác để giải bài toán biên. 

Bài toán nghiên cứu dao động vỏ 3D cũng được các tác giả quan tâm 

nghiên cứu. Chen cùng cộng sự [27] đã trình bày lời giải dao động tự do 3D 

cho vỏ cầu thoải đẳng hướng và vỏ cầu FGM. Phân bố vật liệu theo hướng 

chiều dày với quy luật lũy thừa. Các tác giả đã sử dụng phương pháp khai 

triển theo chuỗi ba hàm chuyển vị và đưa các phương trình đạo hàm riêng về 

các phương trình vi phân thường. Vel [118] đã nghiên cứu dao động tự do và 

cưỡng bức của vỏ trụ trực hướng dài vô hạn. Nghiên cứu sử dụng mô hình lý 

thuyết đàn hồi 3D, quy luật phân bố vật liệu Mori-Tanaka và khai triển chuỗi 

Taylor, hàm chuyển vị được phân tích theo các hàm cơ sở thỏa mãn điều kiện 

biên. Các phương trình vi phân thường được giải bằng cách sử dụng phương 
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pháp chuỗi lũy thừa. Ye cùng cộng sự [123, 124] đã trình bày lời giải 3D cho 

dao động tự do của vỏ cầu FGM và vỏ sandwich khi sử dụng phương pháp 

năng lượng Ritz. Phân bố vật liệu theo chiều dày với quy luật lũy thừa. Các 

tác giả đã biểu diễn hàm chuyển vị dưới dạng chuỗi Fourier được hiệu chỉnh 

với số hạng đa thức bổ trợ để thỏa mãn các điều kiện biên tổng quát. 

Alibeigloo cùng cộng sự [8] đã nghiên cứu dao động tự do 3D của vỏ trụ 

FGM gắn thêm lớp áp điện sử dụng phương pháp đàn hồi không gian và 

phương pháp cầu phương sai phân cho các điều kiện biên tựa đơn, cũng như 

các điều kiện biên khác. 

1.2.2. Tổng quan các nghiên cứu vỏ FGM trong nước 

Ở trong nước, nghiên cứu về kết cấu được làm bằng vật liệu có cơ tính 

biên thiên đã có nhiều nhà nghiên cứu quan tâm. Nghiên cứu được trình bày ở 

hội nghị, tạp chí trong và ngoài nước, cũng như trong luận án. Điển hình của 

các tác giả như của Đào Huy Bích, Nguyễn Đình Đức, Đào Văn Dũng, v.v. 

Tác giải Dao Huy Bich và Dinh Gia Ninh [22] đã nghiên cứu ổn định 

động phi tuyến của vỏ hình xuyến sandwich FGM tăng cứng không hoàn hảo 

chứa chất lỏng chịu tải cơ-nhiệt bên ngoài. Trong bài báo, các tác giả đã nghiên 

cứu tần số dao động tự do, cũng như đặc tính dao động phi tuyến của vỏ chịu 

nhiệt độ bên ngoài trên cơ sở lý thuyết vỏ cổ điển. Trong nghiên cứu của mình 

các tác giả Dao Huy Bich, Dao Van Dung và Le Kha Hoa [23] đã thực hiện 

phân tích ổn định tĩnh và động của vỏ cầu mỏng chịu tải nhiệt khi sử dụng 

CST, phương pháp Galerkin sử dụng cho phân tích tĩnh và phương pháp 

Runge-Kutta cho phân tích động. Ứng xử phi tuyến của panel FGM được tăng 

cứng trên nền đàn hồi được nghiên cứu bởi các tác giả Nguyen Dinh Duc [40], 

Nguyen Dinh Duc và Tran Quoc Quan [41], Nguyen Dinh Duc và Pham Toan 

Thang [42]. Trong các nghiên cứu của mình các tác giả đã sử dụng lý thuyết 

tấm cổ điển và kỹ thuật san đều tác dụng gân Lekhnitsky. Trong nghiên cứu 
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[38], các tác giả Nguyen Dinh Duc và Tran Quoc Quan đã phân tích động lực 

học phi tuyến của vỏ mỏng hai độ cong FGM không hoàn hảo, điều kiện biên 

tựa đơn trên nền đàn hồi chịu tải nhiệt và trên cơ sở sử dụng lý thuyết vỏ cổ 

điển và giả thiết Von Karman. Vu Thi Thuy Anh và cộng sự [13] sử dụng 

phương pháp giải tích để phân tích ổn định phi tuyến của vỏ cầu composite có 

cơ tính biến thiên trên nền đàn hồi chịu tác dụng của ngoại lực trong môi 

trường nhiệt độ. 

Trên cơ sở sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất (FSDT) và giả 

thiết Von Karman, Nguyen Dinh Duc và Pham Toan Thang [39] đã nghiên 

cứu đặc trưng động lực học phi tuyến và đặc tính dao động của vỏ trụ FGM 

không hoàn hảo trên nền đàn hồi. Phương pháp số Runge-Kutta đã được sử 

dụng để đánh giá đặc trưng động lực của vỏ FGM chịu tải cơ học hướng trục 

và ngang, tải damping. Nghiên cứu của các tác giả Dao Huy Bich, Nguyen 

Dinh Duc và Tran Quoc Quan [24] đã thực hiện khảo sát dao động phi tuyến 

của vỏ mỏng hai độ cong FGM tăng cứng không hoàn hảo trên nền đàn hồi 

khi sử dụng FSDT. Các tác giả Dao Van Dung và Le Kha Hoa [44] đã sử 

dụng phương pháp bán giải tích để phân tích ổn định động xoắn phi tuyến của 

vỏ trụ tròn FGM gia cường bao quanh bởi nền đàn hồi, lý thuyết vỏ Donnell 

với giả thiết hình học phi tuyến Von Karman được các tác giả sử dụng để xây 

dựng các phương trình tính toán. Tran Minh Tu và cộng sự [116] nghiên cứu 

dao động tự do của vỏ trụ composite có cơ tính biến thiên. Trong nghiên cứu 

này tác giả sử dụng phương pháp giải tích dựa trên lý thuyết vỏ mỏng và kỹ 

thuật san đều gân để giải bài toán. Duong Thanh Huan, Tran Minh Tu và Tran 

Huu Quoc [54] đã trình bày phân tích dao động tự do của panel vỏ hai độ 

cong FGM trên nền đàn hồi trong môi trường nhiệt, trong đó nguyên lý 

Hamilton và lý thuyết FSDT đã được áp dụng trong xây dựng mô hình tính 

toán. Nguyen Dinh Duc và cộng sự [43] đã phân tích ổn định nhiệt của vỏ 
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nón cụt sandwich FGM được gia cường bằng các thanh FGM tựa trên nền đàn 

hồi khi sử dụng FSDT, kết hợp với phương pháp Galerkin. 

Trong nghiên cứu của Hoang Van Tung và Nguyen Dinh Duc [117], các 

tác giả đã thực hiện đánh giá đặc tính phi tuyến của panel cong FGM tựa trên 

nền đàn hồi. Ở đây, phương pháp giải tích được áp dụng cho bài toán panel tựa 

đơn chịu tải cơ và nhiệt khi sử dụng TSDT và phương pháp Galerkin. Nguyen 

Dinh Duc cùng cộng sự cũng đã tiếp tục phát triển nghiên cứu [117] cho vỏ trụ 

FGM trên nền đàn hồi chịu tải nhiệt và cơ. Nguyen Dinh Duc và Hoang Thi 

Thiem [37] đã phân tích động lực của vỏ trụ tròn FGM không hoàn hảo trên 

nền đàn hồi chịu tải nén dọc trục trong môi trường nhiệt khi sử dụng TSDT của 

Reddy và giả thiết phi tuyến hình học Von Karman. Pham Hong Cong và cộng 

sự [31] nghiên cứu đáp ứng động phi tuyến cho vỏ sandwich hai độ cong có 

lớp ngoài là nhôm và lớp lõi là auxetic trên nền đàn hồi chịu tác dụng của tải 

trọng nổ. Trong nghiên cứu, các tác giả đã sử dụng phương pháp giải tích dựa 

trên lý thuyết biến dạng trượt bậc ba của Reddy, phi tuyến hình học theo giả 

thiết Von Karman, hàm ứng suất Airy, phương pháp Galerkin và phương 

pháp Runge-Kutta bậc 4 để thiết lập và giải các hệ phương trình động lực học 

phi tuyến. 

Phân tích dao động của vỏ thoải hai độ cong FGM Nano các bon gia 

cường khi sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao cải tiến 4 biến đã được tác 

giả Tran Huu Quoc và cộng sự [114] đánh giá chi tiết trong nghiên cứu của 

mình. Trong đó phương trình cân bằng thiết lập dựa trên nguyên lý Hamiton 

và phương pháp giải Navier. Bui Quoc Tinh và cộng sự [125] thực hiện phân 

tích đẳng hình học cho sự ảnh hưởng phụ thuộc độ lớn của dầm micro biến 

thiên bằng lý thuyết quasi-3D phi cổ điển khai triển thành phần chuyển vị bậc 

cao theo chiều dài và chiều dày, lúc này hệ số hiệu chỉnh cắt được loại bỏ. 

Trong nghiên cứu của mình, các tác giả sử dụng phương pháp phần tử hữu 
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hạn cho bài toán và thực hiện nghiên cứu bài toán uốn tĩnh và bài toán dao 

động. Nghiên cứu dao động và ổn định của dầm sandwich biến thiên khi sử 

dụng lý thuyết biến dạng trượt quasi-3D, chuyển bị bậc cao theo chiều dày và 

chiều dài đã được Nguyen Trung Kien và cộng sự [62] thực hiện. Trong công 

trình của mình tác giả sử dụng phương pháp Ritz để phân tích tần số dao động 

riêng và giới hạn tải ổn định cho dầm với các điều kiện biên khác nhau. 

Nguyen Xuan Hung và cộng sự [78] nghiên cứu dao động tự do và uốn tĩnh 

cho tấm biến thiên sandwich rỗng khi sử dụng lý thuyết quasi-3D cải tiến và 

phương pháp phần tử hữu hạn. 

Tác giả Lê Khả Hòa [2] đã phân tích ổn định phi tuyến của vỏ FGM khi 

sử dụng lý thuyết Donnell-Karman cho chuyển vị, áp dụng phương pháp 

Galerkin cho việc giải quyết bài toán. Trên cơ sở mô hình tính toán nhận được, 

luận án đã phân tích ổn định tĩnh của vỏ FGM không hoàn hảo không gân gia 

cường, phân tích phi tuyến ổn định tĩnh của vỏ trụ mỏng có gân gia cường lệch 

tâm, phân tích ổn định tĩnh của vỏ trụ nón cụt FGM có gân gia cường. Vũ Hoài 

Nam [4], đã thực hiện phân tích phi tuyến của vỏ FGM khi sử dụng lý thuyết 

vỏ Donnell và giả thiết Von Karman. Phương pháp giải tích kết hợp phương 

pháp số đã được áp dụng để giải quyết bài toán. Nguyễn Thị Nga [5], đã phân 

tích ổn định của tấm và vỏ cơ tính biến thiên có gân gia cường chịu tải cơ và 

nhiệt khi sử dụng CST, FSDT, TSDT và phương pháp san đều tác dụng gân 

của Lekhnitskii. Phương pháp Galerkin được sử dụng để tìm tải giới hạn cũng 

như xây dựng đường cong tải-độ võng sau tới hạn. Phạm Quốc Hòa [3] sử 

dụng phương pháp làm trơn trên cạnh kết hợp với phần tử vỏ MITC3 để phân 

tích đáp ứng tuyến tính và phi tuyến vỏ như vỏ cầu, vỏ trụ và vỏ yên ngựa làm 

bằng vật liệu composite lớp đồng phương gồm nhiều lớp và composite có cơ 

tính biến thiên. Trong đó tác giả sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất cho 

chuyển vị, phương pháp Acr-length kết hợp với phương pháp Newton Raphson 
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để giải quyết các hiện tượng mất ổn định tĩnh của vỏ, phương pháp Newmark 

và phương pháp lặp Newton Raphson để xử lý bài toán động lực học phi tuyến. 

Lê Thúc Định [1] đã thực hiện phân tích động lực học của tấm và vỏ trụ thoải 

làm bằng vật liệu có cơ tính biến thiên chịu tải trọng khí động. Tác giả sử dụng 

lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất và phương pháp phần tử hữu hạn để nghiên 

cứu ứng xử động lực học tuyến tính của tấm và vỏ trụ thoải FGM, dạng tải 

trọng là tải khí động theo mô hình Scanlan. 

1.3. Kết quả nghiên cứu đạt được từ các công trình đã công bố và những 

vấn đề cần tiếp tục nghiên cứu 

Trên cơ sở tìm hiểu kết quả các nghiên cứu đã tổng hợp ở trên, có thể rút 

ra một số nhận xét như sau: 

- Tính toán kết cấu làm từ vật liệu FGM được rất nhiều nhà khoa học 

quan tâm nghiên cứu, số lượng các công trình nghiên cứu theo hướng này lớn. 

Trong đó, phần lớn các tác giả sử dụng mô hình lý thuyết cổ điển, lý thuyết 

biến dạng trượt bậc nhất do tính đơn giản của mô hình toán học và kết quả 

tính toán có độ chính xác đảm bảo đối với kết cấu thành mỏng. Đã nghiên 

cứu, phân tích nhiều bài toán tĩnh, dao động tự do, dao động cưỡng bức cho 

các bài toán tuyến tính, phi tuyến, các bài toán ổn định tĩnh và ổn định động 

khác nhau cho vỏ như: vỏ trụ, vỏ nón, vỏ nón cụt, vỏ cầu, vỏ hyperbol, vỏ có 

lỗ giảm yếu, vỏ có gân gia cường, v.v. Vỏ chịu tác dụng của các dạng tải 

trọng khác nhau như tải trọng phân bố đều, tải áp lực, tải trọng tập trung, tải 

trọng dạng điều hòa, tải trọng xung, tải trọng nhiệt, v.v. 

- Việc sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-3D, lý 

thuyết đàn hồi 3D vẫn còn khiêm tốn và dừng lại ở các bài toán có điều kiện 

biên tựa đơn. Trong phân tích ứng xử của vỏ FGM áp dụng lý thuyết biến 

dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-3D thường sử dụng phương pháp phần tử hữu 

hạn, phương pháp cầu phương sai phân, phương pháp biến phân (Ritz, 
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Garlerkin), phương pháp Navier cho biên tựa đơn, v.v. Việc tính toán vỏ theo 

hướng tiếp cận giải tích đối với các trường hợp điều kiện biên khác còn chưa 

được tập trung nghiên cứu.  

- Việc thuần nhất hóa vật liệu FGM được thực hiện chủ yếu bằng quy tắc 

biến thiên tỷ lệ thể tích Voigt theo hàm lũy thừa và hàm mũ. 

- Số lượng các nghiên cứu về tối ưu hóa kết cấu FGM có tính đến các 

vấn đề về điều khiển dao động kết cấu, kết cấu thông minh, đáp ứng ổn định, 

v.v. nghiên cứu kết cấu FGM được gia cường bởi vật liệu nano, đặc biệt là 

nano cacbon, v.v. vẫn còn khá hạn chế. 

- Phần lớn các nghiên cứu được thực hiện dựa trên các phương pháp giải 

tích, bán giải tích, phương pháp số (phần tử hữu hạn, cầu phương sai phân, 

v.v.) hay nghiên cứu thực nghiệm kết cấu FGM hầu như chưa được thực hiện. 

Từ các nhận xét nêu trên tác giả đề xuất một số vấn đề cần tiếp tục 

nghiên cứu sau: 

- Nghiên cứu trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ FGM chịu tác dụng 

của tải trọng cơ học, nhiệt độ, v.v. bằng phương pháp giải tích với các điều 

kiện biên khác nhau trên cơ sở sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

HSDT/HOSNT kiểu Quasi-3D. 

- Nghiên cứu ổn định, dao động kết cấu tấm vỏ FGM theo lý thuyết biến 

dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-3D theo lý thuyết tuyến tính và phi tuyến. 

- Nghiên cứu về tối ưu hóa kết cấu FGM có tính đến các vấn đề về điều 

khiển dao động kết cấu, kết cấu thông minh, đáp ứng ổn định, v.v. nghiên cứu 

kết cấu FGM được gia cường bởi vật liệu nano. 

- Nghiên cứu thực nghiệm kết cấu FGM. 

Theo kết quả nghiên cứu của Rohwer và cộng sự [88], việc sử dụng lý 

thuyết biến dạng trượt bậc nhất (FSDT) trong bài toán nghiên cứu ứng suất 

nhiệt của kết cấu composite dày cho kết quả có nhiều sai lệch so với lý thuyết 
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đàn hồi 3D. Sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao (HSDT) khi nghiên 

cứu kết cấu composite dày cho kết quả tính toán phù hợp hơn so với lý thuyết 

đàn hồi 3D trong trường hợp kết cấu chịu tác dụng của tải trọng cơ, nhiệt. Mặt 

khác, khi phân tích trạng thái ứng suất của tấm, vỏ tại khu vực biên ngàm, khu 

vực chịu tải trọng tập trung [48, 49], Firsanov và Doan đã chỉ ra việc sử dụng 

lý thuyết HSDT có tính đến ảnh hưởng của ứng suất sắt theo cả phương ngang 

và pháp tuyến cho phép đánh giá chính xác hơn trạng thái ứng suất của kết 

cấu tại những khu vực có xuất hiện hiện tượng tập trung ứng suất. Do đó, 

trong luận án này tác giả tập trung sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

kiểu quasi-3D để nghiên cứu trạng thái ứng suất của vỏ trụ FGM chịu tải 

trọng cơ, nhiệt, đặc biệt là tại khu vực có hiện tượng tập trung ứng suất, hiệu 

ứng biên mạnh. 

Như đã phân tích ở trên, việc sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

HSDT/HOSNT kiểu Quasi-3D, phương pháp giải tích trong nghiên cứu đánh 

giá ứng xử vỏ FGM dưới tác dụng tải trọng cơ-nhiệt, với các điều kiện biên 

khác nhau là vấn đề có tính thời sự và có ý nghĩa khoa học. Mặt khác, các 

công bố theo hướng này còn khá khiêm tốn. 

1.4. Những nội dung nghiên cứu trong luận án 

- Xây dựng mô hình toán học và chương trình tính toán số trong nghiên 

cứu vỏ trụ FGM dưới tác dụng của tải trọng cơ, nhiệt và cơ-nhiệt đồng thời 

dựa trên cơ sở lý thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D. 

- Sử dụng phương pháp giải tích giải bài toán biên đối với vỏ trụ FGM 

với các điều kiện biên khác nhau để nghiên cứu trạng thái ứng suất-biến dạng 

của vỏ. Ở đây chuỗi lượng giác đơn được sử dụng để chuyển hệ phương trình 

đạo hàm riêng về các hệ phương trình vi phân thường, còn phép biến đổi 

Laplace được sử dụng để giải các phương trình vi phân thường với các điều 

kiện biên khác nhau.  
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- Thực hiện phân tích hiện tượng tập trung ứng suất, nghiên cứu ảnh hưởng 

các điều kiện biên, nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dày và chiều dài vỏ, ảnh 

hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích, ảnh hưởng đặc trưng của các dạng tải trọng, ảnh 

hưởng của các tham số nhiệt độ đến trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ. Từ đó, 

đề xuất các khuyến cáo trong tính toán thiết kế vỏ trụ làm từ vật liệu FGM. 

Kết luận chương 1 

Nghiên cứu kết cấu làm từ vật liệu FGM là đề tài hấp dẫn đối với nhiều 

nhà nghiên cứu trong nước cũng như quốc tế. Nhiều mô hình tính toán đã được 

đưa ra để nghiên cứu ứng xử động lực học, ổn định, phân tích tĩnh cho các kết 

cấu thành mỏng dạng dầm, tấm, vỏ, v.v. làm từ vật liệu FGM. Dựa trên nội 

dung đã tổng hợp, phân tích, đánh giá các kết quả của các nghiên cứu về vỏ 

FGM đã công bố trên thế giới và trong nước có thể rút ra một số nhận xét sau: 

- Các nghiên cứu ứng xử của kết cấu FGM theo mô hình lý thuyết CST và 

FSDT cho cả tấm và vỏ rất phong phú và được nghiên cứu tương đối đầy đủ. 

- Các nghiên cứu ứng xử của kết cấu FGM sử dụng mô hình lý thuyết 

đàn hồi 3D vẫn còn khá khiêm tốn, các nghiên cứu chủ yếu tập trung cho các 

bài toán đơn giản với điều kiện biên được tựa đơn. 

- Nghiên cứu tính toán kết cấu tấm, vỏ FGM theo mô hình lý thuyết biến 

dạng trượt bậc cao (HSDT) bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng pháp ngang cũng 

được nhiều tác giả quan tâm. Việc sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

có tính đến ảnh hưởng của biến dạng pháp ngang (HOSNT) theo hiểu biết của 

tác giả vẫn còn khá ít, các nghiên cứu chủ yếu tập trung phân tích ứng suất và 

dao động của tấm, vỏ FGM với điều kiện biên tựa đơn, và phương pháp giải 

thường áp dụng là phương pháp phần tử hữu hạn, phương pháp cầu phương 

sai phân, v.v. kết hợp với kỹ thuật Navier. 

- Nghiên cứu vỏ làm từ vật liệu FGM dựa trên cơ sở lý thuyết biến dạng 

trượt bậc cao có tính đến ảnh hưởng của biến dạng pháp ngang (HOSNT) 
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(Quasi-3D) theo hướng tiếp cận giải tích là vấn đề nghiên cứu mới, có tính 

khoa học và chưa được quan tâm thực hiện. Trong luận án này, tác giả tập 

trung nghiên cứu trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ trụ FGM với các điều 

kiện biên khác nhau trên cơ sở lý thuyết HOSNT (Quasi-3D) chịu tải trọng 

cơ, nhiệt và cơ-nhiệt đồng thời.  
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Chương 2. XÂY DỰNG MÔ HÌNH TÍNH TOÁN VỎ TRỤ FGM THEO LÝ 

THUYẾT BIẾN DẠNG TRƯỢT BẬC CAO QUASI-3D 

Đặt bài toán: Vỏ trụ được chế tạo từ vật liệu FGM, chịu tác dụng của tải 

cơ, nhiệt. Trong chương này tiến hành các nghiên cứu sau: 

- Phân tích các đặc tính cơ lý của vỏ trụ FGM. 

- Xây dựng các quan hệ ứng xử cơ học đối với dạng kết cấu vỏ từ vật liệu FGM. 

- Xây dựng mô hình tính toán vỏ trụ FGM theo lý thuyết biến dạng trượt bậc 

cao kiểu Quasi-3D. 

2.1. Tính chất cơ học của vỏ trụ FGM 

2.1.1. Đặc tính vật liệu FGM theo phân bố thể tích 

Để mô hình hóa quy luật phân bố thể tích của vật liệu FGM, các nhà 

nghiên cứu đã đưa ra các quy luật biến thiên tỉ lệ thể tích vật liệu dựa trên một 

số phương pháp thuần nhất hóa khác nhau. Phương pháp thuần nhất được phân 

thành ba loại dựa vào hướng tiếp cận để giải quyết bài toán. Phương pháp trực 

tiếp sử dụng mô hình vật lý chính xác, phương pháp này dựa trên mô hình hóa 

toán học phức tạp và thường khó thực hiện. Phương pháp thứ hai là phương 

pháp biến phân, trong đó nghiên cứu các nguyên lý liên kết với tính chất tương 

ứng. Cụ thể, lý thuyết đàn hồi cho module đàn hồi, lý thuyết truyền nhiệt cho 

tính dẫn nhiệt, lý thuyết điện từ cho độ thẩm từ, v.v. để xác định giới hạn trên 

và dưới của tính chất. Phương pháp thứ ba là kỹ thuật lấy xấp xỉ dựa trên các 

tham số khác nhau của các pha cấu thành, phương pháp này được quan tâm và 

sử dụng nhiều. 

- Quy tắc gần đúng hỗn hợp được Voigt hay Reuss [128] áp dụng lần đầu 

và tính chất hiệu dụng vật liệu FGM có dạng sau: 

 1 1 2 2FGMP PV PV= +  (2.1) 

ở đây, 1V , 2V  là tỷ lệ thể tích của pha 1 và 2 tương ứng.  

- Quy tắc miền trung bình đạt được độ chính xác hơn so với quy tắc nêu 
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trên. Điển hình và cũng được ứng dụng nhiều là phương pháp Mori-Tanaka. 

Hàm lũy thừa theo biến thiên tỷ lệ thể tích FGM kết hợp với mô hình thực 

nghiệm Mori-Tanaka [74] được biểu diễn dưới dạng sau: 

1 2 1 2
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 (2.3) 

ở đây, ,  ,  E    và   lần lượt là module đàn hồi, hệ số Poisson, hệ số nở 

nhiệt và hệ số dẫn nhiệt, hàm lũy thừa với số mũ η và chiều dày của vật liệu là h. 

Bảng 2.1. Trình bày danh sánh quy luật biến thiên tỷ lệ thể tích theo các 

mô hình khác nhau trong các nghiên cứu về vỏ FGM.  

Bảng 2.1. Mô hình biến thiên tỷ lệ thể tích trong các lý thuyết 

TT Quy luật 
Tính chất  

hiệu dụng 
Công thức mô tả tỷ lệ thể tích 

Tài liệu 

trích dẫn 

1 
Lũy thừa 

Voigt 

1 1 2 2FGMP PV PV= +  

 

 

2FGMP PV=  

1

1

2

z
V

h


 

= + 
 

 

2 11V V= −  

z

in

r
V

r


 

=  
 

 

[18, 127] 

 

 

 

[7, 68] 

2 
Hàm mũ 

Voigt 
2

2

h
a z

FGMP P e

 
+ 

 =  
1

2

1
ln

P
a

h P
=  [9, 17] 
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3 
Sigmoid 

Voigt 
1 1 2 2FGMP PV PV= +  

1

1 2   ( 0)
2 2

2

p
h

z
h

V z
h

 
+ 

= −   
 
 

 

1

1 21   (0 )
2 2

2

p
h

z
h

V z
h

 
− 

= −   
 
 

 

2 11V V= −  

[52, 64] 

4 

Lũy thừa 

bốn tham số 

Voigt 

1 1 2 2FGMP PV PV= +  
1

1 1
1

2 2

p
c

z z
V a b

h h

    
= − + + +    

     

 

2 11V V= −  

[14, 119] 

5 
Mori 

Tanaka 

Theo phương 

trình (2.2) 
Theo phương trình (2.3) [30, 95] 

 ở đây, h là chiều dày lớp FGM và z là tọa độ theo chiều dày tính từ mặt 

trung hòa, inr  là bán kính mặt trong của vỏ và bán kính vỏ là zr . Các hệ số a, 

b, c, p và   là các tham số biểu diễn cho quy luật biến thiên thể tích. 

Phạm vi nghiên cứu của luận án chỉ xét đối với vật liệu FGM được xây 

dựng từ hai vật liệu thành phần là kim loại và gốm. Xét vỏ trụ FGM với quy 

luật phân bố tỷ lệ thể tích vật liệu theo chiều dày vỏ FGM là quy luật lũy thừa 

Voigt. Tỷ lệ thể tích của vật liệu 1 (kim loại) xác định theo công thức (2.4) và 

được minh họa trên Hình 2.1.a. 

 
1

2
mat

z
V

h


 

= + 
 

  (2.4) 

Tỷ lệ thể tích pha vật liệu 2 (gốm) là 2 1 matV V= − . 

ở đây,    - chỉ số tỷ lệ thể tích 0   .  

  h  - chiều dày vỏ trụ FGM. 
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a) matV  tính theo (2.4) b) matV  tính theo (2.6) 

Hình 2.1. Biến thiên tỷ lệ thể tích matV  theo chiều dày vỏ trụ FGM 

Đặc tính của vật liệu ( )FGMP z  phụ thuộc chiều dày [94] có thể tính theo 

công thức sau:  

 2 1 2( ) ( ) .FGM matP z P P P V= + −  (2.5) 

Ngoài quy luật (2.4), quy luật biến thiên tỷ lệ thể tích vật liệu còn có thể 

xác định theo công thức (2.6), đồ thị minh họa biến thiên tỷ lệ thể tích theo 

chiều dày được trình bày trên Hình 2.1.b. 

 .z
mat

in

r
V

r


 

=  
 

 (2.6) 

trong đó, zr - bán kính vỏ trụ có giá trị z in inr r r h=  + , inr  và h  lần lượt 

là bán kính trong và chiều dày vỏ trụ FGM,   - là số thực. 

Đặc tính ( )FGMP z  của vật liệu phụ thuộc chiều dày trong trường hợp này 

được tính theo công thức sau: 

 ( ) .FGM in matP z P V=  (2.7) 

2.1.2. Đặc tính vật liệu FGM theo nhiệt độ 

Khi FGM làm việc ở nhiệt độ cao, thường thấy trong các kết cấu chịu 
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nhiệt, cơ tính của vật liệu sẽ thay đổi theo nhiệt độ. Trong trường hợp tổng 

quát, sự biến đổi của tham số iP  [94] theo nhiệt độ (K)T  được xác định theo 

công thức sau: 

 ( )1 2 3

0 1 1 2 31−

−= + + + +iP C C T C T C T C T  (2.8) 

trong đó, iP  là đặc tính của vật liệu như Module đàn hồi (E), mật độ (

 ), hệ số Poisson ( ), hệ số giãn nở nhiệt (α), hệ số truyền nhiệt ( ), 

nhiệt dung riêng (Cv) và 0T T T= +   với 0 300 KT =  (nhiệt độ phòng), T  

là biến thiên nhiệt độ, 0C , 1C− , 1C , 2C  và 3C  là các hệ số duy nhất đối với mỗi 

vật liệu cụ thể. Bảng 2.2 trình bày các giá trị hệ số của iC  đối một số vật 

liệu hay sử dụng: Stainless steel (SUS304), Zirconia oxide (ZrO2), 

Titanium alloy (Ti-6Al-4V), Nikel (Ni), Silicon nitride (Si3N4), 

Aluminum Oxide (Al2O3), Aluminum (Al) [87, 94, 127].  

Bảng 2.2. Hệ số của các đặc tính vật liệu theo nhiệt độ 

Vật liệu Tính chất 0C  
1C−
 

1C  
2C  

3C  

ZrO2 

E  [Pa] 244,266.109 0 -1,371.10-3 1,214.10-6 -3,681.10-10 

  0,2882 0 1,133.10-4 0 0 

 [K-1] 12,766.10-6 0 -14,91.10-4 1,006.10-5 -6,778.10-11 

 [W/mK] 1,7 0 1,276.10-4 6,648.10-8 0 

 [kg/m3] 5700 0 0 0 0 

vC [J/kgK] 478,34279 0 3,04908.10-4 -6,0372.10-8 0 

Si3N4 

E  [Pa] 348,43.10+9 0 -3,070.10-4 2,160.10-7 -8,946.10-11 

  0,2400 0 0 0 0 

 [K-1] 5,8723.10-6 0 9,095.10-4 0 0 

 [W/mK] 13,723 0 -1,032.10-3 5,466.10-7 -7,876.10-11 

 [kg/m3] 2370 0 0 0 0 

vC [J/kgK] 555,11 0 1,016.10-3 2,92.10-7 -1,67.10-10 

Al2O3 

E  [Pa] 349,27.10+9 0 -3,853.10-4 4,027.10-7 -1,673.10-10 

  0,2600 0 0 0 0 

 [K-1] 6,8269.10-6 0 1,838.10-4 0 0 

 [W/mK] -14,087 -1123,6 -6,227.10-3 0 0 

 [kg/m3] - - - - - 

vC [J/kgK] 1471,97 -138,87 -2,241.10-7 0 0 

Ni E  [Pa] 223,95.10+9 0 -2,794.10-4 -3,998.10-9 0 
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  0,31 0 0 0 0 

 [K-1] 9,9209.10-6 0 8,705.10-4 0 0 
a [W/mK] 187,66 0 -2,869.10-3 4,005.10-6 -1,938.10-9 
b [W/mK] 58,754 0 -4,614.10-4 6,670.10-7 -1,523.10-10 

 [kg/m3] 8900 0 0 0 0 
,

v

a bC [J/kgK] -296,86 0 -1,712.10-3 3,883.10-5 3,123.10-8 

v

cC [J/kgK] 637,38 0 -6,405.10-4 6,520.10-7 -1,542.10-10 

Ti-6Al-

4V 

E  [Pa] 122,56.109 0 -4,586.10-4 0 0 

  0,2884 0 1,121.10-4 0 0 

 [K-1] 7,5788.10-6 0 6,638.10-4 -3,147.10-6 0 

 [W/mK] 1,0 0 1,704.10-2 0 0 

 [kg/m3] 4429 0 0 0 0 

vC [J/kgK] 625,29692 0 -4,2239.10-4 7,17865.10-7 0 

SUS304 

E  [Pa] 201,04.109 0 3,079.10-4 -6,534.10-7 0 

  0,3262 0 -2,002.10-4 3,797.10-7 0 

 [K-1] 12,330.10-6 0 8,086.10-4 0 0 

 [W/mK] 15,379 0 -12,64.10-4 2,092.10-6 -7,223.10-10 

 [kg/m3] 8166 0 0 0 0 

vC [J/kgK] 496,56 0 -1,151.10-3 1,636.10-6 -5,863.10-10 

Al 

E  [Pa] 70.109 - - - - 

  0.3 - - - - 

 [K-1] 23.10-6 - - - - 

 [W/mK] 204 - - - - 

 [kg/m3] 2707 - - - - 

vC [J/kgK] - - - - - 
a  khi 300 K ≤ T≤ 635 K và b  khi 635 K ≤ T 

v

aC  khi 300 K ≤ T≤ 635 K, 
3

3

6,253 9,893 10
exp

1 1,582 10v

b T
C

T

−

−

 − 
=  

−  
 khi 635 K ≤ T≤ 

750 K và 
v

cC  khi 750 K ≤ T. 

2.1.3. Xác định phân bố nhiệt độ theo chiều dày vỏ trụ FGM 

Lý thuyết nhiệt-đàn hồi cổ điển dựa trên cơ sở sử dụng quy luật truyền 

nhiệt của Fourier [91] như sau: 

 . T= − q  (2.9) 

ở đây, q ,   và T  là vector dòng nhiệt, tensor dẫn nhiệt và nhiệt độ. 
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Phương trình bảo toàn năng lượng như sau: 

 
T

Q C
t




− + =


q  (2.10) 

trong đó, Q  là cường độ nhiệt nội năng,   là khối lượng riêng, C  nhiệt 

dung riêng và t là thời gian. Đối với vỏ trụ, biểu thức  ,   và q  với vector 

cơ sở ( ), ,r ze e e  trong hệ tọa độ trụ ( ), ,r z  có dạng sau: 

 

1
,

,

.

r z

r r r z z z

r r z z

e e e
r r z

e e e e e e

q e q e q e



  

 



   

  
 = + +

  

= + +

= + +q

 (2.11) 

Thay thế q  từ hai phương trình (2.9) và (2.10) ta nhận được phương 

trình truyền nhiệt sau: 

 2 T
T Q C

t
 


 + =


 (2.12) 

Thông thường xem xét ba điều kiện biên nhiệt đối với vỏ trụ là: 

- Trường hợp thứ nhất: Cho trước hàm nhiệt độ ở biên: 

 BT T =  hoặc ( , , , )BT T r z t =  (2.13) 

ở đây,   biểu thị điều kiện biên, BT  và ( , , , )BT T r z t =  là nhiệt độ 

không đổi và hàm phân bố nhiệt độ ở biên. 

- Trường hợp thứ hai: Dòng truyền nhiệt vuông góc với bề mặt biên: 

 
 , ,

B

T
q

r z






− =


 hoặc 

 
( ), , ,

, ,
B

T
q r z t

r z
 





− =


 (2.14) 

ở đây, 
 , ,

T

r z





 là gradient nhiệt độ theo chiều ,r   hoặc z ; Bq  và 

( ), , ,Bq r z t  là dòng nhiệt ở biên. 

- Trường hợp thứ ba: Trao đổi nhiệt đối lưu ở biên: 
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( )
, , B

T
T T

r z
 


 


− = −


 (2.15) 

ở đây,   là hệ số dẫn nhiệt đối lưu, BT  là nhiệt độ dòng nhiệt tiếp xúc 

với biên của vỏ. 

Với lý thuyết nhiệt đàn hồi trên đây, phân bố nhiệt trong vỏ trụ FGM 

nhận được khi giải phương trình dẫn nhiệt, kết hợp với điều kiện ban đầu và 

điều kiện biên. Mặt khác dựa trên lý thuyết truyền nhiệt cổ điển ứng suất và 

biến dạng có quan hệ như sau: 

 : .T= −A    (2.16) 

ở đây,  ,  ,   A    và T  tương ứng là tensor ứng suất, tensor biến dạng, 

tensor bậc hai module đàn hồi, tensor bậc hai của module nhiệt-ứng suất và 

nhiệt độ so với nhiệt độ chuẩn 0T . 

Trong luận án với giả thiết tải nhiệt đối xứng trục phân bố toàn bề mặt và 

chỉ biến đổi theo hướng chiều dày (hướng kính). Xét quá trình truyền nhiệt 

trong vỏ trụ FGM ở trạng thái ổn định, khi đó phương trình (2.12) được viết 

lại dưới dạng đơn giản hơn như sau: 

 0eff

d dT

dz dz

 

− = 
 

 (2.17) 

ở đây, eff  là hệ số dẫn nhiệt hiệu dụng. 

Điều kiện biên nhiệt độ (trường hợp điều kiện biên thứ nhất) tại mặt 

trong và mặt ngoài vỏ như sau: 

- Tại mặt trong: / 2z h= − , inT T= . 

- Tại mặt ngoài: / 2z h= , oT T= . 

Giải phương trình (2.17) với các điều kiện biên nhiệt độ nêu trên, ta nhận 

được biểu thức xác định phân bố nhiệt độ theo chiều dày vỏ: 

- Trường hợp hệ số mũ 0 = , 
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( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

ln ln / 2

ln / 2 ln / 2

ln / 2 ln
.

ln / 2 ln / 2

o

in

R z R h
T z T

R h R h

R h R z
T

R h R h

+ − −
 = 

+ − −

+ − +
+ 

+ − −
 

- Trường hợp hệ số mũ 0  , 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ 2 / 2

/ 2 / 2 / 2 / 2

o in o in
R h R h T T T T

T z
R h R h R h R h R z

 

    

 − +    − 
 = − − 

+ − − − + +   . 

trong đó, R - bán kính mặt giữa vỏ, h - chiều dày vỏ, η - là số thực, 

o o refT T T = − , in in refT T T = − , còn refT  là nhiệt độ cơ sở, tại đó ta coi kết cấu 

chưa biến dạng. Thông thường, ta lấy refT  bằng nhiệt độ phòng 25 refT C=  , 

hoặc lấy refT  chính bằng nhiệt độ mặt trong của vỏ ref inT T= . 

2.2. Quan hệ ứng xử cơ học của vỏ trụ FGM 

Trong mục này, áp dụng lý thuyết biến dạng trượt bâc cao kiểu Quasi-

3D cho việc thiết lập các quan hệ ứng xử cơ học của vỏ trụ FGM và xây 

dựng hệ phương trình cân bằng. Chọn hệ trục tọa độ cong O z  (Hình 2.2), 

với gốc tọa độ đặt ở mặt giữa vỏ trụ. Ở đây,   là tọa độ theo đường sinh vỏ 

trụ FGM,   là tọa độ theo hướng vòng cung và z  là tọa độ theo phương 

pháp tuyến với vỏ trụ, tương ứng với các chuyển vị U , V  và W . Vỏ trụ 

FGM có chiều dày h  với các tham số hình học như trên Hình 2.2.  

Để đơn giản trong tính toán, giả thiết mặt trung bình trùng với mặt giữa 

của vỏ. Giả thiết này được nhiều nhà nghiên cứu sử dụng trong nghiên cứu 

tấm, vỏ với các độ dày khác nhau, như Punera, Kant và Desai [83] trong 

nghiên cứu vỏ trụ composite lớp và vỏ sandwich FGM, Gharooni, Ghannad 

và Nejad [50] khi nghiên cứu vỏ trụ FGM dày chịu tác dụng của áp suất trong 

và nhiệt độ, v.v. 
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Hình 2.2. Mô hình, tham số hình học, hệ trục tọa độ và mô hình đặt ứng suất khi 

tính toán của vỏ trụ FGM 

Giả thiết vỏ chịu tác dụng của tải trọng hướng kính ( ),q  +
 trên bề mặt 

ngoài, ( ),q  −
 - trên bề mặt trong. Trên biên 1 =  đặt các ứng suất 

,  ,  z      hướng theo chiều âm, tại biên 2 =  đặt các ứng suất 
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,  ,  z      hướng theo chiều dương; tương tự trên biên 1 =  đặt ứng suất 

,  ,  z      hướng theo chiều âm, còn tại biên 2 =  đặt ứng suất 

,  ,  z      hướng theo chiều dương. Hình 2.2 trình bày sơ đồ tính toán vỏ 

trụ FGM chịu tác dụng của tải hướng kính trong môi trường nhiệt độ với các 

điều kiện biên tại 0 =  và 0 =  ( 0 / = L R ), R - bán kính trung bình vỏ. 

2.2.1. Trường chuyển vị 

Trường chuyển vị [48] của vỏ trụ được phân tích dưới dạng chuỗi theo 

chiều dày như sau: 

 

0 0

0

0 0

1

0

( , , ) ( , ) ,  ( , , ) ( , ) ,  
! !

( , , ) ( , ) ,  .
!

N Ni i

i i

i i

N i

i

i

z z
u z u v z v

i i

z x
w z w

i R

       

    

= =

−

=

= =

= =

 



 (2.18) 

- Đối với mô hình cấp ba 0 3N = , ta có: 

2 3

0 1 2 3( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 6

z z
u z u u z u u         = + + +  

 
2 3

0 1 2 3( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 6

z z
v z v v z v v         = + + +  (2.19) 

2

0 1 2( , , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

z
w z w w z w       = + +  

- Đối với mô hình cấp hai 0 2N = , ta nhận được: 

2

0 1 2( , , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

z
u z u u z u       = + +  

 
2

0 1 2( , , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

z
v z v v z v       = + +  (2.20) 

0 1( , , ) ( , ) ( , )w z w w z     = +  

trong đó, u  - chuyển vị theo phương dọc trục   ( /x R = ), v  - 

chuyển vị theo phương vòng cung  , w  - chuyển vị theo chiều dày (phương 
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z ). Cụ thể, 0 0 0, ,u v w  tương ứng là chuyển vị thẳng tại một điểm trong mặt 

trung hòa; 1 1 1, ,u v w  - các thành chuyển vị bậc một; 2 2 2, ,u v w  - các thành 

chuyển bậc hai; 3 3,u v  - các thành phần chuyển vị bậc cao.  

2.2.2. Quan hệ biến dạng và chuyển vị 

Quan hệ biến dạng-chuyển vị [85] tuyến tính trong hệ tọa độ cong 

trực giao O z  được định nghĩa như sau: 

 

1 1 1 1
, , ,

1 1
, , .

  

 

  
   

  
 

    
= = + = + 

 +   +  

    
= + − = + =

+   +   
z z z

u v v u
w

R R z R R z

w v v w u w

R z z R z R z z

 (2.21) 

Thế các thành phần chuyển vị từ (2.19) và (2.20) vào các phương trình 

(2.21), ta nhận được trường biến dạng như sau: 

- Với mô hình chuyển vị cấp ba 0 3N = , ta có 

2 3
0 * *1

,
2 3!

z z
z

R
        

 
= + + + 

 
 

2 3
0 * *1

,
2 3!

z z
z

R z
        

 
= + + + 

+  
 

 

0

2 3
0 * *

2 3
0 * *

,

1

2 3!

1
,

2 3!

    

   

  

    

   

= +

 
= + + + + 

 

 
+ + + + 

+  

z z z z

z z
z

R

z z
z

R z

 (2.22) 

2 3
0 * *

2 3
0 * *

1
,

2 3!

1

2 3!

z z z z z

z z z z z

z z
z

R

z z
z

R z

    

    

    

    

 
= + + + 

 

 
= + + + 

+    
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- Với mô hình chuyển vị cấp hai 0 2N = , ta có 

2 2
0 * 0 * 0

2 2
0 * 0 *

2 2
0 * 0 *

1 1
, , ,

2 2

1 1
,

2 2

1 1
, ,

2 2

       

      

       

         

      

       

   
= + + = + + =   

+   

   
= + + + + +   

+   

   
= + + = + +   

+   

z z

z z z z z z z z

z z
z z

R R z

z z
z z

R R z

z z
z z

R R z

 (2.23) 

trong đó, 

0 * * 0 00 1 2 3 0
1 2 0, , , , , , ,z z

u u u u v
w w w          

    

    
= = = = = = = +
    

 

* * 01 2 3 0 1
1 2, , , , ,

v v v v v
w w        

    

    
= + = + = = =
    

 

       * * 0 * *2 3 0 1 2 3, , , , , ,
v v u u u u

          
     

     
= = = = = =
     

 (2.24) 

0 * *0 1 2
1 2 3, , , 0,z z z z

w w w
Ru Ru Ru      

  

  
= + = + = + =
  

 

0 * *0 1 2
1 0 2 3 2 3, , , 2 .z z z z

w w w
Rv v Rv Rv v v      

  

  
= + − = + = + + =
    

ở đây, các biến dạng , , z     là biến dạng theo các phương ,   và z 

tương ứng, , ,z z      là biến dạng tương đối của  , z so với phương    và   

so với phương z, tương ứng. 

2.2.3. Quan hệ ứng suất - biến dạng 

Phương trình định luật Hooke [85] liên hệ giữa biến dạng và ứng suất 

trong trường hợp vỏ làm từ vật liệu trực hướng có dạng: 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

44
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66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

z z

z z

z z

A A A

A A A

A A A

A

A

A

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     
     
     
     

=      
     
     
     
     

 (2.25) 

ở đây, , , , , ,z z z           là các thành phần ứng suất pháp và ứng suất 

tiếp tương ứng, ij 44 55 66( 1,2,3, 1,2,3), , ,A i j A A A= =  là các hằng số đàn hồi quy đổi 

[33, 90] của vật liệu làm vỏ. 

 
  11 22 33

( ) 1 ( )
,

1 ( ) 1 2 ( )

FGM FGM

FGM FGM

E z z
A A A

z z



 

−
= = =

+ −
 

 
  12 21 13 31 23 32

( ) ( )

1 ( ) 1 2 ( )

FGM FGM

FGM FGM

E z z
A A A A A A

z z



 
= = = = = =

+ −
 (2.26) 

 44 55 66

( )

2 1 ( )

FGM

FGM

E z
A A A

z
= = =

+
 

ở đây, ( ),  ( )FGM FGME z z  là module đàn hồi và hệ số Possion hiệu dụng, 

tính theo (2.5). 

Khi có tải nhiệt độ [34, 96], hệ (2.25) viết lại như sau: 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

44

55

66

0 0 0 ( ).

0 0 0 ( ).
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−      
     

− 
     
     − 

=      
     
     
     
     

 (2.27) 

ở đây, ( )z  và ( )z  là hệ số nở nhiệt trong mặt phẳng theo phương   và 

 , z ( )z  là hệ số nở nhiệt theo phương z . Tại các điểm có cùng tọa độ z  ta có 
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( ) ( ) ( )zz z z   = = ( )FGM z= . ( )FGM z  là hệ số nở nhiệt hiệu dụng được xác 

định theo (2.5). 

2.3. Xây dựng các phương trình cơ bản tính toán vỏ trụ FGM 

2.3.1. Nguyên lý dịch chuyển khả dĩ 

Phương trình cân bằng và các điều kiện biên tương ứng nhận được từ 

nguyên lý dịch chuyển khả dĩ, theo đó: 

 1 2 0s e eU A A A   − − − =  (2.28) 

trong đó, U  là biến phân thế năng đàn hồi của kết cấu, sA  - biến phân 

công của lực mặt, 1eA  - biến phân công của ngoại lực trên biên const = , 

2eA  - biến phân công của ngoại lực trên biên const = . 

Biến phân công ngoại lực. 

Biến phân công của lực mặt tác dụng lên kết cấu được xác định bởi biểu 

thức sau: 

 

2

0 1 2

,

2
2

0 1 2

1
2 8 2

1 .
2 8 2

 

 

  

+

−

   
= + + +   

  

  
+ − + −   

   

s

h h h
A q w w w

R

h h h
q w w w R d d

R

 

Từ đây biến phân công lực mặt có thể viết dưới dạng:  

 ( ) 2

0 0 1 1 2 2

,

.
 

     = + +sA p w p w p w R d d  (2.29) 

trong đó, 
( )/ 2( / 2)

1 1
2 ! 2 !

ii

i

hh h h
p q q

R i R i

+ − −   
= + + −   

   
, 0,1,2i = .  

 

 

Biến phân công của các ngoại lực tác dụng lên biên tìm được theo công thức: 



46 

 ( )
2

1

1

,

1 ,e z

z

z
A u v w R d dz

R

 

  

  

       

=

=

 
= + + + 

 
  

 ( )
2

1

2

,

.e z

z

A u v w Rd dz

 

  

  

       

=

=

= + +  (2.30) 

Đặt: 
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Biểu thức (2.30) có thể viết lại dưới dạng sau: 
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0 1 2 3N v M v N v M v Rd

 

   

  

    

=

=

 + + + + +   

 

2

1

*

0 1 2 .Q w S w Q w Rd

 

  

  

   

=

=

 + + +   (2.31)  

Biến phân thế năng đàn hồi. 

Ta có biến phân thế năng xác định theo công thức: 

 
, ,

21 .

     

 

   

        

     

= + + + +

 
+ + + 
 

 z z

z

z z z z

U

z
R d d dz

R

 (2.32) 

Ta phân tích từng số hạng trong biểu thức xác định biến phân thế năng (2.32). 

 

2

1

, ,

1 . 

 

    
 

= + 
 


z

z
U R d d dz

R    

Thay   từ (2.22) vào biểu thức nhận được, ta có: 

 

3

1

0, ,

1 .
!



 


   

=

  
= + 

  


i

i

iz

u z z
U Rd d dz

i R   

Đặt ( )
/2 2 3

* *

/2

, , , 1 1, , , .
2 6

h

h

z z z
N M N M z dz

R
    

+

−

  
= +   

  
   (2.33a)   

Khi đó 1U  được viết lại như sau: 
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* *0 1 2 3
1

,

.
u u u u

U N M N M Rd d   

 

   
  

   

    
= + + + 

    


  

Lấy tích phân từng phần biểu thức trên, ta được: 

 

( )
2

1

* *

1 0 1 2 3

,

* *

0 1 2 3 .

N M N M
U u u u u Rd d

N u M u N u M u Rd

   

 

 

   

  

      
   

    

=

=

    
= − + + + +      

+ + + +





 (2.33) 

Ta phân tích số hạng tiếp theo trong biểu thức xác định biến phân thế 

năng (2.32). 

 

2

2

, ,

1 . 

 

    
 

= + 
 


z

z
U R d d dz

R    

Kết hợp công thức xác định   theo (2.22) vào đây ta được: 

 
3 2

2

0 0, ,
! !

 

 


     

= =

 
= + 

 
 

i i

i
i

i iz

v z z
U w Rd d dz

i i  

Đặt 

 ( )
/2 2 3

* *

/2

, , , 1, , , .
2 6

h

h

z z
N M N M z dz    

+

−

 
=  

 
   (2.34a) 

Khi đó 2U  được viết lại như sau: 

 
( )

* *0 1 2 3
2

,

*

0 1 2

,

.

v v v v
U N M N M Rd d

N w M w N w Rd d

   

 

  

 

   
  

   

    

    
= + + + + 

    

+ + +




 

Lấy tích phân từng phần biểu thức trên, ta được: 

* *

2 0 1 2 3

,

N M N M
U v v v v Rd d   

 

      
   

    
= − + + + + 
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( )

( )
2

1

*

0 1 2

,

* *

0 1 2 3 .

N w M w N w Rd d

N v M v N v M v Rd

  

 

 

   

  

    

    

=

=

+ + + +

+ + + +





 (2.34) 

Đối với thành phần 
2

3

, ,

1 .
 

    
 

= + 
 

 z z

z

z
U R d d dz

R
 Thay z  từ 

(2.22) vào biểu thức nhận được, ta có: 

 
1

2

3 1

0, ,

1 .
!

 

    +

=

 
= + 

 


i

z i

iz

z z
U w R d d dz

i R  

Biểu thức xác định 3U  viết lại dưới dạng: 

 ( ) 2

3 1 2

,

.z zU Q w S w R d d
 

    = +  (2.35) 

trong đó,  1 , 1 .

h h

z z z z

h h

z z
Q dz S z dz

R R
 

+ +

− −

   
= + = +   

   
    (2.35a) 

Tiếp tục phân tích thành phần 
2

4

, ,

1 . 

 

    
 

= + 
 


z

z
U R d d dz

R
  

Kết hợp biểu thức của 4U  với (2.22) ta được: 

 
3 3

4

0 0, ,

1 .
! !

 

 

 
    

 = =

    
= + +  

    
 

i i

i i

i iz

u z v z z
U Rd d dz

i R i  

Đặt 

( )

( )

/2 2 3
* *

/2

/2 2 3
* *

/2

, , , 1, , , ,
2 6

, , , 1 1, , , .
2 6

h

h

h

h

z z
N M N M z dz

z z z
N M N M z dz

R

    

    





+

−

+

−

 
=  

 

  
= +   

  





 (2.36a) 

Khi đó 4U  được viết lại như sau: 
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* *0 1 2 3
4

,

* *0 1 2 3 .

u u u u
U N M N M

v v v v
N M N M Rd d

   

 

   

   


   

   
 

   

   
= + + + +

   

   
+ + + + 

    



 

Lấy tích phân từng phần biểu thức trên, nhận được: 

 

( )

( )

2

1

2

1

* *

4 0 1 2 3

,

* *

0 1 2 3

* *

0 1 2 3

* *

0 1 2 3 .

N M N M
U u u u u

N M N M
v v v v Rd d

N v M v N v M v Rd

N u M u N u M u Rd

   

 

   

 

   

  

 

   

  

    
   

     
   

    

    

=

=

=

=

    
= − + + + +    

   
+ + + + +    

+ + + + +

+ + + +







 (2.36) 

Đối với thành phần 
2

5

, ,

1 . 

 

    
 

= + 
 

 z z

z

z
U R d d dz

R
 Thay z  từ 

(2.22) vào biểu thức của 5U , ta có: 

2 2
2

5 1

0 0, , , ,

1 1 .
! !

 

   


       


+

= =

   
= + + +   

   
  

i i

i
z z i

i iz z

z z w z z
U Rd d dz u R d d dz

R i R i

 

Đặt ( )
/2 2

*

/2

, , 1, , 1 .
2

h

z

h

z z
Q S Q z dz

R
   

+

−

  
= +  

  
   (2.37a)   

Thực hiện lấy tích phân từng phần biểu thức xác định 5U , sau một số 

phép biến đổi toán học ta có: 

(
*

5 0 1 2 1

, ,

Q S Q
U w w w Rd d Q u

  



   

      
  

   
= − + + + +     
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 ) ( )
2

1

* 2 *

2 3 0 1 2S u Q u R d d Q w S w Q w Rd

 

    

  

       

=

=

+ + + + +  (2.37) 

Ta xét thành phần còn lại trong (2.32). 

 
2

6

, ,

1 . 

 

    
 

= + 
 

 z z

z

z
U R d d dz

R  

Kết hợp biểu thức trên với (2.22), sau một số phép thực hiện biến đổi 

toán học ta được: 

 ( )
2 2 3

6 1

0 0 0, ,

1 .
! ! !

  

 


       


+

= = =

 
= + + − 

 
  

i i i

i
z i z i z

i i iz

w z z z
U R v i v Rd d dz

i i i  

Đặt ( )
/2 2 3

* *

/2

, , , 1, , , .
2 6

h

z

h

z z
Q S Q S z dz    

+

−

 
=  

 
   (2.38a) 

Thực hiện lấy tích phân từng phần biểu thức xác định 6U , sau một số 

phép thực hiện biến đổi toán học ta có: 

 ( ) (

) ( )
2

1

*

6 0 1 2

,

* *

1 2 3 0 2

, ,

* *

3 0 1 22 .

Q S Q
U w w w Rd d

R Q v S v Q v Rd d Q v Q v

S v Rd d Q w S w Q w Rd

  

 

    

   

 

   

  

     
  

      

      

=

=

   
= − + + + 

   

+ + + − + +

+ + +



 



 (2.38) 

Thay các biểu thức (2.33) ÷ (2.38) vào (2.32), ta nhận được biểu thức xác 

định biến phân thế năng đàn hồi U  thông qua các thành phần nội lực suy rộng: 

 

0 1

,

* * * *

*

2 3

N N M M
U u RQ u

N N M M
RS u RQ u Rd d

   



 

   

 

  
   

   
   

       
= − + + + − +   

      

      
+ + − + + −               
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0 1

,

**
*

2

N MN M
Q v RQ v

NN
RS Q v

  
 

 


 

 
   


 

      
− + + + + − +   

      

 
+ + − − +    



 

 

**
* *

3

0 1

,

2

z

MM
RQ S v Rd d

Q SQ S
N w M RQ w


 

  
 

 

  
 

 
   

 
+ + − − −      

      
− + − + + − − +   

      


 

 

* *
*

2z

Q Q
N RS w Rd d

 
   

 

  
+ + − − +      

 (2.39) 

 

( )

( )

2

1

2

1

* *

0 1 2 3

* *

0 1 2 3

N u M u N u M u Rd

N v M v N v M v Rd

 

   

  

 

   

  

    

    

=

=

=

=

+ + + + +

+ + + + +




 

 

( )

( )

2

1

2

1

* *

0 1 2 3

* *

0 1 2 3

N u M u N u M u Rd

N v M v N v M v Rd

 

   

  

 

   

  

    

    

=

=

=

=

+ + + + +

+ + + + +




 

 

( )

( )

2

1

2

1

*

0 1 2

*

0 1 2 .

Q w S w Q w Rd

Q w S w Q w Rd

 

  

  

 

  

  

   

   

=

=

=

=

+ + + +

+ + +
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Thay các biểu thức (2.29), (2.31), (2.39) vào nguyên lý chuyển dịch 

khả dĩ (2.28), ta được: 

 0 1

,

0
   



 

 
   

       
= − + + + − +   

      


N N M M
u RQ u  

* * * *

*

2 3

   

    
   

      
+ + − + + − +              

N N M M
RS u RQ u Rd d

 

 

0 1

,

**
*

2

N MN M
Q v RQ v

NN
RS Q v

  
 

 


 

 
   


 

      
− + + + + − +   

      

 
+ + − − +    



 

 

**
* *

32
MM

RQ S v Rd d


    
 

 
+ + − − +      

 

 0 0 1 1

,

z

Q SQ S
N Rp w M RQ Rp w

  
 

 

 
   

      
− + − − + + − − − +   

      


 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* *
*

2 2

* *

0 1 2

* *

3 0 1

z

Q Q
N RS Rp w Rd d

N N u M M u N N u

M M u N N v M M v

 


     



     

  
 

  

  

  
+ + − − − +      

+ − + − + − +


+ − + − + − +

  (2.40) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1

* * * *

2 3 0

* *

1 2

N N v M M v Q Q w

S S w Q Q w Rd

     

 

   
 

  

  
=

=

+ − + − + − +

+ − + − +


 

( ) ( ) ( )* *

0 1 2N N u M M u N N u     



  + − + − + − +
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( ) ( ) ( )* *

3 0 1M M u N N v M M v       + − + − + − +
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1

* * * *

2 3 0

* *

1 2 .

N N v M M v Q Q w

S S w Q Q w Rd

     

 

   
 

  

  
=

=

+ − + − + −

+ − + −


 

2.3.2. Hệ phương trình cân bằng và các điều kiện biên 

Để đảm bảo thỏa mãn phương trình (2.40) với mọi ,  ,  i i ju v w    ta suy ra 

hệ phương trình cân bằng và các điều kiện biên tương ứng như sau: 

     
0 :    0,

N N
u

 


 

 
→ + =

   

 
0 :     0,

NN
v Q




 


→ + + =

   

 
0 0:     0,

Q Q
w N Rp

 


 

 
→ + − − =

   

 
1 :     0,

M M
u RQ

 


 

 
→ + − =

   

 
1 :     0,

M M
v RQ

 


 

 
→ + − =

   

 1 1:     0,z

S S
w M RQ Rp

 


 

 
→ + − − − =

 
 (2.41) 

 

* *

2 :     0,
N N

u RS
 


 

 
→ + − =

   

 

* *
*

2 :    0,
N N

v RS Q
 

 
 

 
→ + − − =

   

 

* *
*

2 2:     0,z

Q Q
w N RS Rp

 


 

 
→ + − − − =
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* *

*

3 :    0,
M M

u RQ
 


 

 
→ + − =

   

 

* *
* *

3 :     2 0
M M

v RQ S
 

 
 

 
→ + − − =

    

Phương trình (2.41) chính là phương trình cân bằng phân tố vỏ trong 

trường hợp mô hình lý thuyết cấp ba 0 3N = . 

Đối với trường hợp mô hình lý thuyết cấp hai 0 2N = , ta có hệ phương 

trình cân bằng sau: 

 0 :     0,
N N

u
 


 

 
→ + =

 
 

 
0 :     0,

NN
v Q




 


→ + + =

   

 
0 0:     0,

Q Q
w N Rp

 


 

 
→ + − − =

    

 
1

1

:     0,

:    0,

M M
u RQ

M M
v RQ

 



 



 


 

 
→ + − =

 

 
→ + − =

 

 (2.42)

 
1 1:     0,z

S S
w M RQ Rp

 


 

 
→ + − − − =

 
 

 

* *

2 :     0,
N N

u RS
 


 

 
→ + − =

 
 

 

* *
*

2 :     0,
N N

v RS Q
 

 
 

 
→ + − − =

 
 

 

Các điều kiện biên tương ứng với hệ phương trình cân bằng (2.41) bao gồm: 

- Tại 1 2,  = : 

* *

0 0 2 2  ;    ;N N u u N N u u   =  = =  =  
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* *

1 1 3 3  ;    ;M M u u M M u u   =  = =  =
 

 
* *

0 0 2 2  ;    ;N N v v N N v v   =  = =  =  (2.43) 

 

* *

1 1 3 3

* *

0 0 2 2 1 1

  ;    ;

;  ; .

M M v v M M v v

Q Q w w Q Q w w S S w w

   

     

=  = =  =

=  = =  = =  =
 

- Tại 1 2,  = : 

 

* *

0 0 2 2

* *

1 1 3 3

* *

0 0 2 2

* *

1 1 3 3

* *

0 0 2 2 1 1

  ;    ;

  ;    ;

  ;    ;

  ;    ;

;  ; .

N N u u N N u u

M M u u M M u u

N N v v N N v v

M M v v M M v v

Q Q w w Q Q w w S S w w

   

   

   

   

     

=  = =  =

=  = =  =

=  = =  =

=  = =  =

=  = =  = =  =

 (2.44) 

ở đây, các đại lượng N , 
*N , M , 

*M , N , 
*N , M , 

*M , Q , 
*Q , 

S , N , 
*N , M , 

*M , N , 
*N , M , 

*M , Q , 
*Q , S , 0u , 1u , 2u , 3u , 0v , 

1v , 2v , 3v , 0w , 1w , 2w  là đại lượng cho trước trên biên. Các thành phần nội 

lực suy rộng N , M , 
*N , 

*M , N , M , 
*N , 

*M , zQ , zS , N , M , 
*N , 

*M , N , M , 
*N , 

*M , ,Q S  , 
*Q , 

* *, , ,Q S Q S     được biểu diễn thông 

qua các thành phần biến dạng và ứng suất nhiệt (2.27) theo các biểu thức sau: 

 

( )
/2

11 12 13* 2 *
/2

3* *

1

1 ,
/ 2

/ 6

T

Th

z T
h

T

N N

M Mzz
A A A dz

N zR N

zM M

 

 

 

 

 

  
+

−

    
    
      = + + + −            
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( )
/2

21 22 23* 2 *
/2

3* *

1

,
/ 2

/ 6

T

Th

z T
h

T

N N

M z M
A A A dz

N z N

zM M

 

 

 

 

 

  
+

−

    
    
    = + + −     
    
        



 

 ( )
/2

31 32 33

/2

1
1 ,

Th
z z

z T
z h z

Q Qz
A A A dz

S zR S
   

+

−

     
= + + + −      

       
   (2.44a) 

 

/2 /2

44 44* 2 * 2

/2 /2

3 3* *

1 1

, 1 ,
/ 2 / 2

/ 6 / 6

h h

h h

N N

M Mz zz
A dz A dz

N z N zR

z zM M

 

 

 

 

 

 
+ +

− −

      
      
        = = +              
            

 

 

 

/2 /2

55 66* 2

/2 /22*
3*

1
1

1 , .
/ 2

/ 2
/ 6

h h

z z

h h

Q
Q

S zz
S A z dz A dz

Q zR
zQ

zS







  






 
+ +

− −

   
       
        = + =                         

 

 

trong đó, các thành phần nội lực suy rộng gây ra do nhiệt độ xác định 

như sau: 

 

( )
/2

11 12 13 2*
/2

3
*

1

1 ,
/ 2

/ 6

T

T h

zT
h

T

N

M zz
A A A T dz

zRN

zM





 





  
+

−

   
   
     = + +  +         
     



 

 ( )
/2

21 22 23 2*
/2

3*

1

,
/ 2

/ 6

T

T h

zT
h

T

N

zM
A A A T dz

zN

zM





 





  
+

−

   
   
   = + +    
   
     

   (2.44b)  
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( )
/2

31 32 33

/2

1
1 .

T h
z

zT
hz

Q z
A A A T dz

zRS
   

+

−

    
= + +  +    

     


 

Trong trường hợp độ chênh lệch nhiệt độ T  chỉ là hàm số của tọa 

độ theo chiều dày z, tức là ( )T T z =  .  

2.3.3. Hệ phương trình cân bằng theo chuyển vị 

Thế biểu thức chuyển vị (2.18), (2.19), (2.20) vào biểu thức quan hệ 

biến dạng-chuyển vị (2.21), (2.22), (2.23) và các biểu thức nội lực suy rộng 

(2.44a), (2.44b). Thực hiện các phép biến đổi toán học, hệ phương trình 

cân bằng (2.41) viết lại dưới dạng theo chuyển vị như sau: 

 

0

0 0

2 2

1 1 ,11 1 ,222 2
0

12

2 ,12 3 ,1

0 0

0,

N
l l l

n n n n n n

n

N N
l l

n n n n

n n

H u H u H u

H v H w

 

  

=

−

= =

  
+ + + 

  

 
+ + =

  



 
 

 

0

0 0

2 2

2 2 ,11 2 ,222 2
0

12

1 ,12 3 ,2

0 0

0,

 

  

=

−

= =

  
+ + + 

  

 
+ + =

  



 

N
i i i

n n n n n n

n

N N
i i

n n n n

n n

H v H v H v

H u H w

 (2.45) 

0 0

0

1 2 2

3 3 ,11 3 ,22 1 ,12 2
0 0

2 ,2 4 5

0

.

N N
j j j j

n n n n n n n n

n n

N
j j j j j

n n To o Ti i

n

H w H w H w H u

H v H q H q H T H T

  



−

= =

+ −

=

   
+ + + + 

   


+ = + +  + 



 


 

trong đó, các hệ số H 

  phụ thuộc vào các thông số vật liệu và hình học 

của vỏ trụ FGM, H 

  có được từ tính toán các hệ số rồi đối chiếu tương ứng 

từ các công thức (2.21) (cụ thể (2.22) và (2.23)), (2.24), (2.44a) và (2.44b), 

( )01 1l N=  + , ( ) ( )0 02 2 2i N N= +  + , ( ) ( )0 02 3 3 2j N N= +  +  (cụ thể 
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Các hệ số H 

  ở phần Phụ lục). Tùy thuộc vào giá trị của cấp mô hình 0N , ta 

sẽ có số lượng các phương trình đạo hàm riêng cấp 2 tương ứng, ví dụ tương 

ứng với mô hình cấp 2 0 2N =  ta có 8 phương trình đạo hàm riêng cấp 2, còn 

trong trường hợp mô hình cấp 3 0 3N =  ta nhận được 11 phương trình đạo 

hàm riêng cấp 2. 

Các điều kiện biên (2.43), (2.44) ở một số trường hợp hay gặp trong thực 

tế tính toán [48] được cho dưới dạng sau: 

- Đối với điều kiện biên tự do, ta có:  

Tại 0,  : 0,
L

N N Q M M S
R

      = = = = = = =  

    
* * * * * 0.N N Q M M    = = = = =  

Tại 1 2, : 0,N N Q M M S       = = = = = = =  

                
* * * * * 0.N N Q M M    = = = = =  

- Đối với điều kiện biên gối tựa, ta có:  

Tại ( )* *0,  : 0, 0, 0, 0,1,2,3, 0,1,2 ,i j

L
N M N M v w i j

R
    = = = = = = = = =  

Tại ( )* *

1 2, : 0, 0, 0 0,1,2,3, 0,1,2 .i jN M N M u w i j     = = = = = = = = =  

- Đối với điều kiện biên ngàm chặt, ta có:    

Tại ( )0,  : 0, 0, 0, 0,1,2,3, 0,1,2 .i i j

L
u v w i j

R
 = = = = = =  

Tại ( )1 2, : 0, 0, 0 0,1,2,3, 0,1,2 .i i ju v w i j  = = = = = =  

2.4. Trình tự giải bài toán xác định ứng suất, biến dạng của vỏ 

Thực hiện giải hệ phương trình vi phân đạo hàm riêng (2.41) và (2.42) 

cùng các điều kiện biên tương ứng, ta nhận được trường chuyển vị iu , 

( )0, 1, 2, 3iv i =  và ( )0, 1, 2jw j = . Từ các phương trình quan hệ giữa biến 
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dạng và chuyển vị (2.22) và (2.23) ta tìm được các biến dạng  ,  , z ,  , 

z  và z . Tiếp theo, sử dụng ba biểu thức quan hệ biến dạng và ứng suất 

của Hooke là  ,   và    để xác định các ứng suất mặt  ,  ,  . Các 

thành phần ứng suất cắt còn lại được tìm dựa trên phương trình cân bằng của 

lý thuyết đàn hồi 3D [48] như công thức sau:  

 /2

1
1 ,

z

z

h

z
dz

R z R

 



 


 
−

   
= − + +  

+    


  

 

2

2

/2

1 1 ,
( )

z

z

h

R z z
dz

R z R R







 
−

    
= − + + +    

+       
  (2.46)

 /2

1 / 2
1 .

/ 2

z

z z
z

h

z R h
dz q

R z R R h

 


 
 

 

−

−

  − 
= − + + − +  

+   +  


  

Việc sử dụng phương trình cân bằng theo lý thuyết đàn hồi để chính xác 

hóa các ứng suất cắt và đảm bảo thỏa mãn điều kiện cân bằng nội tại của phân 

tố kết cấu.  

 
Hình 2.3. Trình tự giải bài toán xác định ứng suất, biến dạng vỏ trụ FGM 
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Hình 2.3 minh họa các bước giải bài toán biên trong nghiên cứu trạng 

thái ứng suất-biến dạng của vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ, nhiệt 

trên cơ sở lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-3D. 

Kết luận chương 2 

Dựa trên các kết quả nghiên cứu lý thuyết trong chương này, có thể rút 

ra một số kết luận như sau: 

1. Từ đặc tính của vật liệu FGM phụ thuộc vào nhiệt độ và phân bố tỷ lệ 

thể tích, luận án lựa chọn phạm vi tính chất cơ học của vật liệu composite 

FGM cho tính toán và nghiên cứu ứng xử cơ học vỏ trụ FGM. 

2. Trên cơ sở áp dụng khai triển Taylor đối với trường chuyển vị theo mô 

hình lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-3D, quan hệ ứng suất-biến 

dạng có tính đến ảnh hưởng của nhiệt độ, áp dụng nguyên lý chuyển dịch khả dĩ 

luận án đã xây dựng được hệ phương trình cân bằng và các điều kiện biên tương 

ứng trong nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ và nhiệt. Việc 

sử dụng mô hình tính toán đã nêu cho phép nghiên cứu đầy đủ ảnh hưởng của 

các thành phần ứng suất và biến dạng trượt (thường bỏ qua trong các lý thuyết 

bậc thấp) lên trạng thái ứng suất-biến dạng chung của vỏ, đặc biệt tại những khu 

vực trạng thái ứng suất-biến dạng có tính không gian rõ rệt. Trường nhiệt độ 

được nghiên cứu ở đây là nhiệt dừng và biến đổi theo chiều dày vỏ. Quy luật 

biến thiên tỉ lệ thể tích các pha thành phần của vật liệu FGM là quy luật lũy thừa 

Voigt, thường được sử dụng rộng rãi trong nghiên cứu kết cấu làm từ FGM. 

3. Xây dựng được trình tự giải bài toán biên trong nghiên cứu trạng thái 

ứng suất-biến dạng vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ, nhiệt, trong đó 

các thành phần ứng suất cắt được xác định thông qua phương trình cân bằng 

của lý thuyết đàn hồi 3D. Trình tự giải bài toán đã nêu cho phép đảm bảo điều 

kiện cân bằng nội tại của phân tố kết cấu, đồng thời thỏa mãn các điều kiện 

biên trên bề mặt trong các điều kiện đặt tải khác nhau.   
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Chương 3. NGHIÊN CỨU TRẠNG THÁI ỨNG SUẤT-BIẾN DẠNG CỦA 

VỎ TRỤ FGM BẰNG PHƯƠNG PHÁP GIẢI TÍCH 

Chương 3 trình bày tổng quát phương pháp giải tích cho vỏ FGM, việc áp 

dụng chuỗi lượng giác kép cho bài toán vỏ trụ FGM và panel trụ FGM tựa đơn; 

áp dụng chuỗi lượng giác đơn cho bài toán vỏ trụ FGM và panel trụ FGM với 

điều kiện biên khác nhau. Cách xác định nghiệm thuần nhất, cũng như nghiệm 

riêng ứng với các dạng tải trọng. Bài toán kiểm chứng tính đúng đắn và độ tin 

cậy của phương pháp giải. 

3.1. Chuyển hệ phương trình vi phân đạo hàm riêng về hệ phương trình 

vi phân thường 

3.1.1. Trường hợp vỏ trụ FGM 

Để chuyển việc nghiên cứu hệ phương trình đạo hàm riêng (2.45) về 

nghiên cứu hệ phương trình vi phân thường ta sử dụng khai triển chuỗi lượng 

giác đơn theo hướng vòng cung. Đối với vỏ trụ, các điều kiện biên theo 

hướng vòng cung được thay thế bằng điều kiện tuần hoàn của chuyển vị và 

ứng suất. Để thỏa mãn điều kiện biên tuần hoàn theo hướng vòng cung ta 

phân tích chuyển vị ku , kv , kw , tải trọng cơ ( ),q  
 và nhiệt độ oT ,  inT  

dưới dạng chuỗi lượng giác đơn [51] như sau: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

0 0

1

1 2

0 0

1

1 2

0 0

1

, cos sin , 0 ,

, sin cos , 0 ,

, cos sin , 0 1 .

k k km km

m

k k km km

m

l l lm lm

m

u U U m U m k N

v V V m V m k N

w W W m W m l N

      

      

      



=



=



=

 = + + = 
 

 = + − = 
 

 = + + =  −
 







 (3.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0

1

cos sin ,m m

m

q Q Q m Q m    


  

=

 = + +
 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0

1

cos sin ,o o om om

m

T T T m T m    


=

  =  +  + 
   (3.2) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0

1

cos sin .    


=

  =  +  + 
 in in inm inm

m

T T T m T m  

Thay thế các phương trình (3.1) và (3.2) vào hệ phương trình (2.45), 

thực hiện các phép biến đổi theo hệ số của chuỗi lượng giác ta được các 

phương trình vi phân để xác định các hàm 0kU , 0kV , 0lW , 00k N=  , 

( )00 1l N=  − . 

 ( ) ( )
0 2

2 0 2 ,11 0 0 02
0

0, 2 2 2 ,
N

i i

n n n n

n

d
H V H V i N N

d=

 
+ = = +  + 

 
  (3.3) 

 ( )
0 0 12

1 0 1 ,11 0 3 ,1 0 02
0 0

0, 1 1 ,
N N

l l l

n n n n n n

n n

d d
H U H U H W l N

d d 

−

= =

 
+ + = =  + 

 
   (3.4) 

 
( ) ( )

0 01 2

3 0 3 ,11 0 1 ,1 02
0 0

4 0 5 0 0 0 0 0,  2 3 3 2 ,

 

−

= =

+ −

 
+ + + 

 

= + +  +  = +  +

 
N N

j j j

n n n n n n

n n

j j j j

To o Tin in

d d
H W H W H U

d d

H Q H Q H T H T j N N
 (3.5) 

và cho các hàm 
( )s

kmU , 
( )s

kmV , 
( )s

lmW , 00k N=  , ( )00 1l N=  − , 1,2s = , 

1,2,...m =   

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0

2
2

1 1 ,11 1 ,222
0

1

2 ,12 3 ,1 0

0 0

0, 1 1 ,

N
s s sl l l

n nm n nm n nm

n

N N
s sl l

n nm n nm

n n

d
H U H U m H U

d

d d
mH V H W l N

d d



 

=

−

= =

 
+ − + 

 

+ + = =  +



 
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

2
2

2 2 ,11 2 ,222
0

1

1 ,12 3 ,2 0 0

0 0

0, 2 2 2 ,

N
s s si i i

n nm n nm n nm

n

N N
s si i

n nm n nm

n n

d
H V H V m H V

d

d
mH U mH W i N N

d





=

−

= =

 
+ − − 

 

− − = = +  +



 

 (3.6) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 01 2
2

3 3 ,11 3 ,22 1 ,1 2 ,22
0 0 0

4 5 0 0,  2 3 3 2 .

 

−

= = =

+ −

 
+ − + + 

 

= + +  +  = +  +

  
N N N

s s s s sj j j j j

n nm n nm n nm n nm n nm

n n n

s s s sj j j j

m m To om Tin inm

d d
H W H W m H W H U mH V

d d

H Q H Q H T H T j N N

Các hệ phương trình (3.3) ÷ (3.6) là các hệ phương trình vi phân thường đối 

với các biến số 0kU , 0kV , 0lW  và 
( )s

kmU , 
( )s

kmV , 
( )s

lmW . Các hệ phương trình này 

độc lập tương đối với nhau theo từng giá trị của m. 

Như vậy, sử dụng phương pháp tách biến và phân tích theo chuỗi lượng 

giác đơn, thực hiện chuyển từ việc nghiên cứu hệ phương trình đạo hàm riêng 

(2.45) sang nghiên cứu các hệ phương trình vi phân thường (3.3) ÷ (3.5) và 

(3.6). Việc giải các hệ phương trình vi phân thường này cùng với các điều 

kiện biên tương ứng có thể được thực hiện bằng phương pháp giải tích hoặc 

phương pháp số. Trường hợp vỏ trụ FGM có kết cấu đối xứng trục, khi chịu 

tác dụng của tải trọng cơ, nhiệt hướng kính và đối xứng trục, các thành phần 

chuyển vị, ứng suất và biến dạng không phụ thuộc vào θ, còn chuyển vị v = 0, 

nên hệ phương trình đạo hàm riêng (2.45) trở thành các phương trình vi phân 

thường tương tự như (3.4) và (3.5). 

Theo hướng tiếp cận giải tích, trước hết cần xác định nghiệm thuần nhất 

của các phương trình vi phân thuần nhất tương ứng với các phương trình vi phân 

thường (3.3) ÷ (3.5) và (3.6). Kết hợp nghiệm thuần nhất vừa tìm được với 

nghiệm riêng tương ứng với các dạng tải trọng tác dụng lên vỏ của các phương 

trình vi phân thường nói trên, lúc này nhận được nghiệm của các phương trình 

(3.3) ÷ (3.5) và (3.6). Sau khi xác định được các hằng số tích phân từ các điều 

kiện biên tương ứng, ta sẽ nhận được biểu thức của các hàm 0 0 0, ,k k lU V W , và 

( ) ( ) ( )
, ,

s s s

km km lmU V W . Từ đó, ta sẽ nhận được biểu thức của các thành phần chuyển vị 

( ) ( ) ( ), , , , ,k k lu v w       thông qua tổng (3.1). Quy trình xác định trạng thái 

ứng suất-biến dạng của vỏ trụ FGM được thực hiện tiếp tục như trên Hình 2.3. 
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3.1.2. Trường hợp panel trụ FGM 

Xét panel trụ với điều kiện biên tựa đơn trên hai cạnh 0 =  và 0 = , 

để giải hệ phương trình đạo hàm riêng (2.45) ta sử dụng phương pháp tách 

biến và áp dụng khai triển chuỗi lượng giác đơn cho chuyển vị và tải trọng cơ, 

nhiệt theo (3.7). 

 ( ) ( ) 0

1

, sin , 0 ,k km m

m

u U k N    


=

= =   

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1

0

1

, cos , 0 ,

, sin , 0 1

k km m

m

l lm m

m

v V k N

w W l N

    

    



=



=

= = 

= =  −




 (3.7) 

 ( ) ( ) ( )
1 1 1

sin ,  sin ,  sin        
  

 

= = =

=  =   =   m m o om m in inm m

m m m

q Q T T T T  

ở đây, m  là hằng số phụ thuộc m và được xác định như sau: 

 
0/m m  =
 

Đại lượng m trong công thức nêu trên còn được gọi là số nửa bước sóng 

theo  , 0 /b R =  là góc mở của vỏ trụ, b là chiều rộng của panel trụ. Thế các 

phương trình (3.7) vào hệ phương trình (2.45) và thực hiện các phép biến đổi, 

ta được phương trình vi phân cho các hàm kmU , kmV , lmW , 00k N=  , 

( )00 1l N=  − , 1,2,...m =   
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0
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( ) ( )
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0

2
2

2 2 ,11 2 ,22 1 ,122
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1
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0
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N N
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 (3.8) 

( ) ( )

0 0 01 2
2

3 3 ,11 3 ,22 1 ,1 2 ,22
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N N N
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n n n
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m m To om Tin inm
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H W H W H W H U H V
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Tương tự trường hợp vỏ trụ FGM, hệ phương trình (3.8) là các phương 

trình vi phân thường. Để giải các phương trình vi phân này cùng điều kiện biên 

tương ứng, có thể sử dụng phương pháp giải tích hoặc phương pháp số. 

Để giải theo phương pháp giải tích, việc xác định nghiệm của hệ phương 

trình (3.8) dưới dạng tổng của nghiệm thuần nhất của các phương trình vi 

phân thuần nhất tương ứng và nghiệm riêng tương ứng với dạng tải trọng tác 

dụng lên panel trụ. Sau khi xác định được các hằng số tích phân từ các điều 

kiện biên trên các cạnh, và nhận được biểu thức của các hàm kmU , kmV , lmW . 

Các thành phần chuyển vị ( ) ( ) ( ), , , , ,k k lu v w       được xác định thông 

qua tổng (3.7). Quy trình xác định trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ trụ 

FGM được thực hiện tiếp tục như trình bày trên Hình 2.3. 

3.2. Phương pháp Navier cho giải bài toán vỏ trụ FGM tựa đơn 

3.2.1. Trường hợp panel trụ FGM tựa đơn trên bốn cạnh 

Trong mục này luận án nghiên cứu phương pháp giải tích đối với trường 

hợp panel trụ tựa đơn trên bốn cạnh bằng cách sử dụng kỹ thuật Navier (khai 

triển chuỗi lượng giác kép cho chuyển vị, tải cơ và nhiệt) đối với trường hợp 

mô hình lý thuyết 0 3N = . Đối với trường hợp mô hình lý thuyết 0 2N =  được 

thực hiện tương tự. 
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Các thành phần chuyển vị 0u , 1u , 2u , 3u , 0v , 1v , 2v , 3v , 0w , 1w , 2w , tải 

trọng cơ q
 và nhiệt độ oT ,  inT  được phân tích theo chuỗi lượng giác kép. 

Các hàm lượng giác được lựa chọn là những hàm số thỏa mãn điều kiện biên 

tựa đơn. Để nhận được các biểu thức đại số liên hệ giữa các thành phần chuyển 

vị và các hệ số cho trước, thực hiện thay thế biểu thức phân tích các thành phần 

chuyển vị và ngoại lực theo chuỗi lượng giác kép vào các phương trình (2.45). 

Điều kiện biên tựa đơn đối với panel trụ được viết dưới dạng sau: 

 
( ) ( )0, / , 0,N N L R  = =

 

 
( ) ( )0, / , 0,M M L R  = =

 

 
( ) ( )* *0, / , 0,N N L R  = =

 

 
( ) ( )* *0, / , 0,M M L R  = =

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0, / , 0, 0,1,2,3,

0, / , 0, 0,1,2,

,0 , / 0,

,0 , / 0,

i i

j j

v v L R i

w w L R j

N N b R

M M b R

 

 

 

 

 

 

= = =

= = =

= =

= =

 (3.9) 

 ( ) ( )* *,0 , / 0,N N b R  = =
 

 ( ) ( )* *,0 , / 0,M M b R  = =
 

 
( ) ( ),0 , / 0, 0,1,2,3,i iu u b R i = = =

 

 
( ) ( ),0 , / 0, 0,1,2.j jw w b R j = = =

 

Phân tích tải trọng, chuyển vị theo chuỗi lượng giác kép: 

 1 1

sin cos ,i

i rs s r

r s

u U    
 

= =

=
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 1 1

cos sin ,i

i rs s r

r s

v V    
 

= =

=
 

 
1 1

sin sin ,j

j rs s r

r s

w W    
 

= =

=  (3.10) 

 1 1

sin sin ,  rs s r

r s

q Q    
 

 

= =

=  

 

 

1 1

1 1

sin sin ,

sin sin , , , , 1,2,....
/ /

   

 
     

 

= =

 

= =

 = 

 =  = = =





rs

o o s r

r s

rs

in in s r r s

r s

T T

r s
T T r s

L R b R

 

trong đó b là chiều rộng (chiều dài theo phương θ) của panel trụ. 

Rõ ràng, khai triển (3.10) hoàn toàn thỏa mãn điều kiện biên (3.9). 

Thế (3.10) vào (2.45) và thực hiện một số phép biến đổi cơ bản ta được 

hệ phương trình đại số đối với các hệ số 
i

rsU , 
i

rsV , 
j

rsW : 

 

( )
3

2 2

1 1 ,11 1 ,22

0

3 2

2 ,12 3 ,1

0 0

0, 1,2,3,4,

l n l n l n

n rs r n rs s n rs

n

l n l n

r s n rs r n rs

n n

H U H U H U

H V H W l

 

  

=

= =

− − +

− + = =



 
  

 

( )
3

2 2

2 2 ,11 2 ,22

0

3 2

1 ,12 3 ,2

0 0

0, 5,6,7,8,

i n i n i n

n rs r n rs s n rs

n

i n i n

r s n rs s n rs

n n

H V H V H V

H U H W i

 

  

=

= =

− − −

− + = =



 
 (3.11) 

( )
2 3

2 2

3 3 ,11 3 ,22 1 ,1

0 0

3

2 ,2 4 5

0

, 9,10,11.

  



= =

+ −

=

− − − −

− = + +  +  =

 



j n j n j n j n

n rs r n rs s n rs r n rs

n n

j n j j j rs j rs

s n rs rs rs To o Tin in

n

H W H W H W H U

H V H Q H Q H T H T j
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Giải hệ phương trình (3.11) sẽ nhận được các hệ số 
i

rsU , 
i

rsV , 
j

rsW , tiếp 

tục thay vào (3.10) để xác định các chuyển vị iu , ( )0, 1, 2, 3iv i = , 

( )0, 1, 2jw j = . Từ các phương quan hệ biến dạng và chuyển vị (2.22) tìm 

được các biến dạng  ,  , z ,  , z  và z . Tiếp theo, sử dụng ba biểu 

thức  ,   và   của (2.25) hoặc (2.27) để xác định các ứng suất màng  , 

  và  . Các thành phần ứng suất còn lại được tìm dựa trên phương trình 

cân bằng của lý thuyết đàn hồi không gian (2.46). 

3.2.2. Trường hợp vỏ trụ FGM hai đầu tựa đơn 

Điều kiện biên theo θ là điều kiện tuần hoàn. Điều kiện biên tựa đơn đối 

với vỏ trụ theo   tại 0 = , 
L

R
 =

 
được viết dưới dạng sau: 

 ( ) ( )0, / , 0,N N L R  = =  

 ( ) ( )0, / , 0,M M L R  = =  

 ( ) ( )* *0, / , 0,N N L R  = =  

 ( ) ( )* *0, / , 0,M M L R  = =  

 
( ) ( )

( ) ( )

0, / , 0, 0,1,2,3,

0, / , 0, 0,1,2,

k k

j j

v v L R k

w w L R j

 

 

= = =

= = =
 

Phân tích tải trọng, chuyển vị theo chuỗi lượng giác kép: 

 
1

sin cos ,k km r

m

u U m  


=

=  

 
1

cos sin ,k km r

m

v V m  


=

=   

 
1

sin sin ,j jm r

m

w W m  


=

=  (3.12) 
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1

sin sin ,  r

m

q Q m  


 

=

=  

 
1

1

sin sin ,

sin sin , , 1,2,3....
/

  


   



=



=

 = 

 =  = =





o o r

m

in in r r

m

T T m

r
T T m r

L R

 

Thế (3.12) vào (2.45) và thực hiện một số phép biến đổi cơ bản ta nhận 

được hệ phương trình đại số đối với các hệ số kmU , kmV , jmW : 

 

( )
0

0 0

2 2

1 1 ,11 1 ,22

0

1

2 ,12 3 ,1

0 0

0, 1,2,3,4,

N
l l l

n nm r n nm n nm

n

N N
l l

r n nm r n nm

n n

H U H U m H U

m H V H W l



 

=

−

= =

− − +

− + = =



 

 

 

( )
0

0 0

2 2

2 2 ,11 2 ,22

0

1

1 ,12 3 ,2

0 0

0, 5,6,7,8,

N
i i i

n nm r n nm n nm

n

N N
i i

r n nm n nm

n n

H V H V m H V

m H U m H W i





=

−

= =

− − −

− + = =



 

 (3.13) 

 

( )
0 0

0

1
2 2

3 3 ,11 3 ,22 1 ,1

0 0

2 ,2 4 5

0

, 9,10,11.

 
−

= =

+ −

=

− − − −

− = + +  +  =

 



N N
j j j j

n nm r n nm n nm r n nm

n n

N
j j j j r j r

n nm r r To o Tin in

n

H W H W m H W H U

m H V H Q H Q H T H T j

 

Thực hiện trình tự giải như các bước trong trường hợp panel trụ FGM 

tựa đơn trên bốn cạnh. 

3.3. Phương pháp tính toán vỏ trụ chịu tác dụng của tải trọng hướng 

kính đối xứng trục với các điều kiện biên khác nhau 

Phần này xem xét vỏ trụ FGM chịu tải đối xứng trục. Chuyển vị và tải 

trọng có được như khai triển ở (3.1), (3.2) với 0m = . Do 0iv = , các đại lượng 

không phụ thuộc vào θ (do kết cấu, lực đối xứng trục), hệ phương trình vi 
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phân đạo hàm riêng (2.45) dẫn đến hệ các phương trình vi phân thường tương 

tự như (3.4) và (3.5). 

Nghiệm các phương trình vi phân tổng quát (3.4) và (3.5) có thể được 

biểu diễn dưới dạng tổng của nghiệm các phương trình vi phân thuần nhất và 

nghiệm riêng của các phương trình khi có tải trọng cụ thể. 

3.3.1. Xác định nghiệm của hệ phương trình thuần nhất 

Do các hệ số của phương trình (3.4), (3.5) là không đổi, theo phương 

pháp toán tử, các phương trình này có thể được coi là phương trình đại số và 

biểu diễn phương pháp giải (3.4), (3.5) dưới dạng tổng quát. 

Ở dạng ma trận, hệ phương trình thuần nhất (3.4), (3.5) được viết: 

 00 10 20 30 00 10 20, , , , , , .  = D 0
T

U U U U W W W  (3.14) 

Ma trận D , một ma trận toán tử vuông có kích thước 7 × 7 và có dạng 

như sau: 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10,11 11 11,11 12 12,11 13 13,11 30,1 31,1 32,12 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

10,11 11 11,11 12 12,11 13 13,11 30,1 31,1 32,12 2 2 2

2
3 3

10,11 112

      

      



+ + +

+ + +

+

=D

d d d d d d d
H H H H H H H H H H

d d d d d d d

d d d d d d d
H H H H H H H H H H

d d d d d d d

d
H H H

d

2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3

11,11 12 12,11 13 13,11 30,1 31,1 32,12 2 2

2 2 2 2
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

10,11 11 11,11 12 12,11 13 13,11 30,1 31,1 32,12 2 2 2

9 9 9 9

10,1 11,1 12,1 13,1 3

     

      

   

+ +

+ + +

d d d d d d
H H H H H H H

d d d d d d

d d d d d d d
H H H H H H H H H H

d d d d d d d

d d d d
H H H H H

d d d d

2 2 2
9 9 9 9 9 9

0 30,11 31 31,11 32 32,112 2 2

2 2 2
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

10,1 11,1 12,1 13,1 30 30,11 31 31,11 32 32,112 2 2

11 11 11 11 11 11

10,1 11,1 12,1 13,1 30 30,11

  

      

   

+ + +

+ + +

+

d d d
H H H H H

d d d

d d d d d d d
H H H H H H H H H H

d d d d d d d

d d d d
H H H H H H

d d d d

2 2 2
11 11 11 11

31 31,11 32 32,112 2 2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 + +
  

d d d
H H H H

d d d

 

Giả sử ( )F   là nghiệm của phương trình vi phân sau: 

 ( ) ( )det 0F  =D  (3.15) 

trong đó, ( )det D  là định thức của ma trận D . 

Khi đó, các biểu thức sau cũng là nghiệm của phương trình thuần nhất (3.14): 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

00 1015 25

20 3035 45

00 10 2055 65 75

det , det ,

det , det ,

det , det , det .

 

 

  

= =

= =

= = =

D D

D D

D D D

U F U F

U F U F

W F W F W F

(3.16) 

ở đây, ( )det
ij

D  là định thức của phần bù ma trận D  tương ứng với phần 

tử ( ),i j . 

Thay thế 

=

d
p

d
, 

2

2
=

d
p

d
 vào biểu thức xác định định thức của ma 

trận D , khi đó phương trình vi phân (3.15) có phương trình đặc trưng được 

biểu diễn dưới dạng 

 ( )
6

2 0 2 2

0

0,n

n

n

p S p p G p
=

= =  (3.17) 

Ngoài các nghiệm bằng 0, phương trình (3.17) còn có các nghiệm sau: 

1 1p iq  , 2 2p iq  , 3p , 4p . 

Do đó, ( )G p  có thể được biểu diễn dưới dạng 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 20

6 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2

2 2 3 4 .

     = − + + + − + 
     

  + + − −
 

G p S p p q p p q p p q

p p q p p p p
 (3.18) 

Có bất đẳng thức chặt đối với vỏ mỏng như sau: 

1 2 3 4p p p p  , 1 2q q . 

Giá trị của 1p , 1q  có thể được xác định xấp xỉ bởi các công thức sau: 

0 0 0 0

0 1 0 1
1 10 0 0 0

2 2 2 2

1 1
, .

2 4 2 4

S S S S
p q

S S S S
= − = +  

Đối với nghiệm không của phương trình (3.17), biểu thức (3.16) không có 

nghĩa. Do đó, trong trường hợp này, chỉ quan tâm tới nghiệm của phương trình 

(3.15), tương ứng với các nghiệm khác không của (3.17). Nghiệm này có dạng sau: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

3 3 4 4

1 1 2 1 3 1 4 1

5 2 6 2 7 2 8 2

9 10 11 12

sin cos sin cos

sin cos sin cos

.

p p

p p

p p p p

F C q C q e C q C q e

C q C q e C q C q e

C e C e C e C e

 

 

   

    

   

−

−

− −

= + + + +

+ + + + +

+ + + +

 

Tương ứng với hai nghiệm bằng không của (3.17) có các nghiệm riêng 

tương ứng của phương trình (3.14), bao gồm: 

 
00 13 10 20 30 00 10 20, 0, 0, 0, 0, 0, 0 , = = = = = = = U C U U U W W W

 

00 14 10 20 30 00 14 1 10 14 2 20 14 3, 0, 0, 0, , , . = = = = = = = U C U U U W C k W C k W C k  

trong đó, các hệ số 1 2 3, ,k k k  là nghiệm của hệ phương trình đại số tuyến 

tính sau: 

 

9 9 9 9

30 1 31 2 32 3 10,1

10 10 10 10

30 1 31 2 32 3 10,1

11 11 11 11

30 1 31 2 32 3 10,1

,

,

.

+ + = −

+ + = −

+ + = −

H k H k H k H

H k H k H k H

H k H k H k H
 

Nghiệm riêng thứ nhất tương ứng với dịch chuyển của vỏ như vật rắn 

tuyệt đối dọc theo trục đối xứng. Còn nghiệm riêng thứ hai tương ứng với 

biến dạng kéo-nén dọc trục của vỏ như đối với thanh. 

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình vi phân thuần nhất (3.14) thu 

được dưới dạng 

 
( ) ( ) ( ) ( )00 13 14 1015 25

det , det ,  = + + =D DU C C F U F
  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

20 3035 45

00 14 1 10 14 255 65

det , det ,

det , det ,

 

 

= =

= + = +

D D

D D

U F U F

W C k F W C k F
 (3.19) 

 
( ) ( )20 14 3 75

det .= + DW C k F
 

3.3.2. Điều kiện biên 

Trong mục này, thực hiện cụ thể hóa các điều kiện biên tương ứng với 

các phương trình (3.4), (3.5) trong nghiên cứu vỏ chịu tải trọng đối xứng trục 
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Đối với biên ngàm chặt tại đầu 0 =  hoặc /L R = : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

00 10 20 30

00 10 20

0,

0.

U U U U

W W W

   

  

= = = =

= = =
 (3.20) 

Đối với biên gối tựa tại 0 =  hoặc /L R = : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

00 10 20 30

00 10 20

0,

0.

d d d d
U U U U

d d d d

W W W

   
   

  

= = = =

= = =

 (3.21) 

Đối với biên tự do tại 0 =  hoặc /L R =  , có các biểu thức sau: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

10 00 11 10 12 20

1 1 1 1

13 30 30 00 31 10 32 20

0 :

0,

d d d
N G U G U G U

d d d

d
G U G W G W G W

d

   
  

   


= + + +

+ + + + =

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

10 00 11 10 12 20

2 2 2 2

13 30 30 00 31 10 32 20

0 :

0,

d d d
M G U G U G U

d d d

d
G U G W G W G W

d

   
  

   


= + + +

+ + + + =

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* 3 3 3

10 00 11 10 12 20

3 3 3 3

13 30 30 00 31 10 32 20

0 :

0,

d d d
N G U G U G U

d d d

d
G U G W G W G W

d

   
  

   


= + + +

+ + + + =

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* 4 4 4

10 00 11 10 12 20

4 4 4 4

13 30 30 00 31 10 32 20

0 :

0,

d d d
M G U G U G U

d d d

d
G U G W G W G W

d

   
  

   


= + + +

+ + + + =

(3.22) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

5 5 5

10 00 11 10 12 20

5 5 5 5

13 30 30 00 31 10 32 20

0 :

0,

d d d
Q G U G U G U

d d d

d
G U G W G W G W

d

   
  

   


= + + +

+ + + + =
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

6 6 6

10 00 11 10 12 20

6 6 6 6

13 30 30 00 31 10 32 20

0 :

0,

d d d
S G U G U G U

d d d

d
G U G W G W G W

d

   
  

   


= + + +

+ + + + =

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* 7 7 7

10 00 11 10 12 20

7 7 7 7

13 30 30 00 31 10 32 20

0 :

0.

d d d
Q G U G U G U

d d d

d
G U G W G W G W

d

   
  

   


= + + +

+ + + + =

 

Các hệ số 
k

ijG nhận được trực tiếp từ các biểu thức xác định các thành 

phần nội lực suy rộng tương ứng. 

3.3.3. Xác định nghiệm riêng ứng với các dạng tải trọng cục bộ đối xứng 

trục khác nhau 

Để xác định nghiệm riêng của hệ phương trình vi phân (3.4) và (3.5) sử 

dụng phép biến đổi Laplace. Ký hiệu hàm ảnh tương ứng với các hàm chuyển 

vị và tải trọng như sau: 

( ) ( )00 00
ˆ , U U p

 
( ) ( )10 10

ˆ , U U p ( ) ( )20 20
ˆ , U U p

 
( ) ( )30 30

ˆ , U U p
 

( ) ( )00 00
ˆ , W W p

 
( ) ( )10 10

ˆ , W W p
  

( ) ( )20 20
ˆ , W W p

 ( ) ( )0 0 .Q Q p 
 

Theo quy tắc lấy vi phân hàm nguồn, có được: 

( ) ( ) 1

00 00 00
ˆ ,


 −

d
U pU p C

d  
( ) ( )

2
2 1 1

00 00 00 012
ˆ ,


 − −

d
U p U p pC C

d  

( ) ( ) 1

10 10 10
ˆ ,


 −

d
U pU p C

d  
( ) ( )

2
2 1 1

10 10 10 112
ˆ ,


 − −

d
U p U p pC C

d  

( ) ( ) 1

20 20 20
ˆ ,


 −

d
U pU p C

d  
( ) ( )

2
2 1 1

20 20 20 212
ˆ ,


 − −

d
U p U p pC C

d  
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( ) ( ) 1

30 30 30
ˆ ,


 −

d
U pU p C

d  
( ) ( )

2
2 1 1

30 30 30 312
ˆ ,


 − −

d
U p U p pC C

d  

( ) ( ) 3

00 00 00
ˆ ,


 −

d
W pW p C

d  
( ) ( )

2
2 3 3

00 00 00 012
ˆ ,


 − −

d
W p W p pC C

d  

( ) ( ) 3

10 10 10
ˆ ,


 −

d
W pW p C

d  
( ) ( )

2
2 3 3

10 10 10 112
ˆ ,


 − −

d
W p W p pC C

d  

( ) ( ) 3

20 20 20
ˆ ,


 −

d
W pW p C

d  
( ) ( )

2
2 3 3

20 20 20 212
ˆ .


 − −

d
W p W p pC C

d  

ở đây, các hằng số 
k

ijC  là các hằng số tích phân và được xác định thông qua 

các điều kiện biên tại các biên. Tuy nhiên, do chỉ quan tâm tới nghiệm riêng của 

hệ phương trình vi phân (3.4), (3.5), nên có thể đặt các hằng số 0k

ijC = . 

Mặt khác, đối với các tải trọng nhiệt độ 0oT  và 0 inT , ta có phép biến 

đổi sau: 

 
0 0 / ,  o oT T p

 
0 0 / .  in inT T p

 

Khi đó, hệ phương trình (3.4), (3.5) trong phép biến đổi Laplace có dạng 

như sau: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

10 10,11 00 11 11,11 10

2 2

12 12,11 20 13 13,11 30

30,1 00 31,1 10 32,1 20 0, 1 4,

l l l l

l l l l

l l l

H H p U p H H p U p

H H p U p H H p U p

H pW p H pW p H pW p l

+ + + +

+ + + + +

+ + + = = 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

30 30,11 00 31 31,11 10

j j j jH H p W p H H p W p+ + + +  (3.23) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

32 32,11 20 10,1 00 11,1 10

j j j jH H p W p H pU p H pU p+ + + + +  

 

( ) ( )

( ) ( )

12,1 20 13,1 30

0 0
4 0 5 0 , 9 11.+ −

+ + +

 + 
= + + = 

j j

j j
j j To o Tin in

H pU p H pU p

H T H T
H Q p H Q p j

p

 



77 

Do hệ phương trình (3.23) là hệ phương trình đại số tuyến tính, nên 

nghiệm của nó có thể tìm được bằng tổng các nghiệm thành phần tương ứng 

với từng dạng tải trọng ở vế phải. Vì vậy, trong phần tiếp theo của mục này, 

luận án sẽ trình bày kết quả xác định nghiệm riêng tương ứng với một số dạng 

tải trọng hay gặp trong thực tế tính toán. Không mất tính tổng quát, có thể đặt 

biểu thức tải trọng ở vế phải của hệ (3.23) ứng với ba phương trình cuối tương 

ứng là ( )9

qH Q p , ( )10

qH Q p  và ( )11

qH Q p . 

Biểu thức nghiệm của các hàm ảnh ( )0iU p  và ( )0jW p  có dạng phân 

thức theo p, cụ thể như sau : 

 

( ) ( )
( )

00

5
2

0
00 ,

i i

U

i

f p

U p Q p
pG p

==


 

( ) ( )
( )

10

4
2

0
10 ,

i i

U

i

p f p

U p Q p
G p

==


 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

20 30

4 4
2 2

0 0
20 30,  ,

i i i i

U U

i i

p f p p f p

U p Q p U p Q p
G p G p

= == =
 

 (3.24) 

 

( ) ( )
( )

00

5
2

0
00 ,

i i

W

i

f p

W p Q p
G p

==


 

( ) ( )
( )

10

5
2

0
10 ,

i i

W

i

f p

W p Q p
G p

==


 

 

( ) ( )
( )

20

5
2

0
20 .

i i

W

i

f p

W p Q p
G p

==


 

Trong đó, các hệ số ,

i

U Wf  là các hằng số phụ thuộc vào các tham số hình 

học vỏ và cơ tính của vật liệu, đa thức ( )G p  được xác định từ biểu thức 

(3.17). Do ( )G p  có thể phân tích được dưới dạng tích của các tam thức bậc 

hai (3.18), nên biểu thức xác định các hàm ảnh ( )0iU p , ( )0jW p  có thể phân 

tích thành dạng sau: 
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( ) ( )
( ) ( )

00 00 00 00

00 00 00

0 1 2 2 3 32

00 2 22 2
1

0 1 054

2 2
3

,

i i i i

U U U U

i
i i i i

i i

U U U

i i

p p p
U p Q p

p p q p p q

p

p p p

   

  

=

=


+ + +

= +
   − + + +    

+ 
+ + 

− 




 

 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0

0 1 2 2 3 32

0 2 22 2
1

0 14

2 2
3

, 1,2,3,

k k k k

k k

i i i i

U U U U

k

i
i i i i

i i

U U

i i

p p p
U p pQ p

p p q p p q

p
k

p p

   

 

=

=


+ + +

= +
   − + + +    

+ 
+ =

− 





 (3.25) 

 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0

0 1 2 2 3 32

0 2 22 2
1

0 14

2 2
3

, 0,1,2.

l l l l

l l

i i i i

W W W W

l

i
i i i i

i i

W W

i i

p p p
W p Q p

p p q p p q

p
l

p p

   

 

=

=


+ + +

= +
   − + + +    

+ 
+ =

− 




 

Các hệ số ,

ij

U W trong các biểu thức nêu trên tìm được bằng cách đồng 

nhất các hệ số của đa thức theo p nằm trên tử số của (3.24) và (3.25). Các 

phân thức trong (3.25) là các hàm chuẩn có thể xác định được hàm nguồn 

thông qua phép biến đổi Laplace ngược. Do vậy, việc phân tích hàm ảnh dưới 

dạng tổng các phân thức dạng (3.25), cho phép tìm được biểu thức nghiệm 

riêng đối với các thành phần chuyển vị dưới dạng tường minh. Dưới đây, thực 

hiện trình bày kết quả xác định nghiệm riêng đối với các thành phần chuyển 

vị tương ứng với một số dạng tải trọng hay gặp trong thực tế. 

a) Tải trọng cục bộ hướng tâm phân bố đều trên một đoạn 

Xét vỏ trụ FGM dưới tác dụng của tải trọng cục bộ phân bố đều trên một 

đoạn được biểu diễn như Hình 3.1. Quy luật biến đổi của tải trọng xác định 

như sau: 
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 ( )
1

0 1 2

2 0

0,  0 ,

,  ,

0,  .

khi

Q Q khi

khi

 

   

  

 


=  
  

 (3.26) 

ở đây, 0  biểu thị độ dài tương đối của vỏ, được xác định bởi biểu thức 

0 /L R = , trong đó L là chiều dài của vỏ. 

 

Hình 3.1. Vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm phân bố đều trên một đoạn 

Hàm ảnh của tải trọng nêu trên được xác định bởi biểu thức: 

 ( )
1 2

0 .
p pe e

Q p Q
p

 − −−
=  (3.27) 

Thay (3.27) vào (3.25) và thực hiện phép biến đổi Laplace ngược, ta có: 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
00

2 2
1 1

00 0 12
2 2

1 1

1
1 , 1

j i

j U i j

j i
i i i i

U Q Z
p q p q

      
−

= =


 = − − − + 

+

   

( ) ( ) ( ) 00

00 00 00

04
2 3 4

2 3 4 2
3

4
, , ,

i

Ui i i

U i j U i j U i j

i i

Z Z Z
p


        

=

+ + + + 
   

( )
( ) ( )00

00

1

2 03
2

sinh sinh 2 ,
2

i
i j U

i j U j

i

p
p

p

  
    

− 
 + − + − 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
0

2 2
1 1

0 0 12 2
1 1

1
1 ,

k

j i

k j U i j

j i i i i i

U Q Z
p q p q

      
−

= =


= − − + +

   

 ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 3 4

2 3 4, , ,
k k k

i i i

U i j U i j U i jZ Z Z         + + + +
  (3.28) 

( ) ( )0

0

04
1

3

sinh cosh , 1,2,3,k

k

i

U i

i j U i j

i i

p p k
p


    

=


   + − + − =   


  

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
0

2 2
1 1

0 0 12
2 2

1 1

1
1 , 1

l

j i

l j W i j

j i
i i i i

W Q Z
p q p q

      
−

= =


 = − − − + 

+

   

( ) ( ) ( )
0 0 0

2 3 4

2 3 4, , ,
l l l

i i i

W i j W i j W i jZ Z Z         + + + +
  

( )
( )0 0

0 14
2

2
3

4 2
sinh sinh , 0,1,2.

2
l l

i i
i jW W

i j

i i i

p
p l

p p

  
 

=

− 
+ + − =


  

Trong đó ( )j  −  là hàm Heaviside và có các ký hiệu sau: 

( ) ( )( ) ( )( )1 , cosh cos ,i i iZ p q     = − −  

( ) ( )( ) ( )( )2 , cosh sin ,i i iZ p q     = − −  

( ) ( )( ) ( )( )3 , sinh cos ,i i iZ p q     = − −  

( ) ( )( ) ( )( )4 , sinh sin .i i iZ p q     = − −  

Các hệ số   và   với các chỉ số chữ và số trong biểu thức (3.28) được 

xác định bởi các công thức 

( )
0 0

1 3 2 22 ,
k k

i i

U U i i i ip q p q = +  ( )
0 0 0

2 2 2 2 0 ,
k k k

i i i

U i U i i Up p q   = + +
   

( )
0 0 0

3 2 2 2 0 ,
k k k

i i i

U i U i i Uq p q   = + −
  ( ) ( )

0 0 0

4 2 2 3 2 2 1 ,
k k k

i i i

U i i U i i Up q p q   = + − +
   

( ) ( )
00 0 00 0 00 0

2 2 2 3 2 2 1

, , , ,
l l l

i i i

U W i i i U W i i U Wp p q p q   = + + +
  00 0 00 0

1 0

, ,2 ,
l l

i i

U W U W i ip q = −  
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( ) ( )
00 0 00 0 00 0

3 2 2 3 2 2 1

, , , ,
l l l

i i i

U W i i i U W i i U Wq p q p q   = + + −
   

( ) ( )
00 0 00 0 00 0

2
4 2 2 2 0 2 2

, , , ,
l l l

i i i

U W U W i i U W i ip q p q  = + + −  1,2, 0,1,2, 1,2,3.i l k= = =  

Biểu thức (3.28) cho phép xác định nghiệm cụ thể cho bất kỳ vị trí của 

tải và cho độ lớn của tải. Thế vào biểu thức (3.28) 1 2 00,  = = , ta có được 

nghiệm riêng khi tải tác động lên toàn bộ bề mặt của vỏ 

( )
( )

( )( ) ( )
00 00

2
1 2

00 0 1 22
2 2

1

1
,0 1 ,0i i

U i U i

i
i i i i

U Q Z Z
p q p q

    
=




= − + + 
+


   

       

( ) ( )

( )

00 00

00 00

00

3 4

3 4

0 14
2 03

2
3

,0 ,0

4 2
sinh 2 sinh 2 ,

i i

i U U i

i i

U U

i i U

i i i

Z Z

p p
p p

   

 
   

=

+ + +


+ + + 




 (3.29) 

( )
( )

( ) ( ) ( )
0 0 0

2
1 2 3

0 0 1 2 32 2
1

1
,0 ,0 ,0

k k k

i i i

k U i U i U i

i i i i i

U Q Z Z Z
p q p q

      
=


= + + + +

  

( ) 0

0 0

04
4 1

4

3

,0 sinh cosh , 1,2,3,k

k k

i

Ui i

U i i U i

i i

Z p p k
p


    

=


+ + + =


  

( )
( )

( )( ) ( )
0 0 0

2
1 2 3

0 0 1 22
2 2

1

1
,0 1 ,0

l l l

i i i

l W i W i W

i
i i i i

W Q Z Z
p q p q

     
=




= − + +  
+

         

( ) ( ) 0 0

0

0 14
4 2

3 4 2
3

4 2
,0 ,0 sinh sinh , 0,1,2.

2
l l

l

i i

W Wi i
i W i i

i i i

p
Z Z p l

p p

 
   

=


 + + + =




 

Trong công trình này, luận án chỉ giới hạn nghiên cứu nhiệt độ phân bố 

đều trên toàn bộ bề mặt vỏ, nên công thức (3.29) cũng được dùng để xác định 

các nghiệm riêng tương ứng với từng thành phần nhiệt độ 0oT , 0 inT . 
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b) Tải trọng cục bộ hướng tâm phân bố theo quy luật hàm đa thức bậc hai 

Xét vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm thay đổi dọc trục theo 

quy luật hàm tam thức bậc hai (Hình 3.2). Biểu thức xác định tải trọng như sau: 

 ( )
1

2

2 1 0 1 2

2 0

0,  0 ,

,  ,

0,  .

khi

Q Q Q Q khi

khi

 

     

  

 


= + +  
  

 (3.30) 

Hàm ảnh của tải trọng nêu trên được xác định bởi biểu thức 

 ( ) ( )1 20 1 2

2 3
.p pQ Q Q

Q p e e
p p p

 − − 
= + + − 
 

 (3.31) 

 

 

Hình 3.2. Vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm theo quy luật hàm tam 

thức bậc hai 

Thay (3.31) vào (3.25) và chuyển hệ phương trình nhận được từ hàm ảnh 

về hàm nguồn, ta được nghiệm riêng sau: 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
00

2 2
1 1

00 14
2 2

1 1

1
1 ,

2

j ij

j U i j

j i
i i i i

U Z
p q p q

      
−

= =




= − − + 
+

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
00 00 00

2
2 3 4 2 2

2 3 4 5 0, , , 2ij ij ij

U i j U i j U i j i i i i iZ Z Z p q p q Z         + + + + + +  
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( ) ( )00

00

04
22 2 0

2 4 3
3

2 1
8 cosh 1

i

Ui

i i i i U i j

i i i

Q
p q p q Q p

p p


  

=

  + − + − − + 
    

( ) ( ) ( )
00 00 00

0 1 2 2 1

1 2 0 1 2 2sinh 2 2i i i

i j U j U i j j Up Q Q p Q Q Q Q         − + + + + + +
   

( )
( ) ( ) 

00 00

2 0 2 1

0 1 2 1 22

1
2sinh 2

2

i j i i

U j j U j

i

p
Q Q Q Q Q

p

 
    

 −
+ + + + + −



 

 
( ) ( ) 

00 00

0 1

1 2 22i i

j U j UQ Q Q       − − + + + +
    (3.32) 

( )
( ) ( )00

05

2 2

0 1 26 3 2 ,
6

U j

j j jQ Q Q
  

     
−  + + + + + +  


 

( ) ( ) ( )
( )

( )
0 0

2 2
1 1 2

0 13
2 2

1 1

1
1 ,

2
k k

j ij ij

k j U i j U

j i
i i i i

U Z
p q p q

       
−

= =




= − − +  
+

   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3 4 2 2

2 3 4, , , 2
k k

ij ij

i j U i j U i j i i i iZ Z Z p q p q        + + + +   

( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

0 0 0

0 0

4
1 0 1 2

2 1 2 0 1 2

3

1 2 0 2 2

1 2 2 0 1 23

2 2 cosh

sinh
2 2

       

 
    

=

 + + + + + − +


−
 + + + + + + +
 

k k k

k k

i i i

U U U j j i j

i

i j i i

U i j U i j j

i

Q Q Q Q Q Q p

p
p Q Q Q p Q Q Q

p

     

( )
( )( ) ( )

0 0 0

2

1 0 0

2 1 2 22

2
sinh 2 2 ,

2

 
     

  −   + + + − − 
      

k k k

i j i i i

U U j U j

i

p
Q Q Q Q

p
                                                                                                     

1,2,3k =  

( ) ( ) ( )
( )

( )
0 0

2 2
1 1 2

0 14
2 2

1 1

1
1 ,

2
l l

j ij ij

l j W i j W

j i
i i i i

W Z
p q p q

       
−

= =




= − − +  
+

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2
3 4 2 2

2 3 4 6, , , 2
l l

ij ij

i j W i j W i j i i i i ilZ Z Z p q p q Z         + + + + +  
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( ) ( )0

0

04
22 2 0

2 4 3
3

2 1
8 cosh 1l

l

i

Wi

i i i i W i j

i i i

Q
p q p q Q p

p p


  

=

  + − + − − + 
    

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 1 2 2 1

1 2 0 1 2 2sinh 2 2
l l l

i i i

i j W j W i j j Wp Q Q p Q Q Q Q         − + + + + + +
   

( )
( ) ( ) 

0 0

2 0 2 1

0 1 2 1 22

1
2sinh 2

2 l l

i j i i

W j j W j

i

p
Q Q Q Q Q

p

 
    

 −
+ + + + + −



 

( ) ( )  0 0

0 1

1 2 22 ,
l l

i i

j W j WQ Q Q       − − + + +
  

     0,1,2,l =  

ở đây, sử dụng các ký hiệu sau: 

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 2 1 2

5 2 1 0 2 1 22 2 ,
s s s

i i i

is U U UZ Q Q Q Q Q Q      = + + + + +  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 2 1 2

6 2 1 0 2 1 22 2 ,
l l l

i i i

il W W WZ Q Q Q Q Q Q      = + + + + +  

( ) ( )00 0 00 0

2
1 2 2 0 2

, , 2 1 02
l l

ij i

U W i i i i U W j jp q p q Q Q Q   = − + + + +
  

( ) ( )
00 0 00 0 00 0

1 2 0 2 2

, 1 2 , 2 , 22 2 4 ,
l l l

i i i

U W j U W U W i iQ Q Q Q p q   + + + + −
  

( ) ( ) ( )
 ( )( )

00 0 00 0 00 0

00 0 00 0

2
2 2 2 2 1 3 2 2

, 2 1 0 , ,

2 0 2 2

, 2 , 1 22 3 2

l l l

l l

ij i i

U W i i j j U W U W i i

i i

U W U W i i j

p q Q Q Q p q

Q p q Q Q

    

  

 = + + + + + −
 

− + − + +

 

( ) ( ) ( )
00 0 00 0

2 2
3 2 2 1 2 2 2 2

2 , ,2 3 ,
l l

i i

U W i i U W i i i i iQ p q p q p p q  + + + − +
  

 

( ) ( ) ( ) ( )00 0 00 0

2
3 2 2 2 2 2 3 2 2

, 2 1 0 ,l l

ij i

U W i i i i i j j U W i iq p q p q Q Q Q p q   = + + + + + −
  

( ) ( ) ( )
00 0 00 0 00 0

2
1 0 2 2 2 2 2

, , , 1 23 2
l l l

i i i

U W U W i i U W i i jp q p q Q Q    − − − + + + −   
 

( ) ( ) 00 0 00 0

2
3 2 2 1 2 2

2 , ,2 3 ,
l l

i i

U W i i U W i iQ p q p q  − + + −
  

 

( ) ( ) ( )00 0 00 0

2 2
4 2 2 2 2 2 2

, 2 1 0 ,l l

ij i

U W i i j j U W i ip q Q Q Q p q   = + + + + +
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( ) ( ) ( ) ( )00 0 00 0 00 0

2
0 2 2 3 2 2 1 2 2

, , , 1 22
l l l

i i i

U W i i U W i i U W i i jp q p q p q Q Q    + − + + + − + +
   

 

 ( ) ( )( ) 00 0 00 0

2 2
0 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 , ,2 4 ,
l l

i i

U W i i i i U W i i i iQ p q p q p q p q  + − − + − +
  

  

( ) ( ) ( )
0 0 0

2
1 2 2 3 2 2 2 1

2 1 0 22 2
k k k

ij i i

U i i i i U i i j j Up q p q p q Q Q Q Q    = + + + + − −


 

( )
0

0

1 22 ,
k

i

U jQ Q  − +
  

( ) ( ) ( )0 0 0

2
2 2 2 3 2 2 1

2 12
k k k

ij i i

U i i i U i i U jp p q p q Q Q    = + + + + +
   

( ) ( ) 

( ) ( )

0 0

0 0

2 2 2 2 0

2 1 0

2
2 2 2 0 2 2

22 3 ,

k k

k k

i i

j j U i i U

i i

U i i U i i

Q Q Q p q

Q p q p q

   

 

 + + + + +
 

 + + + −
  

 

( ) ( ) ( )0 0 0

2
3 2 2 3 2 2 1

2 12
k k k

ij i i

U i i i U i i U jq p q p q Q Q    = + + − + +
   

( ) ( ) 0 0

2 2 2 2 0

2 1 0 k k

i i

j j U i i UQ Q Q p q    + + + + − −
 

 

( ) ( )
0 0

2
2 2 2 0 2 2

22 3 ,
k k

i i

U i i U i iQ p q p q  − + + −
  

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

2
4 2 2 2 2 3 2 2 1 2

2 1 0k k k

ij i i

U i i i i U i i U j jp q p q p q Q Q Q     = + + − + + + +
   

( ) ( ) ( )
0 0

2
2 2 2 0 2 2

2 12
k k

i i

U i i U i i jp q p q Q Q   + + + − + +
  

 

( ) ( ) 0 0

2
3 2 2 1 2 2

22 ,
k k

i i

U i i U i iQ p q p q  + + + −
  

   

1,2,i =  1,2,j =  0,1,2,l =  1,2,3.k =  

c) Tải trọng cục bộ hướng tâm phân bố theo quy luật hàm sin 

Xét vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm thay đổi dọc trục theo 

quy luật hàm sin (Hình 3.3). Quy luật biến thiên tải trọng được xác định theo 

công thức (3.33). 
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( ) ( )
1

33 0 1 2

2 0

0,  0 ,

sin ,  ,

0,  .

khi

Q Q n khi

khi L R

 

     

  

+

 


= +  


  =

 (3.33) 

ở đây, hàm ảnh của tải trọng (3.33) được xác định theo biểu thức (3.34) 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

1 0

2 2
1

1 cos sin
jp

j

j j

j

Q e
Q p n n p n

p n



   
−

−

=

 = − + + +
 +

  (3.34) 

 

Hình 3.3. Vỏ trụ FGM chịu tải trọng cục bộ hướng tâm theo quy luật hàm sin 

Thay thế (3.34) vào (3.25) và chuyển hệ phương trình nhận được từ hàm 

ảnh về hàm nguồn, ta được nghiệm riêng sau: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

00 0 2
2 2 2 2 2 2 2

1 1

1
1

2 4

j

j

j i
i i i i i i i

U Q
p q p q n p q n q

   
−

= =




= − − 
 + + + −
  

   

( ) ( ) ( ) ( )
00 00 00 00

1 2 3 4

1 2 3 4, , , ,ij ij ij ij

i j U i j U i j U i j UZ Z Z Z            + + + −
  

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

00 00

00 00

1 5

4
0 1

7 72 2
3

cos sin

1
cos , ,

ij ij

U j U j

i i

j i j U U i j

i i

n n

d
n Z Z

n p d

     

       
=

− − + − +


 
+ + + + + 


 

( )
( ) ( )

00 00

2
0 1

7 72

sin
, ,

j i i

U i j i j U

n d d
Z Z

n d d

 
     

 

+ 
+ + +
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( ) ( ) ( ) ( )00

05

22cos sin sin sin ,
2

U

j j j j

n
n n n

n


       

 
+ + − + + −  

 

 

( ) ( ) ( )
( )

2 2
1

0 0 2
2 2 2 2 2

1 1

1
1

2 4

j

k j

j i
i i i i i

U Q
p q n p q n q

   
−

= =




= − − 
 + + −
  

   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

1 2 3 4

1 2 3 4, , , ,
k k k k

ij ij ij ij

i j U i j U i j U i j UZ Z Z Z            + + + +
  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

2 3 1

2 2 0

cos 2 sin

cos sin 2

k k

k k

i i

j U U j

i i

U U j j

n n n n n

n n n n

     

     

+ − − + −

− − + + − 
  (3.35) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

2 3 1 2 2 0cos sin
k k k k

i i i i

U U j U U jn n n n n         − + + − + +


  

( ) ( ) ( )( )
0

4
0

2 2
3

1
cos cosh cos

k

i

j U i j j

i i

n n p n
n p

      
=

+ + − − − +
+



 ( ) ( )( )
0

1 sinh sin
k

i

U i i j jp p n n     + − + − +


 

( ) ( ) ( ))(

( ) ( )( ) 
0

0

0

1 2 2

sin sinh sin

cosh cos , 1,2,3,

k

k

i

j U i i j j

i

U i i j j

n p p n n

p p n n k

      

    

+ + − + − +


+ − + − =


 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

0 2
2 2 2 2 2 2 2

1 1

1
1

2 4

j

l j

j i
i i i i i i i

W
p q p q n p q n q

   
−

= =




= − − 
 + + + −
  

   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

1 2 3 4

1 2 3 4, , , ,
l l l l

ij ij ij ij

i j W i j W i j W i j WZ Z Z Z            + + + −
  

( )( ) ( )( ) ( )
0 0

4
1 5

2 2
3

1
cos sin cos

l l

ij ij

W j W j j

i i

n n n
n p

       
=

− − + − + + 
 +
  

( ) ( )
( )

0 0

0 1

7 7

sin
, ,

l l

ji i

i j W W i j

nd
Z Z

d n

 
     



+ 
 + +  
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( ) ( )
0 0

2 1
0 1 0

7 72
, , , 0,1,2,

l l

l
i i

W i j W i j

d d Q R
Z Z l

d d E
     

 

−  
 + = 
  

 

ở đây, ( ) ( )( ) ( )( )7 , sinh sini i

i

n
Z p n

p
     = − − −  

Các hệ số ,

ij

U W  và ,

ij

U W  được xác định theo các công thức sau: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
00 0 00 0 00 0

00 0 00 0

1 2 2 2 3 1

, , ,

2 2 0

, ,

2 cos

sin ,

l l l

l l

ij i i

U W i i i i U W U W j

i i

U W U W j

p q p q n n n

n n

    

   

= + − + +

+ − +
 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

00 0 00 0 00 0

00 0 00 0

2 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , ,

2
2 2 1 2 2 2 3 2 2

, ,

2 2 2

3

cos

3 sin ,

l l l

l l

ij i i

U W i U W i i U W i i i i

i i

j i i U W i i U W i i

i i j

p n n p q p q n p q

n p q n p q p q

n p q n

  

   

 

 = + − + + + + 
 

 + + + + + + + +


+ − +


 

( ) ( )( )00 0 00 0 00 0

3 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , ,3
l l l

ij i i

U W i U W i i U W i i i iq n n p q p q n p q   = − + − + + − − 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
00 0

00 0

2 2 1 2 2 2

,

2
3 2 2 2 2 2

,

cos

3 sin ,

l

l

i

j i i U W i i

i

U W i i i i j

n p q n p q

p q n p q n

  

  

 + + + − − +

 + + + − +
  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

00 0 00 0 00 0

00 0

2
4 2 2 0 2 2 2 2 2 2

, , ,

2 2 2 1 2 2 2

,sin

l l l

l

ij i i

U W i i U W i i U W i i

i

i i j U W i i

p q n p q p q

n p q n n n p q

  

  

= + + − + + +


+ − + + + − +


 

 ( ) ( ) ( )00 0

2
3 2 2 2 2 2

, cos ,
l

i

U W i i i i jp q n p q n   + + + − +
  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
00 0 00 0 00 0

00 0 00 0

5 2 2 2 3 1

, , ,

2 2 0

, ,

2 sin

cos ,

l l l

l l

ij i i

U W i i i i U W U W j

i i

U W U W j

p q p q n n n

n n

    

   

= + − + −

− − +
 

( ) ( )
0 0 0

1 2 2 02 cos
k k k

ij i i

U i i U U jp q n n n    = − + +  
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( ) ( ) ( ) 0 0

2
3 2 2 2 2 2 2 1sin 2 ,

k k

i i

j U i i i i Un p q n p q n    + + + + − +
  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

2
2 3 2 2 2 2 2

2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos 3

sin 3

k k

k k

ij i

U i j U i i i i

i i

U i i j U i i i i

p n n p q n p q

n p q n p q n p q

   

   

= + + + − +


+ + + + + + + − +
 

 

( ) 0

0 2 2 2 ,
k

i

U i in p q + + +


 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

2
3 3 2 2 2 2 2

2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos 3

sin 3

k k

k k

ij i

U i j U i i i i

i i

U i i j U i i i i

q n n p q n p q

n p q n p q n p q

   

   

= + + + − +


+ − − + + + + − +
 

 

( ) 0

0 2 2 2 ,
k

i

U i in p q + − −


 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2
4 2 2 2 2 2 2 0 2 2 2cos

k k k

ij i i

U j U i i i i U i in n p q n p q n p q     = + + + − + + − +
  

 

( ) ( ) ( )
0

2
1 2 2 2 2 2sin

k

i

j U i i i in p q n p q  + + + + − +


 

( ) ( ) ( )( )0

2 2
3 2 2 2 2 2 2 2 2 24 .

k

i

U i i i i i i i ip q p q n p q p q 
+ + − + − −

  

Kết hợp các nghiệm riêng (3.28), (3.29), (3.32), (3.35) với nghiệm thuần 

nhất (3.19) của hệ phương trình vi phân thuần nhất ta được biểu thức xác định 

các thành phần chuyển vị như sau: 

( ) ( ) ( ) ( )00 13 14 00 10 1015 25
ˆ ˆdet , det ,  = + + + = +D DU C C F U U F U

  

( ) ( ) ( ) ( )20 20 30 3035 45
ˆ ˆdet , det , = + = +D DU F U U F U

 

( ) ( ) ( ) ( )00 14 1 00 10 14 2 1055 65
ˆ ˆdet , det , = + + = + +D DW C k F W W C k F W

 

 ( ) ( )20 14 3 2075
ˆdet ,= + +DW C k F W  (3.36)
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

3 3 4 4

1 1 2 1 3 1 4 1

5 2 6 2 7 2 8 2

9 10 11 12

sin cos sin cos

sin cos sin cos

.

 

 

   

    

   

−

−

− −

= + + + +

+ + + + +

+ + + +

p p

p p

p p p p

F C q C q e C q C q e

C q C q e C q C q e

C e C e C e C e

 

Các hằng số tích phân 1 14C C  được xác định từ các điều kiện biên 

(3.20), (3.21), (3.22) tương ứng. Việc áp dụng phép biến đổi Laplace trong 

giải bài toán biên theo hướng tiếp cận giải tích cho thấy, phương pháp nghiên 

cứu rất hiệu quả đối với trường hợp vỏ chịu tải trọng phân bố cục bộ. Trong 

trường hợp này, nếu sử dụng cách tiếp cận thông thường, ta phải sử dụng 

chuỗi xấp xỉ với số lượng phần tử lớn mới đạt được độ chính xác cho phép.  

Cách tiếp cận đã trình bày ở trên đây có thể mở rộng cho trường hợp vỏ 

chịu tác dụng của tải trọng tập trung, tải trọng có các dạng phân bố khác nhau, 

với điều kiện có thể xác định được biểu thức tường minh của biểu thức 

nghiệm trong phép biến đổi Laplace ngược. Đồng thời, việc sử dụng công 

thức nghiệm (3.36) để xác định các thành phần chuyển vị có thể áp dụng cho 

các dạng điều kiện biên khác nhau. 

3.4. Bài toán kiểm chứng 

3.4.1. Kiểm chứng cho bài toán vỏ chịu tải trọng cơ  

a) So sánh với phương pháp phần tử hữu hạn bán giải tích 

Xét vỏ trụ FGM hai đầu được ngàm chặt. Các tham số tính toán đầu vào được 

trình bày trong công trình [90] do Santos, Reddy và cộng sự thực hiện, cụ thể như 

sau: chiều dài 0.381 mL = , bán kính 0.1905 mR = , chiều dày 0.000501 mh = ; 

bề mặt trong là gốm (Zirconia) với 0.2980c = , 168.06 GPacE = , bề mặt ngoài 

là thép không gỉ (stainless steel) với 0.3178m = , 207.79 GPamE = ; vỏ chịu tác 

dụng của áp suất ngoài đối xứng trục 1000 Paq+ = . Trong Bảng 3.1 trình bày kết 

quả tính toán độ võng w  (đơn vị là mét) tại vị trí giữa vỏ đối với mô hình lý thuyết 

hiện tại 0 2N = , 0 3N = . Để so sánh kết quả tính toán, ta sử dụng các kết quả tương 
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ứng với mô hình phần tử hữu hạn bán giải tích “60 Elements”, “90 Elements” và 

“120 Elements” trình bày trong trích dẫn [90]. 

Bảng 3.1. Chuyển vị 710w w=   của vỏ trụ FGM ở vị trí giữa vỏ 

  
60 Elements 

[90] 

90 Elements 

[90] 

120 Elements 

[90] 
0 2N =  0 3N =  

10 -3.864 -3.859 -3.857 -3.857 -3.856 

5 -3.794 -3.789 -3.787 -3.787 -3.786 

1 -3.511 -3.506 -3.504 -3.504 -3.504 

1/4 -3.289 -3.284 -3.282 -3.282 -3.282 

1/6 -3.249 -3.244 -3.243 -3.243 -3.243 

1/8 -3.228 -3.223 -3.221 -3.221 -3.221 

Phân tích các số liệu trình bày trong Bảng 3.1, cho thấy kết quả tính toán 

theo các mô hình cấp hai 0 2N =  và cấp ba 0 3N =  sử dụng trong bài báo này 

hầu như trùng khớp hoàn toàn với kết quả tính toán sử dụng mô hình phần tử 

hữu hạn bán giải tích “120 Elements” trình bày trong [90]. Điều này chứng tỏ 

mô hình tính toán được sử dụng đảm bảo độ tin cậy. 

b) So sánh với phương pháp đàn hồi 3D cho panel trụ FGM 

Xét panel trụ FGM với các cạnh tựa đơn. Các tham số tính toán đầu vào 

được trình bày trong công trình [25] do Brischetto thực hiện, cụ thể như sau: 

bán kính 10 mR = , chiều dài vỏ 1 mL = , chiều dài cung 
3

b R


= , chiều dày 

tương đối /R h  thay đổi, bề mặt trong là kim loại (Aluminum Alloy Al2024) 

với 0.3m = , 73 GPamE = , bề mặt ngoài là ceramic (Alumina Al2O3) với 

0.3c = , 380 GPacE = . Vỏ chịu tác dụng của tải pháp tuyến ngang dạng sin 

phân bố trên bề mặt ngoài 0 sin sin
/ /

q Q
L R b R

 
 + = , 0 1 PaQ = . Trong 
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Bảng 3.2 trình bày kết quả tính toán chuyển vị 1010w w=   ( w  có đơn vị là 

mét) tại vị trí chính giữa vỏ đối với các giá trị chiều dày tương đối /R h , số 

mũ thể tích vật liệu   khác nhau và so sánh với các kết quả tính toán theo lý 

thuyết đàn hồi 3D trong [25], lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất, lý thuyết lớp 

độc lập LW4 trong [26]. 

Phân tích kết quả so sánh trong Bảng 3.2 cho thấy, đối với vỏ trụ ngắn mô 

hình cấp ba 0 3N =  cho kết quả tính toán gần với lý thuyết đàn hồi 3D và mô hình 

lý thuyết lớp độc lập LW4; còn mô hình cấp hai 0 2N =  cho kết quả tính toán xấp 

xỉ với FSDT, mô hình này chỉ áp dụng được trong trường hợp vỏ mỏng. 

Bảng 3.2. Chuyển vị 1010w w=   của vỏ trụ FGM ở vị trí giữa 

/R h  Elastic 3D [25] 0 2N =  0 3N =  FSDT [26] LW4 [26] 

1 =  

100 5.2783 5.2782 4.4163 4.3735 5.2783 

10 0.0170 0.0173 0.0159 0.0170 0.0170 

4 0.0019 0.0016 0.0031 0.0054 0.0013 

4 =  

100 7.9738 7.9711 6.6315 6.5603 7.9734 

10 0.0314 0.0328 0.0269 0.0277 0.0315 

4 0.0032 0.0040 0.0051 0.0090 0.0022 

10 =  

100 9.2029 9.2014 7.6154 7.5561 9.2033 

10 0.0404 0.0430 0.0337 0.0358 0.0405 

4 0.0042 0.0064 0.0077 0.0121 0.0022 

c) So sánh với phương pháp đàn hồi 3D cho vỏ trụ FGM   

Xét vỏ trụ FGM tựa ở hai đầu. Các tham số vật liệu vỏ như trong ví dụ 2. 

Thông số hình học vỏ như sau: bán kính 10 mR = , chiều dài vỏ 20 mL = , 

chiều dày tương đối / 4R h = . Vỏ chịu tác dụng của tải pháp tuyến dạng sin 
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phân bố trên bề mặt ngoài 0 sin sin
/

q Q
L R


 + = , 0 1 PaQ = . Trong Bảng 3.3 

trình bày kết quả tính toán chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo mô 

hình lý thuyết cấp hai 0 2N =  và cấp ba 0 3N =  và so sánh với với các kết quả 

tính toán theo lý thuyết đàn hồi 3D trong trích dẫn [25].  

Dạng chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo tài liệu [25]: 

 
 

( )
 

 
( )

 
 
( )

24

4 2

0 0

2

0 0

10 , ,10 , ,
, , , , , ,

/ /

10 ,
, , .

/

m

z z z
z z z
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Bảng 3.3. Chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên của vỏ trụ FGM 
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0.5 =  

/ 2z h= −  

0 2N =  65.516 200.22 334.46 -3.7783 5.4396 6.9982 0 0 0 

0 3N =  66.713 202.00 334.97 -3.0645 6.1713 7.0701 0 0 0 

Ref. [25] 66.732 201.99 334.97 -3.0504 6.2079 7.0941 0 0 0 

0z =  

0 2N =  4.0474 182.72 327.81 7.0616 25.579 17.794 0.3818 8.3811 2.6468 

0 3N =  4.0435 184.10 330.64 7.6526 26.346 17.926 0.4020 7.5897 2.1443 

Ref. [25] 4.0633 184.09 330.64 7.6328 26.308 17.904 0.4019 7.5923 2.1460 

/ 2z h=  

0 2N =  -57.09 165.83 321.15 35.320 43.073 16.791 1.0000 0 0 

0 3N =  -57.66 166.96 322.91 32.971 40.678 16.882 1.0000 0 0 

Ref. [25] -57.655 166.94 322.91 32.897 40.593 16.885 1,0000 0 0 

1 =  
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/ 2z h= −  

0 2N =  87.131 245.89 413.13 -4.5131 5.5786 7.4716 0 0 0 

0 3N =  88.802 248.16 413.14 -3.6376 6.4579 7.5530 0 0 0 

Ref. [25] 88.819 248.13 413.13 -3.6717 6.4938 7.6111 0 0 0 

0z =  

0 2N =  11.493 224.18 404.71 5.0891 24.047 17.358 0.3196 7.8095 2.4716 

0 3N =  11.526 225.94 408.23 5.8924 25.024 17.491 0.3395 7.0152 1.9720 

Ref. [25] 11.559 225.91 408.20 5.8800 24.973 17.451 0,3394 7.0175 1.9735 

/ 2z h=  

0 2N =  -64.220 203.09 396.30 40.816 52.164 20.966 1.0000 0 0 

0 3N =  -64.864 204.53 398.70 37.918 49.252 21.089 1.0000 0 0 

Ref. [25] -64.861 204.49 398.68 37.792 49.105 21.079 1.0000 0 0 

2 =  

/ 2z h= −  

0 2N =  119.01 316.69 534.80 -6.3629 7.0586 9.7424 0 0 0 

0 3N =  121.34 319.90 534.30 -5.0490 8.3581 9.8570 0 0 0 

Ref. [25] 121.31 319.84 534.34 -5.1432 8.2629 9.8622 0 0 0 

0z =  

0 2N =  21.993 288.66 523.71 3.1089 20.125 15.004 0.2706 7.4707 2.3568 

0 3N =  22.052 291.16 528.62 4.0199 21.195 15.130 0.2907 6.6427 1.8423 

Ref. [25] 22.185 291.15 528.56 4.0474 21.174 15.082 0.2906 6.6434 1.8443 

/ 2z h=  

0 2N =  -75.967 261.19 512.61 49.628 66.308 27.436 1.0000 0 0 

0 3N =  -76.756 263.28 516.37 45.903 62.638 27.626 1.0000 0 0 

Ref. [25] -76.749 263.23 516.36 45.593 62.278 27.575 1.0000 0 0 

Phân tích số liệu tính toán trong Bảng 3.3 cho thấy, trong trường hợp vỏ 

có độ dài từ trung bình trở lên, kết quả tính toán theo mô hình cấp ba 0 3N =   
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gần như trùng khít với kết quả tính toán theo lý thuyết đàn hồi 3D, còn mô 

hình cấp hai 0 2N =  cũng có độ chính xác đảm bảo. 

Các ví dụ so sánh, kiểm chứng ở trên khẳng định độ tin cậy của các mô 

hình tính toán được sử dụng trong công trình này. Mô hình lý thuyết cấp ba 

0 3N =  cho kết quả tính toán phù hợp với lý thuyết đàn hồi 3D trong mọi 

trường hợp được khảo sát. Còn mô hình lý thuyết cấp hai 0 2N =  có thể sử 

dụng trong tính toán vỏ có chiều dày từ mỏng đến trung bình và chiều dài 

không quá ngắn. 

3.4.2. Kiểm chứng cho bài toán vỏ trụ FGM chịu tải trọng nhiệt 

Xét vỏ trụ FGM ngàm ở 2 đầu. Các tham số vật liệu vỏ theo tài liệu của 

Gharooni và cộng sự  [50]: Module đàn hồi, hệ số nở nhiệt và hệ số dẫn nhiệt 

ở mặt trong của vỏ trụ lần lượt là 200 GPainE = , 
6 o12 10  / Cin −=  , 

20 W/m.KinK = .  Hệ số Poisson của vật liệu FGM là 0,3 = . Thông số hình 

học vỏ: bán kính mặt trong 40 mminr = , chiều dài vỏ 0,8 mL = , chiều dày 

vỏ 20 mmh = . Nhiệt độ ở mặt trong và mặt ngoài của vỏ lần lượt là 

o125 CinT = , 
o25 CoT = . Nhiệt độ môi trường 

o25 CrefT = . Phân bố nhiệt 

độ theo chiều dày vỏ trụ FGM nhận được bằng cách giải phương trình truyền 

nhiệt (2.17). Tải trọng áp lực phân bố đều ở mặt trong vỏ 80 MPainQ = .  

Kết quả tính toán ứng suất theo mô hình lý thuyết 0 3N =  và so sánh với 

với các kết quả tính toán theo phương pháp phần tửu hữu hạn của tài liệu [50] 

cho trong Bảng 3.4 trong trường hợp chỉ có tải nhiệt. Hình 3.4 thể hiện 

chuyển vị không thứ nguyên với mô hình lý thuyết cấp ba 0 3=N  ( _ 3 K ) và 

mô hình phần tử hữu hạn của Gharooni (Ref) trong trường hợp chỉ có tải nhiệt 

và trường hợp có cả tải cơ-nhiệt với chỉ số tỷ lệ thể tích khác nhau. 

Dạng không thứ nguyên của chuyển vị: / 1000iw w r=   
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Bảng 3.4. Ứng suất pháp ngang vỏ trụ FGM theo các mô hình 

 MPaz  
1n = −  0n =  1n =  

Ref [50] 0 3N =  Ref [50] 0 3N =  Ref [50] 0 3N =  

/ 2z h= −  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

/ 4z h= −  -13.032 -14.164 -14.964 -15.848 -17.096 -17.591 

0z =  -13.109 -13.318 -16.742 -16.951 -21.228 -21.346 

/ 4z h=  -7.630 -7.125 -10.720 -10.292 -14.973 -14.689 

/ 2z h=  0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

 

  

a) Chỉ có tải nhiệt b) Có cả tải cơ và nhiệt 

Hình 3.4. Chuyển vị không thứ nguyên theo hai mô hình chịu tải 

Phân tích kết quả có được từ Bảng 3.4 và Hình 3.4 cho thấy, kết quả tính 

toán theo mô hình lý thuyết trong luận án và kết quả theo mô hình phần tử 

hữu hạn của Gharooni tương đối trùng hợp. Như vậy, phương pháp và mô 

hình tính toán sử dụng trong luận án đảm bảo độ tin cậy trong nghiên cứu, 

tính toán vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng nhiệt độ và tải trọng cơ-nhiệt 

đồng thời. 
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Kết luận chương 3 

Trong chương 3 đã tập trung giải quyết các bài toán sau: 

- Nghiên cứu phương pháp chuyển hệ phương trình vi phân đạo hàm 

riêng trong nghiên cứu vỏ trụ và panel trụ FGM thành các hệ phương trình vi 

phân thường bằng cách sử dụng phương pháp tách biến và chuỗi lượng giác 

đơn; các công thức nhận được áp dụng trong cả hai mô hình lý thuyết cấp hai 

0 2=N  và cấp ba 0 3=N . 

- Trình bày phương pháp tính toán vỏ trụ FGM với điều kiện các cạnh 

tựa đơn sử dụng kỹ thuật Navier; phương pháp tính toán được áp dụng cho cả 

hai mô hình lý thuyết cấp hai 0 2=N  và cấp ba 0 3=N . 

- Nghiên cứu xây dựng lời giải giải tích trong nghiên cứu vỏ trụ FGM 

chịu tải trọng cục bộ, hướng tâm, đối xứng trục với các điều kiện biên khác 

nhau bằng cách kết hợp sử dụng phép biến đổi Laplace và phân tích nghiệm 

của phương trình đặc trưng. So với các phương pháp giải tích truyền thống, 

phương pháp nghiên cứu trình bày ở đây rất hiệu quả đối với trường hợp vỏ 

chịu tác dụng của tải trọng cục bộ, tải biến đổi đột ngột dưới dạng bậc thang, 

tải trọng tập trung; đồng thời phương pháp nghiên cứu này có thể mở rộng 

cho trường hợp vỏ chịu tác dụng của các dạng tải trọng với quy luật phân bố 

khác nhau, với điều kiện có thể xác định được biểu thức tường minh của biểu 

thức nghiệm trong phép biến đổi Laplace ngược. 

- Thực hiện kiểm chứng độ tin cậy của mô hình toán học và phương 

pháp nghiên cứu được sử dụng trong luận án thông qua kết quả so sánh với 

các công bố trên tạp chí quốc tế uy tín trong các bài toán khác nhau về phân 

tích panel trụ, vỏ trụ chịu tác dụng của tải trọng cơ, tải trọng nhiệt và cơ nhiệt 

đồng thời. Các kết quả nghiên cứu đều khẳng định độ tin cậy của các mô hình 

tính toán và phương pháp nghiên cứu được sử dụng, trong đó mô hình lý 

thuyết Quasi-3D với cấp ba 0 3=N  có kết quả phù hợp nhất so với lý thuyết 

đàn hồi 3D tổng quát.  
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Chương 4.  NGHIÊN CỨU ẢNH HƯỞNG CỦA MỘT SỐ THAM SỐ KẾT 

CẤU, VẬT LIỆU VÀ TẢI TRỌNG CƠ, NHIỆT ĐẾN TRẠNG THÁI ỨNG 

SUẤT-BIẾN DẠNG CỦA VỎ TRỤ FGM 

Chương 4 luận án tập trung khảo sát, nghiên cứu ứng xử đối với vỏ trụ 

FGM với các nội dung chủ yếu sau: 

- Vỏ trụ FGM chịu tải cơ: Nghiên cứu hiện tượng tập trung ứng sất, ảnh 

hưởng điều kiện biên, ảnh hưởng của chiều dài, chiều dày của vỏ trụ, ảnh 

hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích, vỏ trụ chịu các dạng tải trọng. 

- Vỏ trụ FGM chịu tải nhiệt: Nghiên cứu ảnh hưởng sự chênh lệch nhiệt 

độ, ảnh hưởng chỉ số tỷ lệ thể tích, ảnh hưởng của chiều dày và ảnh hưởng 

của điều kiện biên. 

- Vỏ trụ FGM chịu tải cơ-nhiệt: Nghiên cứu ảnh hưởng chênh lệch nhiệt 

độ, ảnh hưởng chiều dày và chỉ số tỷ lệ thể tích. 

4.1. Nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tải trọng cơ 

Trong phần này luận án xét vỏ trụ FGM chỉ chịu tải trọng cơ với dạng tải 

trọng đối xứng trục phân bố đều toàn chiều dài vỏ hay phân bố cục bộ, phân 

bố tuyến tính, phân bố hàm hypebol và phân bố hàm sin. Xét quy luật phân bố 

tỷ lệ thể tích với chỉ số tỷ lệ thể tích   theo (2.4). 

4.1.1. Đánh giá hiện tượng tập trung ứng suất 

Để đánh giá ứng xử ứng suất có sự thăng giáng lớn cục bộ tại vùng nhỏ 

nhất định, có thể coi là hiện tượng tập trung ứng suất. Do đó, trong mục này 

luận án tập trung phân tích hiện tượng tập trung ứng suất tại vị trí biên ngàm 

theo các mô hình lý thuyết cấp hai 0 2N = , cấp ba 0 3N =  và FSDT. Các thông 

số đầu vào phục vụ tính toán bao gồm: bán kính vỏ 1 m=R , bề mặt trong là 

kim loại [25] Aluminum Alloy (Al2024) với 0.3m = , 73 GPa=mE , bề mặt 

ngoài là gốm [25] ceramic Alumina (Al2O3) với 0.3c = , 380 GPa=cE , 

chiều dài vỏ 4 m=L . Vỏ ngàm chặt hai đầu và chịu tác dụng của tải pháp 

tuyến đối xứng phân bố đều trên một phần mặt ngoài theo quy luật (4.1): 
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Hình 4.1. Mô hình tính toán vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cục bộ hướng 

tâm, đối xứng trục 

Mô hình tải trọng tác dụng lên vỏ được trình bày ở trên Hình 4.1. Kết quả 

tính toán ứng suất không thứ nguyên  ,  , z , z  theo công thức (4.2) tại 

khu vực biên ngàm với các giá trị hệ số lũy thừa   và quan hệ chiều dày tương 

đối /R h  khác nhau được trình bày ở Bảng 4.1 và đồ thị Hình 4.2 ÷ 4.4, ở đây, 

kết quả thực hiện với mô hình cấp ba 0 3N = . 

Bảng 4.1. Ảnh hưởng của chiều dày và chỉ số tỷ lệ thể tích tới hiện tượng tập trung 

ứng suất trong vỏ trụ FGM 

  

( , )    ( , )    ( , )  z  ( , )  z  

( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

/ 10,  10R h = =  

0 -6.9290 2.6135 -2.9696 1.1201 -0.5012 -0.2100 -0.8921 1.2368 
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2

h

R
 1.4256 0.2796 3.1443 1.0977 -0.3018 -0.2494 0.7405 0.3609 

h

R
 1.9450 -0.0301 4.1731 1.5500 -0.0777 -0.0749 0.7774 0.4523 

2h

R
 1.7696 0.1343 3.0799 1.1096 0.2513 0.1382 0.5326 0.3511 

/ 30,  1R h = =  

0 -4.0797 1.4157 -1.7484 0.6067 -0.6905 -0.4283 -1.1031 1.2944 

2

h

R
 0.6744 0.1470 1.5057 0.4942 -0.3953 -0.2641 0.7836 0.2220 

h

R
 1.1638 -0.0684 2.1244 0.7038 -0.1030 -0.0826 0.8001 0.2773 

2h

R
 1.2395 -0.0291 1.9954 0.6220 0.1626 0.1245 0.7788 0.2401 

/ 100,  0.2R h = =  

0 -2.7029 1.5054 -.1584 0.6452 -0.7437 -0.3055 -0.9446 1.3685 

2

h

R
 0.6478 0.1037 1.1970 0.6161 -0.2890 -0.2826 0.8683 0.3570 

h

R
 0.8981 -0.0976 0.5048 0.8855 -0.0660 -0.0689 0.8940 0.4446 

2h

R
 0.8114 0.0358 1.1670 0.6312 0.2823 0.1779 0.6409 0.3526 

Phân tích các kết quả nhận được từ Bảng 4.1 và các đồ thị Hình 4.2 ÷ 4.4 

đưa đến các nhận xét sau: 

- Tại vị trí biên ngàm các giá trị ứng suất có sự tăng đột biến, hiện tượng tập 

trung ứng suất tồn tại cả đối với vỏ mỏng và vỏ dày. 

- Ứng suất pháp z  là không thể bỏ qua trong tính toán kết cấu tại vùng biên 

ngàm (khu vực xuất hiện hiện tượng tập trung ứng suất). 
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- Kích thước khu vực xảy ra hiện tượng tập trung ứng suất rất nhỏ, không 

vượt quá một nửa chiều dày vỏ. 

  

a) Sự thay đổi của ứng suất   b) Sự thay đổi của ứng suất   

  

c) Sự thay đổi của ứng suất z  d) Sự thay đổi của ứng suất z  

Hình 4.2. Sự thay đổi của ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày /z h  tại 

vùng biên với 4L R= , / 10R h = , 10 = . 



102 

  

a) Sự thay đổi của ứng suất   b) Sự thay đổi của ứng suất   

  

c) Sự thay đổi của ứng suất z  d) Sự thay đổi của ứng suất z  

Hình 4.3. Sự thay đổi của ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày /z h  tại 

vùng biên với 4L R= , / 30R h = , 1 = . 
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a) Sự thay đổi của ứng suất   b) Sự thay đổi của ứng suất   

  

c) Sự thay đổi của ứng suất z  d) Sự thay đổi của ứng suất z  

Hình 4.4. Sự thay đổi của ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày /z h  tại 

vùng biên với 4L R= , / 100R h = , 0.2 = . 

Do vùng xuất hiện tập trung ứng suất nhỏ hơn một nửa chiều dày vỏ, nên 

luận án tiếp tục đánh giá hiện tượng tập trung ứng suất với các lý thuyết biến 

dạng theo mô hình: 0 3N = , 0 2N =  và 0 1N = . 
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a) Tại biên 0 =  b) Cách biên / (2 )h R =  

Hình 4.5. Sự thay đổi ứng suất z  tại vùng biên theo các lý thuyết với 4L R= , 

/ 10R h = , 10 = . 

  

a) Tại biên 0 =  b) Cách biên / (2 )h R =  

Hình 4.6. Sự thay đổi ứng suất z  tại vùng biên theo các lý thuyết với 4L R= , 

/ 30R h = , 1 =  
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a) Tại biên 0 =  b) Cách biên / (2 )h R =  

Hình 4.7. Sự thay đổi ứng suất z  tại vùng biên theo các lý thuyết với 4L R= , 

/ 100R h = , 0.2 =  

Kết quả từ đồ thị Hình 4.5÷ 4.7 cho thấy, ở tại biên có sự khác biệt lớn 

giữa các mô hình cấp ba 0 3N = , cấp hai 0 2N =  và cấp một 0 1N = , mô hình 

cấp ba 0 3N =  cho giá trị lớn nhất, còn mô hình cấp một 0 1N =  cho giá trị bé 

nhất. Khi cách biên / (2 )h R =  ứng suất thay đổi theo chiều dày giữa các mô 

hình tiệm cận gần nhau. Từ đây có thể thấy mô hình lý thuyết Quasi-3D với 

0 3N =  sẽ cho kết quả đánh giá tốt hơn so với so với hai mô hình còn lại. 

Như vậy tại vùng biên ngàm (tính từ biên ra một khoảng nhỏ, chưa tới nửa 

chiều dày) có hiện tượng tập trung ứng suất. Tại đây hai thành phần ứng suất 

z , z  có giá trị lớn nên khi tính toán kết cấu không thể bỏ qua. Tuy nhiên hai 

thành phần ứng suất này lại bị bỏ qua trong hầu hết các lý thuyết. Điều này cho 

thấy tầm quan trọng khi sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D. 

4.1.2. Nghiên cứu ảnh hưởng của các điều kiện biên 

Trong mục này, để nghiên cứu ảnh hưởng của các điều kiện biên, thực 

hiện xét vỏ trụ có các tham số như sau: bán kính 1 m=R , bề mặt ngoài là kim 

loại [25] (Aluminum Alloy Al2024) với 0.3m = , 73 GPa=mE , bề mặt trong 
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là gốm [25] (Alumina Al2O3) với 0.3c = , 380 GPa=cE , chỉ số tỷ lệ thể tích 

vật liệu 1 = , chiều dài L  và chiều dày tương đối /R h  thay đổi. Vỏ chịu tác 

dụng của tải trọng hướng kính phân bố đều trên bề mặt ngoài 0q Q+ = , 

0 1 Pa=Q . Các điều kiện biên được xét đến ở đây bao gồm: ngàm - ngàm (C-

C), ngàm - tự do (C-F), ngàm - tựa đơn (C-S) và tựa đơn - tựa đơn (S-S).  

Trong Bảng 4.2 trình bày kết quả tính toán không thứ nguyên của 

chuyển vị w  và ứng suất  ,  , z , z  tại vị trí giữa vỏ 0

2


 =  và tại biên 

0 =  tương ứng với mô hình lý thuyết cấp ba 0 3N = . 

Bảng 4.2. Ảnh hưởng của điều kiện biên tới chuyển vị w  và ứng suất không thứ 

nguyên  ,  , z , z  

Điều 

kiện 

biên 

w    
  z  

z  

0 ,
2




 
 
 

 0 ,
2




 
 
 

 ( )0 ,   0 ,
2




 
 
 

 ( )0 ,   0 ,
2




 
 
 

 ( )0 ,   0 ,
2




 
 
 

 ( )0 ,   

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

4 , / 10L R R h= =  

C-C 29.777 
1.093 -8.522 3.319 -3.652 0.000 -4.010 0.901 -6.430 

4.758 39.236 17.972 16.816 0.000 -7.706 0.411 11.454 

C-S 32.713 
0.116 0.000 3.319 0.000 0.000 -0.944 0.901 -0.339 

-0.329 0.000 17.975 0.000 0.000 -1.149 0.411 0.496 

S-S 32.718 
0.115 0.000 3.319 0.000 0.000 -0.944 0.901 -0.339 

-0.327 0.000 17.978 0.000 0.000 -1.149 0.411 0.496 

C-F 32.710 
0.114 0.000 3.319 3.325 0.000 0.000 0.901 0.906 

-0.325 0.000 17.974 18.310 0.000 0.000 0.411 0.433 

0.5 , / 10L R R h= =  
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C-C 7.904 
2.691 -7.169 1.727 -3.073 0.000 -3.596 0.891 -4.880 

-7.671 26.536 1.799 11.373 0.000 -5.825 0.230 7.126 

C-S 12.177 
3.253 0.000 2.289 0.000 0.156 -1.060 0.883 -0.339 

-11.560 0.000 2.973 0.000 0.377 -1.436 0.237 0.496 

S-S 19.571 
4.597 0.000 3.365 0.000 0.000 -1.095 0.868 -0.339 

-16.076 0.000 5.717 0.000 0.000 -1.516 0.258 0.496 

C-F 19.113 
0.249 0.000 2.082 4.023 0.084 0.000 0.905 0.887 

-1.039 0.000 10.128 22.482 0.191 0.000 0.329 0.535 

4 , / 100L R R h= =  

C-C 0.294 
9.549 -83.189 32.295 -35.652 0.000 -29.581 0.880 -67.558 

48.863 362.686 168.939 155.437 0.000 -57.182 0.380 114.115 

C-S 0.323 
0.100 0.000 32.295 0.000 0.000 -1.935 0.880 -0.325 

-0.323 0.000 168.939 0.000 0.000 -3.465 0.380 0.469 

S-S 0.323 
0.100 0.000 32.295 0.000 0.000 -1.935 0.880 -0.325 

-0.323 0.000 168.939 0.000 0.000 -3.465 0.380 0.469 

C-F 0.323 
0.100 0.000 32.295 32.306 0.000 0.000 0.880 0.880 

-0.323 0.000 168.939 169.250 0.000 0.000 0.380 0.383 

Trên Hình 4.8, 4.9 trình bày đồ thị phân bố của chuyển vị w  và ứng suất 

 ,  , z , z  không thứ nguyên theo chiều dày tương đối /z h  tại những 

vị trí khác nhau đối với vỏ có chiều dài khác nhau và trong các điều kiện biên 

khác nhau. 
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a) Sự thay đổi của chuyển vị w  tại vị trí 

giữa vỏ 0 / 2 =  

b) Sự thay đổi của ứng suất   tại vị trí 

giữa vỏ 0 / 2 =  

  

c) Sự thay đổi của ứng suất   tại vị trí 

giữa vỏ 0 / 2 =  

e) Sự thay đổi của ứng suất z  tại 

biên 0 =  

Hình 4.8. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày 

vỏ với 0.5L R= , / 10R h = , 1 = . 
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a) Sự thay đổi của chuyển vị w  tại vị 

trí giữa vỏ 0 / 2 =  

b) Sự thay đổi của ứng suất   tại vị 

trí giữa vỏ 0 / 2 =  

  

c) Sự thay đổi của ứng suất   tại vị 

trí giữa vỏ 0 / 2 =  

e) Sự thay đổi của ứng suất z  tại 

biên 0 =  

Hình 4.9. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày 

vỏ /z h  với 4L R= , / 10R h = , 1 = . 

Phân tích các kết quả từ số liệu Bảng 4.2 và các đồ thị trên Hình 4.8, 4.9 

có thể rút ra một số nhận xét sau: 
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- Đối với vỏ có chiều dài trung bình trở lên, ở những vị trí giữa vỏ (xa 

biên), điều kiện biên không ảnh hưởng nhiều đến chuyển vị và ứng suất vỏ. 

- Tại vị trí biên, ứng suất cực đại của vỏ trụ thay đổi tùy thuộc vào điều 

kiện biên. Tại vị trí biên ngàm xuất hiện hiện tượng tập trung ứng suất, trong 

đó ứng suất pháp ngang z  tăng đột biến và đạt giá trị xấp xỉ bằng 30% so 

với ứng suất pháp   cực đại. 

- Trong trường hợp vỏ ngắn, các điều kiện biên có ảnh hưởng lớn tới 

chuyển vị và các ứng suất trên toàn vỏ. 

4.1.3. Nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dày và chiều dài vỏ 

Ta nghiên cứu vỏ trụ với các tham số hình học và vật liệu sau: bán kính 

1 m=R , bề mặt trong là kim loại [25] (Aluminum Alloy Al2024) với 

0.3m = , 73 GPa=mE , bề mặt ngoài là gốm [90] ceramic Zirconia với 

0.298 =c , 168.06 GPa=cE , chỉ số tỉ lệ thể tích vật liệu 0.2 = , chiều dài 

L  và chiều dày tương đối /R h  thay đổi. Điều kiện biên tương ứng với 

trường hợp ngàm - tựa đơn (C-S). Vỏ chịu tác dụng của tải trọng hướng kính 

phân bố đều trên bề mặt ngoài 0q Q+ = , 0 1 Pa=Q . Trong Bảng 4.3 trình bày 

kết quả tính toán chuyển vị w  và ứng suất  ,  , z , z  không thứ nguyên 

theo công thức (4.2) tại vị trí giữa vỏ và tại biên 0 =  tương ứng với mô hình 

lý thuyết cấp ba 0 3N =  

Bảng 4.3. Ảnh hưởng của chiều dày và chiều dài vỏ tới chuyển vị w  và ứng suất 

không thứ nguyên  ,  , z  

 w      z      z  

/R h  
0 , ,0

2




 
 
   

0 , ,
2 2




 
− 

 

h

 

0 , ,
2 2




 
− 

 

h
 0 , ,

2 4




 
− 

 

h
 0, ,

2


 
− 

 

h
 0, ,

2


 
− 

 

h
 0, ,

4


 
− 

 

h
 

0.5L R=  
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4 46.1308 -1.4464 -0.0553 0.1557 3.1512 1.3462 1.6483 

10 17.0310 -5.2476 0.7597 0.1398 15.0752 6.4608 7.7488 

20 8.4325 -11.3291 5.8366 0.1603 36.9279 15.8262 19.8642 

50 2.0455 -13.6230 30.5323 0.2072 85.5064 36.6456 47.5249 

100 0.5204 -3.8802 68.9029 0.2245 163.8853 70.2365 92.4781 

4L R=  

4 324.5210 0.1075 3.3387 0.2902 7.1825 3.0782 3.8415 

10 49.6960 0.0219 7.1147 0.2449 17.4940 7.5403 9.3541 

20 12.2132 0.0215 13.5152 0.2315 34.4170 14.7502 18.6219 

50 1.9327 0.0167 32.7477 0.2236 83.6725 35.8597 46.4488 

100 0.4814 0.0152 64.8153 0.2211 164.4653 70.4851 92.8063 

10L R=  

4 324.4943 0.0534 3.3202 0.2890 7.1821 3.0781 3.8408 

10 49.7008 0.0286 7.1175 0.2450 17.5940 7.5403 9.3541 

20 12.2132 0.0210 13.5150 0.2315 34.4170 14.7502 18.6219 

50 1.9327 0.0167 32.7477 0.2236 83.6725 35.8597 46.4488 

100 0.4814 0.0152 64.8153 0.2211 164.4653 70.4851 92.8063 
 

  

a) Sự thay đổi của chuyển vị w  ở giữa 

vỏ 0 / 2, 0z = =  

b) Sự thay đổi ứng suất   tại biên 

0, / 2z h = = −  
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c) Sự thay đổi ứng suất   tại biên 

0, / 2z h = = −  

d) Sự thay đổi ứng suất z  tại biên 

0, / 4z h = = −  

Hình 4.10. Sự thay đổi chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chiều dài 

tương đối L/R với chiều dày tương đối thay đổi 

Từ số liệu Bảng 4.3 và các đồ thị trên Hình 4.10 cho thấy, đối với vỏ 

ngắn, chiều dày và chiều dài có ảnh hưởng lớn đến trường chuyển vị và ứng 

suất vỏ. Đối với vỏ dài ( / 4L R  ), chỉ có sự biến đổi của chiều dày gây ảnh 

hưởng lớn đến trường chuyển vị và ứng suất vỏ, còn sự thay đổi về chiều dài 

hầu như không ảnh hưởng đến các đại lượng nêu trên. 

4.1.4. Nghiên cứu ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích  

Ta nghiên cứu vỏ trụ với các tham số hình học và vật liệu sau: bán kính 

1 m=R , bề mặt trong là kim loại [25] (Aluminum Alloy Al2024) với 

0.3m = , 73 GPa=mE , bề mặt ngoài là gốm [25] (ceramic Alumina Al2O3) 

với 0.3c = , 380 GPa=cE , chiều dài 4 m=L , hệ số lũy thừa   và chiều 

dày tương đối /R h  thay đổi. Điều kiện biên tương ứng với trường hợp biên 

ngàm - tự do (C-F). Vỏ chịu tác dụng của tải trọng phân bố trên bề mặt ngoài 

theo quy luật hàm tuyến tính ( )0 0q Q  + = − , 0 1 Pa=Q . Trong Bảng 4.4 



113 

trình bày kết quả tính toán chuyển vị w  và ứng suất  ,  , z  không thứ 

nguyên theo công thức (4.2) tại vị trí giữa vỏ và tại biên ngàm 0 =  tương 

ứng với mô hình lý thuyết cấp ba 0 3N = .  

Bảng 4.4. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích   và chiều dày tới chuyển vị w  và 

ứng suất không thứ nguyên  ,  , z  

  

w      z      z  

0 , ,0
2




 
 
   

0 , ,
2 2




 
− 

 

h

 

0 , ,
2 2




 
− 

 

h
 0 , ,

2 4




 
− 

 

h
 0, ,

2


 
− 

 

h
 0, ,

2


 
− 

 

h
 0, ,

4


 
− 

 

h
 

/ 4R h =  

0 129.0714 0.0957 5.1385 0.3286 10.4056 4.4596 3.9252 

0.1 140.2744 0.0795 3.4006 0.2971 7.2584 3.1108 3.8544 

0.2 151.1466 0.0669 2.4274 0.2704 5.4194 2.3226 3.7856 

1 226.1590 0.0854 1.7570 0.1697 4.4816 1.9207 3.3709 

10 507.6642 0.2471 3.9957 0.2536 9.1825 3.9354 3.7303 

/ 20R h =  

0 4.8838 0.0101 21.0224 0.2643 49.8812 21.3777 19.2160 

0.1 5.2778 0.0182 13.8048 0.2376 34.7574 14.8960 18.7178 

0.2 5.6583 0.0203 9.7871 0.2152 25.9384 11.1165 18.2595 

1 8.2678 0.0429 6.8540 0.1312 21.8030 9.3441 15.8677 

10 18.5590 0.1536 15.4408 0.1938 43.2432 18.5328 18.4692 

/ 100R h =  

0 0.1928 0.0019 101.0044 0.2528 237.5102 101.7901 95.9692 

0.1 0.2081 0.0122 66.2309 0.2270 165.9082 71.1035 93.3165 

0.2 0.2228 0.0156 46.8951 0.2054 124.1057 53.1881 90.8971 

1 0.3240 0.0382 32.6278 0.1246 106.3988 45.5995 78.5827 

10 0.7273 0.1426 73.2942 0.1834 204.5827 87.6782 92.7428 
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a) Sự thay đổi của chuyển vị w  ở 

giữa vỏ 0 / 2, 0z = =  
b) Sự thay đổi của ứng suất   tại 

biên 0, / 2z h = = −  

  

c) Sự thay đổi của ứng suất   tại 

biên 0, / 2z h = = −  

d) Sự thay đổi của ứng suất z  tại 

biên 0, / 4z h = = −  

Hình 4.11. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chỉ số tỷ 

lệ thể tích   với chiều dày tương đối /R h  khác nhau. 

Chuyển vị w  và ứng suất không thứ nguyên  ,  , z  trong tính toán 

với chiều dày tương đối của vỏ trụ khác nhau và có chỉ số tỷ lệ thể tích thay 

đổi thể hiện trong Bảng 4.4. Trong Hình 4.11 cho thấy chuyển vị không thứ 
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nguyên w  và ứng suất  ,  , z  thay đổi ngược lại với chỉ số tỷ lệ thể tích 

  trong tương quan chiều dày tương đối /R h  thay đổi. 

Kết quả tính toán cho thấy rằng giá trị tuyệt đối của chuyển vị w  và ứng 

suất không thứ nguyên  ,   tăng khi hệ số   tăng lên. Ứng suất không thứ 

nguyên z trong các trường hợp đều đạt giá trị cực tiểu khi có chỉ số tỷ lệ thể 

tích 1.8 = . Đây là kết quả quan trọng, thể hiện ảnh hưởng của tính không 

đồng nhất đối với kết cấu vật liệu FGM.  

4.1.5. Nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tác dụng của các dạng tải cơ 

Để đánh giá ứng xử vỏ trụ FGM khi chịu tác dụng của các dạng tải trọng 

khác nhau, ta xét mô hình đặt tải như  Hình 4.12, khoảng đặt lực như (4.3). 

Các thông số đầu vào phục vụ tính toán bao gồm: bán kính vỏ 1 m=R , 

bề mặt trong là thép [127] Ti-6Al-4V với 0.298 =m , 105.7 GPa=mE , bề 

mặt ngoài là gốm [25] ceramic Alumina (Al2O3) với 0.3c = , 380 GPa=cE , 

chiều dài vỏ 2 m=L , / 20R h = , hế số phân bố vật liệu 1 = . Vỏ ngàm chặt 

hai đầu và chịu tác dụng của tải trọng cục bộ phân bố ở mặt ngoài. 

 

( )
0

0 0

0 0

0,   0 / 4,

,   / 4 3 / 4,

0,            3 / 4 .

q q

 

   

  

+

 


=  


 

 (4.3) 

 Hình 4.12. Vị trí đặt tải trọng cục bộ 

Xét các dạng tải trọng phân bố cục bộ theo các quy luật hàm parabol, 

hàm tuyến tính, hàm sin và hằng số (Bảng 4.5). Các tải trọng phân bố cục bộ 

nêu trên có tổng hợp lực bằng nhau và bằng 0 2 1( )Q  − . Để đảm bảo vị trí 

q(ξ )

1

2
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nghiên cứu có giá trị tải trọng tương đối tương đồng, ta xét vị trí 3  có tải 

trọng phân bố đạt độ lớn bằng 0Q  (Bảng 4.5) tương ứng với từng dạng tải 

trọng. Tại đây, ta nghiên cứu, đánh giá ảnh hưởng của các dạng tải trọng khác 

nhau đối với chuyển vị và ứng suất. Xét 0 1 Pa=Q , các ứng suất và chuyển vị 

không thứ nguyên tính theo (4.2). Kết quả tính toán, so sánh được trình bày 

trên Bảng 4.6 và đồ thị Hình 4.13. 

Bảng 4.5. Quy luật phân bố của một số dạng tải trọng 

Sơ đồ tải trọng 

Quy luật phân 

bố tải trọng 
( )q   

Vị trí đạt Q0 

( 3 ) 

ξ1

ξ2

Q0

 

0 2 1( )Q  −  

2 1
1

( )

2

 


−
+

 

ξ1

ξ2

2Q0Q0

 

1
0

2 1

2Q
 

 

−

−
 

2 1
1

( )

2

 


−
+
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Q0

ξ1

ξ2

 

0

1

2 1

2 ( )
sin

Q

  

 

+

−
+

−

 

2 1
1

( )

2

 


−
+

 

Q0

3Q0

ξ1

ξ2

 

2

1
0

2 1

3Q
 

 

 −
 

− 
 

2 1
1

( )

3

 


−
+

 

Bảng 4.6. Ảnh hưởng của các dạng tải trọng tới chuyển vị w  và ứng suất không 

thứ nguyên  ,  , z , z  

w      z  
z  

( )3 ,   ( )3 ,   ( )0 ,   ( )3 ,   ( )0 ,   ( )3 ,   ( )0 ,   ( )3 ,   ( )0 ,   

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

Tải trọng phân bố đều 
0 2 1( ) ( )q Q  = −  

2698.35 
1.4795 -1.2088 1.7877 -0.5181 0.0000 -0.0836 0.8278 -0.1415 

-0.1639 0.9374 0.5870 0.4017 0.0000 -0.2911 0.2605 0.4656 

Tải trọng phân bố tuyến tính 1
0

2 1

( ) 2q Q
 


 

−
=

−
 

608.92 -0.0087 -4.5420 0.1132 -1.9466 0.3572 -1.3717 -0.0044 -1.5334 
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0.0769 1.3695 0.2124 0.5869 0.2215 0.2987 0.0451 1.5382 

Tải trọng phân bố hình sin 1
0

2 1

2 ( )
( ) sinq Q

  


 

−
= +

−
 

2698.35 
1.4795 -1.7700 1.7877 -0.7586 0.4286 -0.1831 0.8278 -0.2227 

-0.1639 1.1088 0.5870 0.4752 0.1173 -0.3879 0.2605 0.5624 

Tải trọng phân bố theo hàm parabol 

2

1
0

2 1

( ) 3q Q
 


 

 −
=  

− 
 

869.72 
0.0897 -3.1967 0.2472 -1.3700 0.0770 -1.1044 0.0659 -1.9881 

0.0356 1.0596 0.2529 0.4541 0.0576 -0.0116 0.0690 1.8500 

 

  

a) Chuyển vị w  theo chiều dài   b) Chuyển vị w  theo chiều dày z/h 

tại vị trí có giá trị Q0 
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c) Ứng suất   theo chiều dày z/h 

tại vị trí có giá trị Q0  

d) Ứng suất   theo chiều dày z/h 

tại vị trí có giá trị Q0 

 

  

e) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại vị trí có giá trị Q0 

f) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại vị trí có giá trị Q0 

Hình 4.13. Ảnh hưởng của các dạng tải trọng tới chuyển vị và ứng suất 

Từ số liệu Bảng 4.6 và đồ thị Hình 4.13 ở cho thấy, với tải trọng phân bố 

đều và tải Sin cho chuyển vị lớn hơn so với tải trọng phân bố tuyến tính và tải 

trọng Parabol, trong đó tải trọng dạng Sin cho chuyển vị lớn nhất, tải trọng 
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Parabol cho chuyển vị nhỏ nhất. Tại vị trí độ lớn các tải là 0Q  giá trị chuyển vị 

và ứng suất của tải phân bố đều và tải Sin cũng có giá trị tuyệt đối lớn hơn hẳn 

so với tải phân bố tuyến tính và tải Parabol. Tuy nhiên tại vùng biên có biên độ 

tải lớn ( 0 = ) với tải phân bố tuyến tính hay tải Parabol thì giá trị tuyệt đối 

của ứng suất với hai dạng tải này lớn hơn hẳn với dạng tải phân bố đều và tải 

Sin. Điều này cho thấy với quy luật tải phân bố tuyến tính và tải Parabol sẽ làm 

tăng sự tập trung ứng suất tại vùng biên (phía có biên độ tải lớn). 

4.2. Nghiên cứu vỏ chỉ chịu tác dụng của nhiệt độ 

Trong phần nghiên cứu vỏ FGM chịu tải nhiệt độ, với giả thiết nhiệt độ 

trên toàn bề mặt là như nhau, chỉ thay đổi theo hướng chiều dày và đối xứng 

trục. Quy luật phân bố tỷ lệ thể tích xác định theo công thức (2.6). 

Nghiên cứu vỏ trụ FGM có hai đầu biên được ngàm chặt. Tại mặt trong 

vỏ, vật liệu [127] có các đặc tính sau: module đàn hồi 105.7 GPainE = , hệ số 

dẫn nhiệt 18.1 W/mKin =  và hệ số nở nhiệt 
6 o -16.9 10  Cin −=  . Các pha 

thành phần vật liệu đều có hệ số Poisson là 0.3 = . Các đặc tính hiệu dụng 

của FGM tính theo công thức sau: 

 

( ) ( ) ( )( ) ,  ( ) ,  ( ) ,  

,  .
2 2

FGM in FGM in FGM in

in

in

E z E r z r z r

r z h h
r z

r

  
   = = =

+
= = − 

 (4.4) 

Vỏ trụ có thông số hình học, với bán kính mặt trong 40 mminr = , bán 

kính trung bình 50 mmR = , chiều dài vỏ 0.2 mL = .  

4.2.1. Nghiên cứu ảnh hưởng chênh lệch nhiệt độ bề mặt trong và ngoài 

Nhiệt độ mặt ngoài cố định 
o25 COT = , nhiệt độ môi trường 

o25 CrefT = , nhiệt độ mặt trong thay đổi theo các mốc nhiệt độ như sau 

  o75,  125,  175,  225  C=inT . Vỏ trụ FGM có chỉ số tỷ lệ thể tích 1 = , chiều 
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dày tương đối / 5R h = . Độ võng tương đối w  và chênh nhiệt độ giữa bề mặt 

trong và ngoài tính như sau: 

 
3;   10i O

w
T T T w

R
 = − =   (4.5) 

Kết quả ảnh hưởng sự chênh lệch nhiệt độ tới chuyển vị và ứng suất của 

vỏ trụ FGM dưới tác dụng của nhiệt độ cho ở Bảng 4.7 và đồ thị Hình 4.14. 

Bảng 4.7. Ảnh hưởng sự chênh lệch nhiệt độ tới chuyển vị và ứng suất của vỏ trụ 

FGM dưới tác dụng của nhiệt độ 

o C

T
 

w   MPa    MPa    MPaz    MPaz   

0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

50 0.2286 
-74.00 6.43 -31.71 29.09 27.33 0.00 -15.68 -1.035 

-43.62 -46.57 -70.79 -28.60 -28.52 0.00 -61.16 -1.135 

100 0.4572 
-148.00 12.87 -63.43 58.18 54.66 0.00 -31.36 -2.069 

-87.25 -93.15 -141.58 -57.20 -57.04 0.00 -122.32 -2.270 

150 0.6857 
-221.99 19.30 -95.14 87.28 82.00 0.00 -47.05 -3.104 

-130.87 -139.72 -212.37 -85.80 -85.56 0.00 -183.48 -3.405 

200 0.9143 
-295.99 25.73 -126.85 116.37 109.33 0.00 -62.73 -4.139 

-174.50 -186.30 -283.16 -114.40 -114.08 0.00 -244.94 -4.540 
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a) Chuyển vị w  theo chiều dài   b) Chuyển vị w  theo chiều dày z/h  

tại 0 / 2 =  

 

  

c) Ứng suất   theo chiều dày z/h tại 

0 / 2 =  

d) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  
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e) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

f) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

Hình 4.14. Ảnh hưởng của chênh lệch nhiệt độ tới biến dạng và ứng suất của vỏ 

trụ FGM 

Từ kết quả ở Bảng 4.7 và đồ thị Hình 4.14 cho thấy, sự chênh lệch 

nhiệt độ giữa bề mặt trong và bề mặt ngoài có ảnh hưởng lớn tới chuyển vị 

và trạng thái ứng suất của vỏ trụ FGM. Khi chênh lệch nhiệt độ ở bề mặt 

trong và ngoài tăng thì sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất tại các vị trí 

cũng tăng tương ứng. Tương tự như đối với trường hợp vỏ chịu tác dụng 

của tải trọng cơ thuần túy, khi chịu tải trọng nhiệt ở vùng biên ngàm cũng 

xuất hiện hiện tượng tập trung ứng suất, ứng suất z  có giá trị cực đại xấp 

xỉ bằng 75% so với giá trị cực đại của ứng suất pháp  , ứng suất z  cũng 

có giá trị tương đối lớn ở vùng biên.  

4.2.2. Nghiên cứu ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích 

Xét vỏ trụ FGM có 
o125 C=inT , / 10=R h , và chỉ số tỷ lệ thể tích có 

các giá trị 2, -1,  1, 2 = − . Chuyển vị không thứ nguyên w  tính theo (4.5). 
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Bảng 4.8. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích phân bố vật liệu tới chuyển vị và 

ứng suất của vỏ trụ FGM dưới tác dụng của nhiệt độ 

  

w   MPa    MPa    MPaz    MPaz   

0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

-2 0.4545 
-105.76 8.80 -45.33 39.05 34.05 0.00 -14.20 -0.782 

-86.16 -93.59 -141.12 -56.40 -56.50 0.00 -115.38 -0.989 

-1 0.4546 
-115.96 10.34 -49.70 43.81 38.07 0.00 -18.29 -0.851 

-85.75 -92.97 -140.94 -55.82 -57.81 0.00 -117.06 -1.010 

1 0.4546 
-139.35 14.09 -59.72 55.07 47.34 0.00 -28.02 -1.005 

-84.78 -91.67 -140.52 -54.63 -60.42 0.00 -120.35 -1.053 

2 0.4546 
-152.73 16.35 -65.46 61.70 52.67 0.00 -33.76 -1.092 

-84.23 -91.03 -140.29 -54.02 -61.72 0.00 -121.93 -1.074 

 

  

a) Chuyển vị w  theo chiều dài   b) Chuyển vị w  theo chiều dày 

z/h  tại 0 / 2 =  
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b) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

c) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

 

  

d) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

e) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

Hình 4.15. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích phân bố vật liệu tới chuyển vị và 

ứng suất của vỏ trụ FGM dưới tác dụng của nhiệt độ 
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Kết quả từ số liệu Bảng 4.8 và đồ thị Hình 4.15 cho thấy rằng, khi thay 

đổi chỉ số tỷ lệ thể tích thì chuyển vị theo chiều dài gần như không đổi, 

chuyển vị và ứng suất theo chiều dày có thay đổi, tuy nhiên sự thay đổi 

không lớn trong trường hợp được xét. Như vậy khi thay đổi chỉ số tỷ lệ thể 

tích phân bố vật liệu không làm thay đổi nhiều tới trạng thái ứng suất-biến 

dạng của vỏ trụ FGM. 

4.2.3. Nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dày 

Xét vỏ trụ FGM có 
o125 C=inT , chỉ số tỷ lệ thể tích 1 =  và có chiều 

dày tương đối /R h  thay đổi. Chuyển vị không thứ nguyên w  tính theo (4.5). 

Bảng 4.9. Ảnh hưởng chiều dày tới chuyển vị và ứng suất của vỏ trụ FGM dưới 

tác dụng của nhiệt độ 

R

h
 

w   MPa    MPa    MPaz    MPaz   

0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

5 0.4572 
-148.00 12.87 -63.43 58.18 54.66 0.00 -31.36 -2.069 

-87.25 -93.15 -141.58 -57.20 -57.04 0.00 -122.32 -2.270 

20 0.4527 
-133.80 14.47 -57.34 53.54 42.78 0.00 -26.66 -0.495 

-84.88 -90.46 -140.57 -53.32 -63.06 0.00 -119.20 -0.507 

50 0.4510 
-128.79 14.88 -55.20 52.67 39.02 0.00 -25.91 -0.196 

-86.46 -89.61 -141.25 -52.58 -65.65 0.00 -118.39 -0.198 

100 0.4502 
-126.14 15.09 -54.06 52.38 37.21 0.00 -25.65 -0.098 

-87.82 -89.25 -141.83 -52.33 -67.04 0.00 -118.08 -0.098 
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a) Chuyển vị w  theo chiều dài   b) Chuyển vị w  theo chiều dày z/h  

tại 0 / 2 =  

 

  

c) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

d) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  
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e) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

f) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

Hình 4.16. Ảnh hưởng của chiều dày tương đối tới chuyển vị và ứng suất của vỏ 

trụ FGM chịu tải trọng nhiệt độ 

Với kết quả số liệu từ Bảng 4.9 và đồ thị ở Hình 4.16 cho thấy rằng, khi 

chiều dày của vỏ trụ thay đổi thì chuyển vị và ứng suất cũng thay đổi, sự thay 

đổi ở vùng biên lớn hơn vùng xa biên, nhưng giá trị thay đổi không nhiều. Khi 

vỏ càng mỏng thì sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất ít, ngược lại vỏ dày thì 

sự thay đổi lớn hơn. Ảnh hưởng của chiều dày khi vỏ chịu tải nhiệt cũng khác 

với vỏ chịu tải cơ, vì khi vỏ chịu tải cơ, ảnh hưởng của chiều dày rõ nét hơn. 

4.2.4. Nghiên cứu ảnh hưởng của điều kiện biên 

Xét vỏ trụ FGM có thông số nhiệt độ 
o25 C=oT , nhiệt độ môi trường 

25 = o

refT C , 
o125 C=inT . Vỏ trụ FGM có chỉ số tỷ lệ thể tích 1 = , chiều 

dày tương đối /R h  nhận các giá trị khác nhau bằng 5, 10, 20. Khảo sát vỏ trụ 

FGM với các điều kiện biên khác nhau được thể hiện ở Bảng 4.10 và đồ thị 

Hình 4.17. Chuyển vị không thứ nguyên w  tính theo (4.5). 
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Bảng 4.10. Ảnh hưởng của điều kiện biên tới chuyển vị không thứ nguyên w  và 

ứng suất  ,  , z , z  

Điều 

kiện 

biên 

w   MPa    MPa    MPaz    MPaz   

0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

o8 , / 5,  T=100 C,  =1L R R h = =   

C-C 0.4542 
-144.67 15.06 -62.00 58.43 53.86 0.00 -30.26 -2.077 

-86.39 -92.46 -141.21 -57.31 -56.91 0.00 -122.16 -2.276 

C-S 0.3540 
-53.68 58.21 -23.01 58.43 31.85 0.00 0.16 -2.077 

-62.63 -57.15 -131.03 -57.31 -53.21 0.00 -117.60 -2.276 

S-S 0.3540 
0.00 58.21 0.00 58.43 19.93 0.00 1.34 -2.077 

0.00 -57.15 -140.19 -57.31 -39.71 0.00 -118.82 -2.276 

o4 , / 10,  T=100 C,  =1L R R h = =   

C-C 0.4546 
-139.35 14.09 -59.72 55.07 47.34 0.00 -28.02 -1.005 

-84.78 -91.69 -140.52 -54.63 -60.42 0.00 -120.35 -1.053 

C-S 0.3494 
-51.43 55.06 -22.04 55.72 26.79 0.00 1.48 -1.005 

-59.54 -54.59 -129.71 -54.62 -55.40 0.00 -114.81 -1.053 

S-S 0.3494 
0.00 49.17 0.00 49.13 13.21 0.00 7.82 -0.925 

0.00 -55.24 -104.19 -55.22 -40.94 0.00 -116.42 -1.031 

o2 , / 20,  T=100 C,  =2L R R h = =   

C-C 0.4555 
-143.14 13.36 -61.35 56.33 45.88 0.00 -30.43 -0.513 

-85.43 -90.73 -140.80 -52.88 -63.91 0.00 -120.14 -0.510 

C-S 0.3465 
-51.75 56.09 -22.18 56.41 25.23 0.00 0.40 -0.514 

-58.92 -52.46 -129.44 -52.93 -57.96 0.00 -114.42 -0.511 

S-S 0.3464 
0.00 56.12 0.00 56.41 14.28 0.00 6.04 -0.514 

0.00 -52.48 -104.19 -52.95 -44.76 0.00 -120.07 -0.511 
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a) Chuyển vị w  theo chiều dài   b) Chuyển vị w  theo chiều dày z/h  

tại 0 / 2 =  

 

  
c) Sự thay đổi của ứng suất   

theo chiều dày tại 0 / 2 =  

d) Sự thay đổi của ứng suất   

theo chiều dày tại 0 / 2 =  
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e) Sự thay đổi của ứng suất z  

theo chiều dày tại 0 =  

f) Sự thay đổi của ứng suất z  

theo chiều dày tại 0 =  

Hình 4.17. Sự thay đổi của chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên theo chiều 

dày vỏ với 4=L R , / 10=R h , 1 = , 100 oT C = . 

Từ kết quả số liệu Bảng 4.10 và các đồ thị trên Hình 4.17, cho thấy khi 

điều kiện biên thay đổi dẫn tới chuyển vị w  và trạng thái ứng suất cũng thay 

đổi theo. Khi vỏ trụ FGM ngàm hai đầu, chuyển vị là lớn so với vỏ chịu các 

điều kiện biên C-S và S-S. Các ứng suất cắt z  và z  tập trung ở vùng biên 

(với biên ngàm có giá trị lớn hơn), khi ra xa biên các thành phần ứng suất này 

có giá trị rất nhỏ. Mặt khác, khi chịu tác dụng của tải trọng nhiệt độ, hiện tượng 

tập trung ứng suất cũng xuất hiện tại vùng biên đối với biên tựa đơn. Đây là 

điểm khác biệt so với trường hợp vỏ chỉ chịu tác dụng của tải trọng cơ học 

thuần túy.  

4.3. Nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tác dụng đồng thời tải trọng cơ và nhiệt 

Phần này luận án tập trung nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tác đồng thời 

của tải cơ-nhiệt, với giả thiết tải trọng cơ đối xứng trục, phân bố đều trên bề 

mặt, tải nhiệt định nghĩa như phần 4.2 và quy luật phân bố tỷ lệ thể tích vật 

liệu định nghĩa theo công thức (2.6), các tính chất hiệu dụng theo  (4.4), vật 

liệu FGM nghiên cứu tương tự như mục 4.2. 
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Xét vỏ trụ FGM có nhiệt độ bên trong và ngoài lần lượt là 
o125 C=inT và 

o25 C=oT , nhiệt độ môi trường 
o25 C=refT . Tải áp suất bên trong vỏ là 

20 MPa=inQ . Vỏ trụ FGM có chỉ số tỷ lệ thể tích 1 = , chiều dày tương đối 

/ 10=R h ,  chiều dài vỏ 0.1 m=L . Chuyển vị w  tính theo (4.5): 

 

Hình 4.18.  Chuyển vị w  theo chiều dài   dưới các dạng tải trọng: T - tải nhiệt, 

inQ  - tải cơ, T & inQ  - tải nhiệt và cơ đồng thời. 

Bảng 4.11. Ảnh hưởng của tải nhiệt, tải cơ và tải cơ-nhiệt tới chuyển vị và ứng 

suất của vỏ trụ FGM 

Tải 

w   MPa    MPa    MPaz    MPaz   

0 ,0
2

 
 
 

 ( )0,0  0 ,0
2

 
 
 

 ( )0,0  0 ,0
2

 
 
 

 ( )0,0  0 ,0
2

 
 
 

 ( )0,0  0 ,0
2

 
 
 

 

( )0  ( )/ 2h  ( )/ 2h  ( )3 / 8h  ( )/ 4h  

T
 

0.4855 
-143.68 11.48 -61.58 57.00 48.35 0.000 -29.46 -1.020 

-86.16 -93.04 -141.12 -52.29 -60.70 0.000 -120.67 -1.028 

inQ  1.6546 
377.37 -42.89 161.73 -197.22 -3.39 0.000 142.06 4.689 

-505.75 -41.44 -216.75 -199.08 -49.52 0.000 -184.73 14.516 

T 2.1401 521.05 -54.36 233.31 -254.22 -75.47 0.000 171.53 5.709 
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&

inQ  
-419.58 51.59 -75.63 -146.79 -13.79 0.000 -64.06 15.543 

Kết quả từ số liệu Bảng 4.11 và đồ thị Hình 4.18 cho thấy, trong trường 

hợp đang xét chuyển vị và trạng thái ứng suất của vỏ trụ FGM khi chỉ có tải 

nhiệt có giá trị nhỏ so với trường hợp chỉ có tải cơ và trường hợp có tải cơ-

nhiệt. Điều này cho thấy, khi vỏ FGM dưới tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt 

đồng thời chuyển vị và ứng suất trong vỏ sẽ tăng lên so với chỉ có tải nhiệt 

hoặc tải cơ. 

4.3.1. Nghiên cứu ảnh hưởng chênh lệch nhiệt độ bề mặt trong và ngoài 

Vỏ trụ FGM có chỉ số tỷ lệ thể tích 1 = , chiều dày tương đối / 5=R h , 

0.1 m=L . Tải phân bố đều ở bề mặt trong 20 MPa=inQ . Khoảng nhiệt độ 

bề mặt ngoài 
o25 C=oT , nhiệt độ môi trường

o25 C=refT , nhiệt bề mặt trong 

khác nhau lần lượt   o75,  125,  175,  225  C=iT . Chuyển vị w  tính theo (4.5), 

ứng suất không thứ nguyên tính theo công thức dưới đây: 

  
 , , ,

, , ,
  

  

   
    =

z z

z z

inQ
 (4.6) 

Bảng 4.12. Ảnh hưởng sự chênh lệch nhiệt độ tới chuyển vị và ứng suất của vỏ trụ 

FGM dưới tác dụng đồng thời tải cơ-nhiệt 

o

T

C


 

w        z   
z   

0 ,
2




 
 
 

 0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

50 1.0194 
-2.380 13.159 -6.695 5.639 0.000 -2.286 0.284 4.187 

2.793 -9.724 -3.200 -1.563 0.000 -0.913 0.770 -1.246 

100 1.2739 
-2.906 17.043 -8.322 7.304 0.000 -4.248 0.340 5.034 

5.465 -7.513 -1.780 1.990 0.000 -0.056 0.828 1.814 
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150 1.5284 
-3.432 20.927 -9.950 8.9967 0.000 -6.209 0.396 5.881 

8.137 -5.302 -0.361 5.542 0.000 0.801 0.886 4.873 

200 1.7829 
-3.959 24.811 -11.577 10.633 0.000 -8.171 0.452 6.729 

10.810 -3.092 1.058 9.094 0.000 1.658 0.944 7.933 

 

  

a) Chuyển vị w  theo chiều dài   b) Chuyển vị w  theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  
 

  

c) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

d) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  
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e) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

f) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

Hình 4.19. Ảnh hưởng chênh lệch nhiệt độ tới biến dạng và ứng suất của vỏ trụ 

FGM dưới tác dụng đồng thời tải cơ-nhiệt 

Kết quả Bảng 4.12 và các đồ thị chuyển vị và ứng suất trên Hình 4.19 

cho thấy sự chênh lệch nhiệt độ có ảnh hưởng lớn tới chuyển vị và ứng suất 

trong vỏ. Tuy nhiên trường hợp này, vỏ chịu tác dụng đồng thời của tải cơ-

nhiệt nên giá trị ứng xử tuyệt đối lớn hơn. Khi khoảng chênh lệch nhiệt độ 

mặt trong và ngoài nhỏ ( 050 C =T ) thì ảnh hưởng của tải cơ tới chuyển vị 

và ứng suất lớn, khi chênh lệch nhiệt độ cao hơn thì ảnh hưởng của tải cơ tới 

chuyển vị và ứng suất của vỏ giảm dần, đồng thời ảnh hưởng của tải nhiệt tới 

chuyển vị và ứng suất tăng lên. 

4.3.2. Nghiên cứu ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích 

Xét vỏ trụ FGM có nhiệt độ bề mặt trong 
o125 CinT = , chiều dày tương đối 

/ 10R h = , và chỉ số tỷ lệ thể tích cho các giá trị 2, -1,  1, 2 = − . Tải phân bố đều 

ở bề mặt trong 20 MPainQ = . Các chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên tính 

theo (4.5) và (4.6). 
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Bảng 4.13. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích vật liệu tới chuyển vị và ứng suất 

của vỏ trụ FGM dưới tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt 

  

w     
   z   

z   

0 ,
2




 
 
 

 0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

-2 2.3997 
-2.167 22.589 -10.470 9.681 0.000 -3.408 0.248 7.838 

2.298 -23.790 -8.871 -4.986 0.000 -0.9133 0.744 -3.793 

-1 2.3105 
-2.337 23.685 -11.171 10.151 0.000 -3.522 0.260 8.06 

2.398 -22.834 -8.343 -4.577 0.000 -0.850 0.755 -3.599 

1 2.1401 
-2.718 26.052 -12.711 11.165 0.000 -3.774 0.285 8.576 

2.580 -20.980 -7.340 -3.782 0.000 -0.690 0.777 -3.203 

2 2.0589 
-2.932 27.332 -13.556 11.714 0.000 -3.910 0.299 8.870 

2.662 -20.082 -6.864 -3.397 0.000 -0.592 0.788 -3.002 

 

  

a) Chuyển vị w  theo chiều dài   b) Chuyển vị w  theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  
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c) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

d) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

 

  

e) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

f) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

Hình 4.20. Ảnh hưởng của sự không đồng nhất của vật liệu tới chuyển vị và ứng 

suất của vỏ trụ FGM dưới tác dụng đồng thời tải cơ-nhiệt 

Khi thay đổi giá trị chỉ số tỷ lệ thể tích gây ảnh hưởng nhất định tới trạng 

thái ứng suất và chuyển vị của vỏ, tuy nhiên sự thay đổi trạng thái ứng suất và 

chuyển vị của vỏ không quá lớn, điều này thể hiện từ kết quả ở Bảng 4.13 và 
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Hình 4.20. Tuy vậy ảnh của chỉ số tỷ lệ thể tích vật liệu trong trường hợp này 

vẫn rõ ràng hơn khi vỏ FGM chỉ chịu tải nhiệt. 

4.3.3. Nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dày 

Xét vỏ trụ FGM có nhiệt độ bề mặt trong 
o125 C=inT , chỉ số tỷ lệ thể 

tích 1 =  và có chiều dày tương đối /R h  thay đổi, tải phân bố đều ở bề mặt 

trong 20 MPa=inQ . Các chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên tính theo 

(4.5) và (4.6). 

Ảnh hưởng chiều dày vỏ tới trạng thái ứng suất và chuyển vị rõ ràng 

theo chiều hướng vỏ càng mỏng thì giá trị tuyệt đối của ứng suất và chuyển vị 

càng lớn, điều này thể hiện rõ ở số liệu Bảng 4.14 và Hình 4.21. Trong trường 

hợp vỏ chịu tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt này, sự ảnh hưởng của chiều 

dày vỏ rõ ràng hơn khi vỏ chỉ chịu tải nhiệt độ. 

Bảng 4.14. Ảnh hưởng chiều dày tới chuyển vị và ứng suất của vỏ trụ FGM dưới 

tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt 

R

h
 

w        z   
z   

0 ,
2




 
 
 

 0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  0 ,
2




 
 
 

 ( )0,  

( )0z =  ( )/ 2z h=   ( )/ 2z h=   ( )3 / 8z h=   ( )/ 4z h=   

5 1.2739 
-2.906 17.043 -8.322 7.304 0.000 -4.428 0.340 5.034 

5.465 -7.513 -1.780 1.990 0.000 -0.056 0.828 1.814 

20 3.7772 
-5.274 44.163 -22.053 18.927 0.000 -2.657 0.264 16.067 

-0.389 -47.322 -16.907 -15.072 0.000 -1.469 0.765 -13.298 

50 8.9775 
-14.084 96.808 -52.149 41.489 0.000 1.517 0.256 38.550 

-8.543 -124.585 -46.878 -48.184 0.000 -2.831 0.756 -43.508 

100 17.6190 
-28.453 182.396 -102.119 78.170 0.000 9.547 0.253 75.856 

-22.960 -251.695 -96.887 -102.660 0.000 -4.098 0.753 -93.846 

 



139 

  
a) Chuyển vị w  theo chiều   b) Chuyển vị w  theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

 

  

c) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  

d) Ứng suất   theo chiều dày 

z/h tại 0 / 2 =  
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e) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

f) Ứng suất z  theo chiều dày z/h 

tại biên 0 =  

Hình 4.21. Ảnh hưởng của chiều dày tương đối tới chuyển vị và ứng suất của vỏ 

trụ FGM dưới tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt 

Như vậy khi vỏ chịu đồng thời của tải cơ-nhiệt trạng thái ứng suất và 

chuyển vị sẽ bị ảnh hưởng mạnh hơn khi chỉ có tải nhiệt hoặc tải cơ. Điều này 

có ý nghĩa quan trọng tới việc ứng dụng vỏ FGM trong các trường hợp chịu 

cả tải nhiệt và cơ. 

Kết luận chương 4 

Trong Chương 4, luận án đã thực hiện khảo sát và đánh giá ảnh hưởng 

của điều kiện biên, thông số hình học, chỉ số tỷ lệ thể tích, các dạng tải trọng 

tới trạng thái ứng suất-biến dạng của vỏ trụ FGM. Qua kết quả thực hiện 

nghiên cứu có thể đưa ra một số nhận xét sau: 

- Xuất hiện hiện tượng tập trung ứng suất tại khu vực biên ngàm. Phạm 

vi ảnh hưởng của hiện tượng tập trung ứng suất tương đối nhỏ, với kích thước 

bằng một nửa chiều dày vỏ. Đặc biệt với trường hợp vỏ trụ FGM chịu nhiệt 

độ thì hiện tượng tập trung ứng suất xảy ra cả với biên ngàm và biên tựa. Hiện 
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tượng tập trung ứng suất tại khu vực này không xác định được khi sử dụng lý 

thuyết cổ điển, hoặc lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất. 

- Thành phần ứng suất cắt theo phương pháp tuyến z  (thường bị bỏ qua 

trong lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất và lý thuyết cổ điển do có giá trị nhỏ) 

có giá trị tương đối lớn so với các thành phần ứng suất khác tại khu vực xuất 

hiện hiện tượng tập trung ứng suất. Do đó, trong nghiên cứu tính toán kết cấu 

vỏ tại những khu vực mà trạng thái ứng suất có đặc tính không gian rõ rệt 

(như tại khu vực tập trung ứng suất), cần thiết tính đến ảnh hưởng đầy đủ của 

các thành phần ứng suất cắt. 

- Khi nghiên cứu vỏ mỏng tại những khu vực xa biên, kết quả tính toán 

theo lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-3D và lý thuyết bậc nhất, lý 

thuyết cổ điển có sai lệch không đáng kể. Vì vậy, đối với vỏ mỏng và thực 

hiện phân tích ở khu vực xa biên, việc sử dụng các lý thuyết bậc nhất và cổ 

điển vẫn cho kết quả có độ chính xác cao. Còn trong trường hợp vỏ dày, hoặc 

nghiên cứu vỏ tại khu vực gần biên (vùng có xuất hiện hiện tượng tập trung 

ứng suất), cần thiết phải sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D, 

hoặc các lý thuyết bậc cao khác, lý thuyết đàn hồi 3D. 

- Thực hiện nghiên cứu đánh giá ảnh hưởng của các tham số hình học 

(chiều dày, chiều dài), các điều kiện biên khác nhau, chỉ số tỷ lệ thể tích vật 

liệu, quy luật phân bố tải trọng, độ chênh lệch nhiệt độ, v.v. lên trạng thái ứng 

suất-biến dạng của vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ, tải trọng nhiệt 

độ và tải trọng cơ-nhiệt đồng thời. Kết quả nghiên cứu có ý nghĩa thực tiễn 

cao trong nghiên cứu thiết kế, cũng như khai thác, vận hành kết cấu vỏ làm từ 

vật liệu FGM. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

1. Kết quả đạt được của luận án 

- Luận án đã nghiên cứu tổng quan về vật liệu FGM, các ứng dụng của nó 

và các mô hình tính toán thường được sử dụng trong nghiên cứu kết cấu FGM. 

- Xây dựng được mô hình toán học trong nghiên cứu vỏ trụ FGM chịu tải 

trọng cơ, nhiệt và cơ-nhiệt đồng thời với các điều kiện biên khác nhau trên cơ 

sở lý thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D, có sử dụng phương trình cân 

bằng của lý thuyết đàn hồi 3D để xác định các thành phần ứng suất cắt. 

- Xây dựng phương pháp nghiên cứu theo hướng tiếp cận giải tích trong 

nghiên cứu vỏ trụ FGM với các điều kiện biên khác nhau chịu tác dụng của 

các dạng tải trọng cơ, nhiệt, cơ-nhiệt đồng thời, trên cơ sở lý thuyết biến dạng 

trượt bậc cao kiểu Quasi-3D. Độ tin cậy của mô hình toán học, phương pháp 

nghiên cứu và chương trình tính toán được kiểm chứng thông qua kết quả so 

sánh với các công bố trên tạp chí quốc tế uy tín trong các bài toán khác nhau 

về phân tích panel trụ, vỏ trụ chịu tác dụng của tải trọng cơ, tải trọng nhiệt và 

cơ nhiệt đồng thời.  

- Trên cơ sở chương trình tính toán đã xây dựng, luận án thực hiện 

nghiên cứu đánh giá ảnh hưởng của các tham số hình học (chiều dày, chiều 

dài), các điều kiện biên khác nhau, chỉ số tỷ lệ thể tích vật liệu, quy luật phân 

bố tải trọng, độ chênh lệch nhiệt độ, v.v. lên trạng thái ứng suất-biến dạng của 

vỏ trụ FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ, tải trọng nhiệt độ và tải trọng cơ-

nhiệt đồng thời. Trên cơ sở nghiên cứu, luận án đã đưa ra các đánh giá cụ thể 

và khuyến cáo đối với hiện tượng tập trung ứng suất, ảnh hưởng của các tham 

số kết cấu, hình học, điều kiện biên, đặc tính vật liệu lên trạng thái ứng suất-

biến dạng của vỏ. Điều này có ý nghĩa quan trọng trong ứng dụng các vật liệu 

FGM trong các thiết kế kết cấu dạng vỏ trụ. 
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2. Những đóng góp mới của luận án 

- Xây dựng mô hình, các biểu thức và phương trình vi phân cân bằng cho 

kết cấu vỏ trụ composite FGM khi sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao 

kiểu Quasi-3D chịu tải cơ, nhiệt và cơ-nhiệt đồng thời. Đề xuất việc sử dụng 

chuỗi lượng giác đơn kết hợp với phương pháp phân ly biến số và phép biến 

đổi Laplace để giải quyết bài toán biên đối với vỏ trụ FGM chịu tác dụng của 

các dạng tải trọng cơ, nhiệt và điều kiện biên khác nhau. 

- Nghiên cứu đánh giá hiện tượng tập trung ứng suất tại các vị trí có 

trạng thái ứng suất-biến dạng bị suy biến (khu vực biên). Phân tích chỉ ra 

phạm vi áp dụng (cần đánh giá chính xác trạng thái ứng suất vùng biên, vỏ có 

độ dày lớn và vỏ trụ ngắn) của lý thuyết biến dạng trượt bậc cao kiểu Quasi-

3D trong tính toán vỏ trụ composite FGM chịu tải trọng cơ, nhiệt. 

- Khảo sát ảnh hưởng của các yếu tố về hình học và vật liệu vỏ trụ 

composite FGM, các dạng tải trọng cơ, nhiệt, điều kiện biên đến trạng thái ứng 

suất-biến dạng của vỏ và sự tập trung ứng suất tại biên của vỏ trụ FGM, từ đó 

đưa ra những khuyến cáo cụ thể khi áp dụng tính toán với vỏ trụ FGM. 

3. Hướng phát triển tiếp theo của luận án  

Trên cơ sở áp dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc cao Quasi-3D; 

- Nghiên cứu bài toán đáp ứng động lực học vỏ FGM có biện pháp gia 

cường chịu các dạng tải trọng khác nhau gồm cả cơ và nhiệt. 

- Nghiên cứu bài toán ổn định của vỏ FGM cho các kết cấu vỏ khác 

nhau dưới tác dụng cơ, nhiệt và cơ-nhiệt đồng thời. 

- Nghiên cứu các bài toán đáp ứng phi tuyến khác nhau cho vỏ FGM 

dưới tác dụng của các dạng tải trọng cơ, nhiệt hướng kính và dọc trục. 

- Nghiên cứu bài toán tối ưu hóa vật liệu và tối ưu hóa kết cấu với các dạng 

vỏ FGM nhằm đưa ra và khắc phục hiện tượng tập trung ứng suất trong kết cấu. 

- Nghiên cứu phân tích đáp ứng tĩnh, động lực học và ổn định vỏ FGM 

với tính chất cơ lý phụ thuộc vào phân bố trường nhiệt độ trong vỏ. 
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