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MO PAU

1. Lich sit van dé va Iy do chon deé tai

Phép tinh vi phan, tich phan la mot cong cu pho bién dé mo ta cac qua
trinh tién hoa. Bang viéc nghién citu nghiém ciia phuong trinh vi phan, ngusi
ta co thé biét trang thai hien thoi ciing nhu du doan dude dang dieu & qua
khtt hay tuong lai ciia qua trinh d6. Tuy nhién, cac hién tuong hay gap trong
cudc song c¢6 tinh chat phu thuoc vao qua khit va sy phu thudce néi chung
ciing khong gidng nhau tai tat ca cac thoi diém. Mot trong cac ly thuyét
duge xay dung dé gidi quyét cac bai toan thuc té vita néu la giai tich phan
thi. Ly thuyét nay c6 uu thé hon so véi phép tinh vi phan, tich phan co dién
trong mo phdéng cac qua trinh c6 tri nhé. Trong bon thap ky gan day, ngusi
ta phat hién ra ngay cang nhiéu ting dung clia gidi tich phan thit trong cac
nganh khoa hoc khéac nhau tit Vat 1y, Héa hoc, Sinh hoc dén Tai chinh, Khoa
hoc xa hoi,....

C6 nhiéu loai dao ham phan thit khac nhau tlty thudc vao cach ngudi ta
tong quat héa dao ham d‘% f(x) cho truong hop n khong nguyén. Tuy nhién,
hai khai niem duge diing phd bién hon ca 1a dao ham Riemann-Liouville va
dao ham Caputo. Dao ham phan thi Riemann-Liouville duge phat trién béi
Abel, Riemann va Liouville trong ntta dau thé ky 19. Tuy nhién, khi 4p dung
dao ham nay dé mo ta cac hién tugng thuc té thi gip han ché do diéu kién
ban dau trong cac bai toan gia tri ban dau khong cé ¥ nghia vat 1y. Dao ham
phan thit Caputo duge M. Caputo xay dung nam 1969. So v6i dao ham phan
thi Riemann-Liouville, dao ham Caputo dé ap dung cho cac bai toan thuc
té hon vi diéu kién ban dau clia cdc mo hinh st dung dao ham Caputo c6 ¥
nghia vat 1y.

Ly thuyét phuong trinh vi phan phan tht Caputo ngau nhién 14 mot



huéng nghién citu tuong déi méi duge sinh ra tit Iy thuyét phuong trinh vi
phan phan thit va Iy thuyét xac suat. Bang cach két hop cac két qua cla
hai nganh co sé trén, Iy thuyét phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau
nhién nhan dudc nhing 1oi thé ctia ci hai nganh va c6 thé dua ra dude mé
hinh toan hoc thich hgp hon cho cac hién tugng ty nhién va xa hoi.

Tuy nhién, trong sy tuong phan mot s6 16n cac cong bo vé phuong trinh vi
phan phan thi tat dinh, chi c6 mot sb it bai bao lien quan dén phuong trinh
vi phan ngau nhién v6i dao ham phan thi Caputo va hau hét cac bai bao
nay mdi dimg lai 6 viec thiét lap két qua vé su ton tai va duy nhat nghiem
hodc nghién citu tinh chinh quy ctia nghiém (xem Sakthivel nam 2013, Y.
Wang nam 2016, Z. Wang nam 2008). O day ching toi phan biéet hai loai
nghiém, loai dau tién la nghiém nhe (mild solutions), sy ton tai v duy nhat
clia loai nghiém nay dugc dua ra trong Sakthivel nam 2013. Tuy thé, cac diéu
kien dua ra trong bai bio nay kha chit. V6i cac diéu kién yéu hon, chting to6i
da ching minh duge su ton tai nghiém nhe cho phuong trinh vi phan phan
thit Caputo ngdu nhién. Loai nghiém thit hai 14 nghiem co dién (classical
solutions) va theo sy hiéu biét ctia tac gid, cau hdi vé sy ton tai va duy nhat
nghiém loai nay mdi dugc dé cap trong Y. Wang nam 2016 va Z. Wang nam

2008. Trong Z. Wang nam 2008, tac gia chua ching minh duge sy ton tai va
13
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2016 viec chiing minh dinh 1y ton tai va duy nhat nghiém toan cuc gap van

duy nhat nghiém c6 dién v6i bac phan thit « € (5, 2) con trong Y. Wang nam
dé khi thac trién nghiem tit mot khoang nhé [0, T,] ra toan khoang [0, 0o).
Luan an nay sé khiac phuc cac han ché trén. Ngoai ra, ching to6i con dua ra
duge cong thitc bién thien hang sd va mot so tinh chat nghiém cho phuong
trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién.

Viéc gidi s6 phuong trinh vi phan va phuong trinh vi phan ngau nhién 13
bai toan c6 nhiéu ¥ nghia trong tng dung. Thuyc té rat it phuong trinh vi
phan ngau nhién giai dude nghiem hién hoac néu tim dugc nghiém hién thi
biéu thitc qua phtc tap. Vi vay, trong nhiéu thap ky qua, bai toan nay da thu
hit rat nhiéu sy quan tam ciia cdc nha toan hoc trong va ngoai nuée. Dbi véi
phuong trinh vi phan phan thi tat dinh, cac phuong phap gidi s6 da ducc
xay dung mot cach c6 hé thong va kha day du. Tiép ndi hudéng nghién citu
nay va dya theo ¥ tudng ctia bai bao X. Zhang nam 2008, chung t6i da dua



ra dugc luge do s6 cho phuong trinh vi phan phan thid Caputo ngau nhién

va danh gia dude téc do hoi tu cta luge do sbé nay.

2. Muc dich, di tuong va pham vi nghién citu

Trong luan an nay chiing t6i nghién cttu cac noi dung sau:

No6i dung 1. Sy ton tai va duy nhat nghiém ciia phuong trinh vi phan
phan thi Caputo ngau nhién.

No6i dung 2. Cong thic bién thién hang s6 cho phuong trinh vi phan
phan thi Caputo ngau nhién.

No6i dung 3. Mot s6 tinh chat ctia nghiém phuong trinh vi phan phan
thit Caputo ngau nhién.

No6i dung 4. Xay dung lugc do sb kieu Euler-Maruyama cho phuong
trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién.

3. Phuong phap nghién ciru

e Dé chiing minh sy ton tai va duy nhat nghiém ctia phuong trinh vi phan
phan thit Caputo ngdu nhién, ching t6i xay dung mot chuan c6 trong

s6 phit hop va ap dung Dinh 1y diem bat dong ctia Banach.

e Su phu thudc lién tuc ctia nghiém cd dién vao diéu kien ban dau duge
chiing minh dwya trén uéc luong khoang cach gitta hai nghiém phan biét
khi thoi gian hitu han. Dé chiing minh sy phan tach tiém céan gitta hai
nghiém phan biét ching t6i dung phuong phap chiing minh phan chiing.

e Dé c6 dudc cong thiic bién thieén hing s6 cho phuong trinh vi phan phan
tht Caputo ngau nhién, ching t6i ding Dinh 1y bicu dién It6 va cong
thiic bién thién hang s6 cho phuong trinh vi phan phan thi tat dinh.

e Lugc do s kieu Euler-Maruyama cho phuong trinh vi phan phan tht
Caputo ngau nhién va danh gia téc do hoi tu ducc dya trén cac két
qua da biét ve luge do Euler-Maruyama cho phuong trinh vi phan ngau

nhién va ki thuat roi rac héa dé tranh cac diém ky di ctia nhan.



5. Két qua cua luan an
Luan an da dat dugc nhiing két qué chinh sau day:

o Chitng minh dugc sy ton tai va duy nhat nghiém co dién, nghiém nhe doi

vdi phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién bac o € (%, 1).

o Dua ra dudc cong thitc bién thién hdng so6 cho phuong trinh vi phan
phan thit Caputo ngau nhién bac o € (%, 1).

o Ching minh duoc su phu thuoc lién tuc vao gid tri ban dau cia nghiém co

dién phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngdu nhién bac o € (%, 1).

e Ching minh duogc khoang cach gitta hai nghiém phan biét ciua phuong
trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién tién dén 0 khong nhanh hon
toc do da thitc vdi s6 mii di lon. Tw dé, ching toi chiing minh dudc so
mi Lyapunov binh phuong trung binh clia nghiém khong tam thuong bat
ky cia phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién tuyén tinh bj

chan luon khong am.

o Xay dung duoc luoe do so kieu Fuler-Maruyama cho phuong trinh vi
phan phan thit Caputo ngau nhién bic o € (%, 1) va dua ra dugc toc do
hoi tu cho luge do nay. Danh gid duge toc do hoi tu va tinh on dinh cia
luge do Euler-Maruyama md cho phuong trinh vi phan phan thi Caputo

ngau nhién tuyén tinh mot chiéu.

6. Cau truc cua luan an

Luan an gom ba chuong.
Chuong 1: Mot s6 kién thitc chuan bi.
Chuong 2: Mot s6 tinh chat clia nghiém phuong trinh vi phan phan thi
Caputo ngau nhién.
Chuong 3: Lugc do s6 kiéu Euler-Maruyama cho phuong trinh vi phan phan
thit Caputo ngau nhién.



Chuong 1

Mot s6 kién thitc chuin bi

Trong chuong nay, ching toi nhic lai cac khai niém ciing nhu cac két qua

bé trg can thiét dude st dung & cac chuong sau.

1.1 MGt s6 kién thitc vé giai tich ngdu nhién

Muc nay trinh bay mot s6 khai niéem vé chuyén dong Brown, tich phan
ngau nhién Ito v cac két qua bo tre gom Dinh 1§ biéu dién Ito, dinh 1y
ton tai va duy nhat nghiém cho phuong trinh vi phan ngau nhién, luge do

Euler-Maruyama cho phuong trinh vi phan ngau nhién va téc do hoi tu.

1.2 Mt so kién thite ve giai tich phan thi

Muc nay danh dé trinh bay khai niém tich phan phan tht Riemann-
Liouville, dao ham phan thi Caputo, phuong trinh vi phan phan thi Caputo,
ham Mittag-Leffler va cong thitc bién thién hing s6 cho phuong trinh vi phan
phan thi tat dinh.



Chuong 2

Mot s6 tinh chat ctia nghiém phuong trinh vi phan phén thi

Caputo ngau nhién

Trong chuong nay, ching toi nghién citu sy ton tai va duy nhat nghiem
co dién, nghiém nhe, cong thic bién thién hang s6 v mot s6 tinh chat cia
nghiém phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién.

Noi dung ctia Chuong 2 duge viét dya trén bai bao [CT1] va [CT2] trong

Danh muc cong trinh khoa hoc clia tac gid c6 lien quan dén luan an.

2.1 Su ton tai va duy nhat nghiém c6 dién ctia phuong trinh
vi phan phan thit Caputo ngau nhién
Trong muc nay, ching t6i xét phuong trinh vi phan phan thi Caputo
ngau nhién bac « € (3, 1) trén doan [0,77] c6 dang
dW;
dt ’
voi T' > 0 bt ki, b0 : [0,T] x R — R? 1a do dudc va (Wh)tepo,00) 1 chuyén

dong Brown mot chiéu tiéu chuan trén khong gian xac suat day du (Q, F,P)

Dy, X(t) =b(t, X(t) +o(t, X(t)) (2.1)

duge trang bi bo loc F' := (F})iec[o,00) thoa méan céc dieu kien thong thuong.
Vé6i mdi t € [0,00), dat X; := L*(Q, F;,P) ky hieu la khong gian tat ca cac
ham kha tich binh phuong trung binh f = (f1,..., f2)T : Q — R? véi

d
S E(£E) = R

[ fllms ==




6 day R? duge trang bi chuan Euclide. Mot qué trinh ngdu nhién do duge
X :[0,00) — L*(Q, F,P) dugc goi 1a F-tuong thich néu X (t) € X; v6i moi
t € [0, 00).

Dinh nghia 2.1. Vdi moi n € Xy, mot qua trinh ngau nhién do duge, F -
twong thich X dugc goi la nghiem co dién cia (2.1) vdi dieu kién ban dau
X (0) =n néu X(0) =n va vdi moi t € (0,T)

X(t) = ”+ﬁ ( /O t(t — 1)Ly, X (7))dr + /O t(t — ) Lo(r, X(T))dWT> .

Sau day ching to6i phéat bicu két qua chinh cia muc nay vé sy ton tai va
duy nhat nghiém toan cuc clia phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau

nhién.

Dinh ly 2.1. (Su ton tai v duy nhéit nghiém toan cuc ctia phuong
trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién). Gid st cic hé s6 b, o cia

phuong trinh (2.1) théa man cic dieu kién sau:
(H1) Ton tai L > 0 sao cho vdi moi x,y € R%t € [0,T] ta cé

bt 2) = bt y)l| < Lz —yll, o, z) —ot,y)ll < Lilz = yl|
(H2) o(-,0) va b(-,0) théa man

T
|o(+,0)||00 := esssup ||o(7,0)|| < OO,/ 1b(7,0)||* d7 < 0.
T€[0,T 0

Khi dé, phuong trinh (2.1) vdi dieu kién ban dau X (0) =n € Xy cé nghiém
toan cuc duy nhat (-, n) trén doan [0,T).

Dé chiing minh dinh 1y nay, ching t6i xay dyng mot chuan co trong sb
phit hop va ap dung Dinh 1y diém bat dong ctia Banach. Cu thé, ching minh

gom cac buée sau:
e Budc 1: Xay dung khong gian Banach (H2([0,T1), || - [|z2)-

® Budc 2: Dua ra toan tit 7, xac dinh trén khong gian nay.



e Budc 3: Ching minh toan ti 7, la dnh xa co ddi véi chuan c6 trong
s6 phit hgp, phuong phap nay ciing da dudc dung dé ching minh su
ton tai va duy nhat nghiém ctia phuong trinh vi phan ngau nhién (xem
Nhan xét 2.1 trong X. Han va P. E. Kloeden ndam 2017). 0 day, ham
trong s6 1a ham Mittag-Leffler Es, 1(-) dugc dinh nghia nhu sau

o0 k

ZF (2a—1)k+1)

k=0

Eso1( v6i moi t € R.

Ky hieu khong gian H?([0,T]) 1a tit cd cac qua trinh ngiu nhién
X :[0,T] — L*(Q, F,P)
do dugc, Fr-tuong thich v6i Fr := (Fy)seo,r) va thda man

| X || g2 == esssup || X (1) || ms < 0.
t€[0,7)

Khi d6, ta c6 (H*([0,T)), || - ||z2) 1a khong gian Banach. Véi mdi n € X,
ching toi dinh nghia toan tit 7, : H*([0,7]) — H?([0,T1]) béi T,£(0) :=n
va v6i moi t € (0, 7]

Th&(t) 1=n+ﬁ</ot%d7+/o (t(—rga))l ! T)'

Bé dé duéi day chi ra ring toan tit nay dude xac dinh tot.
B6 dé 2.1. Vdi moin € Xy, todn tii T, dugc zac dinh tot.

Két qua sau day la bo dé ky thuat dung dé ude lugng cho todn tit 7T, va
dé phuc vu cho ching minh céc két qua trong phan tiép theo.

B6 dé 2.2. Vdi o > % bat ky va vy > 0 ta co bat dang thite sau la ding

t
gl 200—2 20—1 201
_ t— Es— dr < Eoa—1 (Yt :
F(2a—1)/0( T) 20 1(77 ) T > L2a 1(7 )
Chon va c6 dinh hing s6 duong  sao cho

3LA(T + 1)I'(2a — 1)
['(a)?

(2.2)



Tren khong gian H?([0,T7), ching t6i dinh nghia chuan c6 trong so || - ||

nhu sau

(]| X (¢
| XI5 = ess?gl%)] \/E2 Hl(fytzl y véi moi X € H*([0,T]).  (2.3)
relo, a—

Nhan théy, hai chuan ||-|| g2 va || ||, 1a tuong duong. Do dé, (H?([0,T1), ||-]/)
ciing la khong gian Banach. Ta chon va ¢d dinh 7 € X,. Khi d6, toan ti 7,

duge xac dinh t6t va dnh xa 7T, 1a co d6i v6i chuan || - ||,.

Chu y 2.1. Cac diéu kien (H1), (H2) trong Dinh ly 2.1 la sy md rong tu
nhién cac dieu kién trong dinh ly vé su ton tai va duy nhat nghiém cia phuong

trinh vi phan ngau nhién.

2.2 Su phu thudc lién tuc vao gia tri ban dau ciia nghiém c6

dién phuong trinh vi phan phan thid Caputo ngau nhién

Trong muc nay ching t6i sé nghién cttu tinh phu thudc lién tuc cua
nghiém c6 dién phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién vao diéu
kien ban dau. Cu thé, ching toi xét phuong trinh vi phan phan tht Caputo
ngau nhién bac o € (%, 1) trén doan [0,7] c¢6 dang
dW,

dt ’
voi T > 0 bat ky, b0 : [0, 7] x RT — R? 1a do duge v (W})ieo,00) 12 chuyén

dong Brown mot chiéu tiéu chuan trén khong gian xac suat c6 loc day du

(Q, F, F = (Ft>te[0,oo)n ]P))'

“Dg, X (t) = b(t, X(t)) + o(t, X(t)) (2.4)

Dinh 1y 2.2. (Sy phu thudc lién tuc ctia nghiém co6 dién vao diéu
kién ban dau). Gid si cic hé s6 b, o ciia phuong trinh (2.4) théa man cdc
dieu kien (H1) va (H2) trong Dinh Iy 2.1. Khi dé, trén doan [0,T] nghiém
co dién o(-,n) ciia phuong trinh (2.4) phu thuoc lién tuc vao n, tic la

lim Hg@(t, C) - (P(tv n)l‘ms = 0.
C¢—=n
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23 Su ton tai va duy nhét nghiém nhe cua phuong trinh vi
phan phan thit Caputo ngau nhién

Xét phuong trinh vi phan phan thid Caputo ngau nhién bac a € (%, 1)
trén doan [0,7] c6 dang sau
AW,
TR
6 day T > 0 bat ky, (Wi)e0,00) & chuyén dong Brown mot chiéu tiéu chuan
trén khong gian xac suat c6 loc day dt (Q, F, F' := (Fy)iefo,00), P), A € R4
va b, 0 :[0,T] x R? — R 1a céc ham do dugc théa man cac diéu kien (H1)
va (H2) trong Dinh 1y 2.1.

Bay gio ching toi nhic lai khéai niem nghiém nhe ctia phuong trinh (2.5).

“Dy, X(t) = AX(t) +b(t, X (1)) + o(t, X (1)) (2.5)

Dinh nghia 2.2. (Nghiém nhe ctia phuong trinh vi phan phan thw
Caputo ngau nhién) (xem R. Sakthivel nam 2013). Mot qud trinh ngdu
nhién do dugc, F'-tuong thich Y duoc goi la nghiém nhe ciua phuong trinh
(2.5) wdi dieu kien ban dau Y (0) = n néu Y (0) = n va ding thic sau ding
vdi t € (0,7

Y(t) = E,(t*A)n+ fot(t — 1) E, o((t — 7)) A)b(T, Y (7)) dT

(2.6)
+ 1t — 1) By a((t — 7)Ao (T, Y (1)) dW,.

Tiép theo, chiing toi thiét lap két qua vé sy ton tai va duy nhat nghiém
nhe clia phuong trinh (2.5). Dé dat dudc két qua nay, chiing toi yeu cau ring
cac he s6 b, o ctia phuong trinh thoa méan céac diéu kien (H1), (H2) trong Dinh
Iy 2.1. Ky thuat chinh dé chiing minh két qua do6 1a xay duyng mot chuan cé
trong s6 phit hop (so sanh vé6i Dinh 1y 2.1).

Dinh Iy 2.3. (Sy ton tai va duy nhat nghiém nhe toan cuc). Gid thiét
cic hé s6 b, o clia phuong trinh (2.5) théa man cdc dieu kien (H1) va (H2).
Khi dé, véin € Xy bat ky, ton tai duy nhat nghiém nhe Y cia phuong trinh
(2.5) théa man Y (0) = n trén toan doan [0,T)], ky hiéu la ¥(t,n).

Chia y 2.2. Két quad vé su ton tai va duy nhat nghiém nhe doi vdi I6p cac
hé phuong trinh rong hon da dugc ching minh trong R. Sakthivel nam 20135.
Tuy nhién, gid thiét cho cic hé so cia cac hé nay la manh hon (H1), (H2).



11

2.4 Cong thic bién thién hang sb cho phuong trinh vi phan
phan thit Caputo ngau nhién

Trong muc nay, ching toéi xay dung cong thiic bién thién hing s6 cho
phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién bac a € (%, 1) trén doan
[0, T] c6 dang sau

AWy

“Dy, X(t) = AX (1) +b(t, X (1)) + o(t, X (1)) 7

(2.7)

6 day T > 0 bat ky, (Wy)ej0,00) & chuyén dong Brown mot chiéu tiéu chuan
tren khong gian xac suat c6 loc day dt (Q, F, F' := (Fy)refo,00), P), A € R4
va b, 0:[0,T] x R* — R? 1a céc ham do dugc thda man cac dicu kien (H1)
va (H2) trong Dinh 1y 2.1.

Theo Dinh nghia 2.1, nghiém co dién ctia phuong trinh (2.7) véi dicu kien
ban dau X (0) = n € Xy 1a mot qua trinh ngau nhién do duge, F-tuong thich
théa man X (0) = n va dang thiic sau ding véi moi t € (0, 7]

X(t) = 0+ Jo(t = 1) 7HAX(7) +b(r, X(7))) dr .
oy Jat = 1) Lo (r, X (1) AW '

Theo Dinh 1y 2.1, v6i méi n € Xy, phuong trinh (2.7) ton tai duy nhat nghiém,
ky hieu bdi (-, 7). Dinh 1y sau day dua ra cong thiic bién thién hing s6 cho
phuong trinh (2.7), d6 1a mot bic¢u dién diic biét clia nghiem (-, 7).

Dinh ly 2.4. (Céng thitc bién thién hing s6 cho phuong trinh vi
phan phan thi Caputo ngau nhién). Cho n € X, bat ky va ¢(-,n) la
nghiém cia phuong trinh (2.7). Khi dé, ding thic

p(t,n) = Eat* A+ [yt — 7)°  Eaa((t — 7)*A)b(r, o(7,7)) dr
+ [t = T) By o((t — 1) A)a (T, (1, 1)) AW,
(2.9)
ding vdi moi t € [0,T].

Chu y 2.3. (i) Néu khong cé nhiéu trong phuong trinh (2.7), tic lao(t, X (t)) =
0, khi dé (2.9) trd thanh cong thic bién thién hdang so cho phuong trinh vi
phan phan thi tat dinh.
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(i) Ta c6 Ey(M) = Ey (M) = eM vi M € R Cho a — 1, (2.9) trd
thanh dang sau (mot cich hinh thic)

t t
pltn) = e+ [ plr) dr o+ [ (ot ) aW
0 0

Day la cong thite bién thién hdang so cho nghiém cia phuong trinh vi phan

ngau nhién
dX(t) = (AX(t) + b(t, X (1)) dt + o(t, X(t)) dW;.

Nhu mot tng dung ctia Dinh 1y 2.4, hé qua sau day dua ra cong thic
nghiém tuong minh ctia phuong trinh vi phan phan tht ngau nhién tuyén
tinh khong thuan nhat c6 dang
dWy

dt ’
Hé qua 2.1. Gid su b € L*([0,T],RY), 0 € L>([0,T],RY), ¢ day T > 0.
Khi dé, nghiém hién ciia phuong trinh (2.10) trén doan [0,T] dugc cho bdi

“Dy, X(t) = AX(t) + b(t) + o(t) X(0) =n. (2.10)

X(t) = E,(t*An+ /0 (t — 1) Eqo((t — 7)*A)b(T) dr
-l—/ (t — T)a_lEa,a((t —7)%A)o(1) dW;.
0

Nho két qua ctia Dinh 1y 2.3 nén muén chitng minh Dinh 1y 2.4 ching t6i

chi can chitng minh rang
e(t,n) =v(t,n)  véimoin e Xyt €[0,7], (2.11)

& day 1(-,n) 1a nghiém nhe ctia phuong trinh (2.7). Dé 16 rang hon, chiing
toi sé trinh bay tom tat ¥ tudng chiing minh dinh ly nay. Trudce tién, ching
toi ap dung Dinh 1y biéu dién Itd cho ham f € Xp bat k¥ ta dudc ton tai
duy nhit mot qué trinh tuong thich = € M?([0, T], RY) sao cho

T
f=Ef+ [ 2@ aw,

& day M2([0,T],R?) 1a khong gian céc qua trinh ngau nhien (f(#))o<i<r do
dugce, Fi-tuong thich nhan gia tri trong R? va théa man E (fOT |f(t)|2dt) <
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oo. Do vay, dé chitng minh (2.11) diéu kién di 14 chiing minh duge dang thiic

(vtm.c+ [ =S aw.) = (ven.c+ [ = )

ding véi moi C € RY va £ € M2([0,T],R?). Dé lam diéu nay, ching toi
thiét lap mot uéc luong trong Ménh dé 2.1 cho

‘<90(t»77) —¥(t,n),C + /OTE(T) dWT>‘ .

Trude khi khang dinh va chiing minh wéc lugng nay, ching t6i can chuan
bi két qua vé udc luong cidc thanh phan clia hang t trén, tic 1a ta can uée
lugng

[stete. = sty (c+ [ e aw,)

‘ § day c € R, & € M*([0,T],R).

Tiép theo ching t6i dinh nghia cadc ham ¢ ¢, Kep.cs Xem.es Rene : [0, 1] —
R? béi

T
Xemelt) = Ep(t,n) <c+ /0 &(7) dWT>, (2.12)
T
K{m,c(t) = Eb(t,@(t,n)) (C‘l‘/o 5(7') dWT> ) (213)
T
Xeme(t) = BEab(t,n) <c+ /0 &(7) dWT), (2.14)
T
Reaelt) = btuttn) (e+ [ emaw,). @)

Dé chitng minh Dinh 1y 2.4 ta can cac két qua b trg sau.

Chu y 2.4. Trong ching minh su ton tai va duy nhat nghiém co dién va

nghiém nhe, ta co

90(" n)a ¢(7 77) S HQ([Oﬂ T]aRd)'

Do do, Xen.er Kener Xemes Rene 10 do duge va bi chan tren [0,T].

dé 2.3. Vgi moit € [0,T], khang dinh sau day la ding

(@)Y

B

Xeme(t) = ¢ Ea(t"A)En
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+/0 (t = 7)"Eaa((t = 7)"A) (ke pe(t) + EE(T)o (T, ¢(7,7)))dT(2.16)
Xeme(T) = ¢ Eo(t"A)En

-54u—ffam«v~ﬂ%n@mAﬂ+Eﬂﬂdawvm»Mﬂzw>

Ménh dé 2.1. Cho My = maxie.1] | Fao(t*A)|. Khi do, vdi C € R? bat
ky va = € M?([0,T],RY) ta cé

2

(it - vt )C+/TT)dW>

[ ot — vl dr

Au P22, ) — (7 )

< QdMTLQ—HC’+/ E(r) dW,

+2d M7 L?

c+/§ v

2.5 Can duéi cho sy phan tach tiém can giwa hai nghiém
phan biét cua phuwong trinh vi phan phan tha Caputo

ngau nhién

Trong muc nay, ching toi sé danh thdi gian dé nghién citu khoang cach
tiém can gitta hai nghiém phan biét ctia phuong trinh vi phan phan thi
Caputo ngau nhién bac a € (%, 1) trén doan [0,7] c¢6 dang

AWy

“D§ X (1) = b(t, X (1)) + o(t, X(1)) o

(2.18)

voi T > 0 bat ky, (W)ep,00) 12 chuyén dong Brown mot chiéu tieu chuan
trén khong gian xéc suat c6 loc day du (Q, F, F = (F)icp,00), P) va b, 0 :
[0, 7] x RY — RY 1a do dugc théa man cac diéu kien (H1) va (H2) trong Dinh
Iy 2.1.

Két qua chinh ctia muc nay vé sy phan tach tiém can gitta hai nghiém
phan biét cua phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién duge phéat
biéu trong dinh 1y sau.

Dinh ly 2.5. (Sy phan tach tiém can gita hai nghiém phan biét cia
phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién). Cho n,({ € X
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sao cho n # ¢ va ©(-,C),p(-,n) la hai nghiem co dién ciia phuong trinh
(2.18). Khi do, vdi moi € > 0 ta co

_ 20
llmsupt1*“+€”90 (t,m) — @ (t, C)Hms = 0.

t—00

Dé két thic phan nay, ching téi dua ra mot tng dung ctia Dinh 1y 2.5
lien quan dén sd6 mit Lyapunov binh phuong trung binh ctia nghiém khong
tam thuong bat ky ctia phuong trinh vi phan phan thid Caputo ngau nhién
tuyén tinh bi chan. Cu thé, ching ta xét phuong trinh sau

AWy

“DRX() = AWX () + BOX (O

(2.19)
trong d6 A, B : [0,T] — R™? do dugc va thoa man

esssup ||A(t)]] < oo, esssup ||B(t)|| < oo.
te[0,77] t€[0,T7]
Theo Dinh 1y 2.1, v6i méi n € X, \ {0}, phuong trinh (2.18) ton tai nghiém
duy nhat théa man diéu kien ban dau X (0) = 7, dugc ky hieu béi ®(-,n). So
mi Lyapunov binh phuong trung binh clia nghieém khong tam thuong ®(-,n)
duge dinh nghia bdi
, 1
Aus(® (1)) = limsup - log |8 (1) [ms-

t—r00
Trong hé qua sau day, ching toi chi ra rang s6 mit Lyapunov binh phuong

trung binh ctia nghiém khong tam thuong bat ky 1a khong am.

Hé qua 2.2. (Tinh khéng am ctia s6 mii Lyapunov binh phuong
trung binh). S6 md Lyapunov binh phuong trung binh cia nghiém khong
tam thuong cia phuong trinh (2.19) luon khong am, tic la

Ams(®(+,m)) >0 wdi moi n € Xy \ {0}.
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Chuong 3

Lugc do so kiéu Euler-Maruyama cho phuong trinh vi phan
phan thit Caputo ngau nhién

Trong thuc té chi mot sé it phuong trinh vi phan ngdu nhién c6 thée tim
duge cong thic tuong minh ctia nghiém chinh xac, vi vay viéc tim nghiém
xap xi clia n6 1a mot van dé dang quan tam.

Muc dich chinh ctia chuong nay la xay dung luge do s6 kieu Euler-
Maruyama cho phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién va danh
gia toc do hoi tu cling nhu tinh én dinh cta luge do vita dua ra.

Noi dung ctia Chuong 3 dugce viét dya trén bai bao [CT3] trong Danh muc

cong trinh khoa hoc clia tac gia c6 lien quan dén luan an.

3.1 Ludc do sb kiéu Euler-Maruyama cho phuong trinh vi
phan phan thid Caputo ngau nhién

Cho T' > 0 bat ky va xét phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau
nhién bac « € (3, 1) trén doan [0,T] c6 dang
AW,
L
& day (W1)iejo,00) 12 chuyén dong Brown mot chiéu tiéu chuan trén khong gian
xac suat 6 loc day di (Q, F, F = (Fy)ieo.00), P) va b0 : [0, 7] x R — R?

1a do dugc va thoa man cac dieu kién sau day:

Dy, X(t) = b(t, X(t) +o(t, X(t)) (3.1)

(H3) Tinh lién tuc Lipschitz toan cuc trong R? cia b va o: Ton tai L > 0
sao cho v6i moi z,y € R?, t € [0, T,

|b(t, ) —b(t,y)|| < Lljlz —yll, |lo(t,z)—ot,y)ll < Lllz—y|.
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(H4) Tinh lién tuc Holder trong doan [0,T) ctia b va o: Ton tai Ly, Ly > 0
va 3,7 € [0,1] sao cho véi moi x € R?, ¢, s € [0,T] ta c6

b(t,2) — (s, )| < Lalt = sI°,  [lo(t.2) = o(s,2)| < Llt — s

Cha y 3.1. Dé dang ching minh dugc ti cic dieu kien (H3) va (H4) ta c6

tinh chat sau

(H5) Tang trudng khong qud tuyén tinh: Ton tai K > 0 sao cho vdi t €
[0,T],7 € R? ta co

ot 2)[| < K+ [lz])), ot 2)| < KO+ |[z]]).

Dé tranh cac diém ky di ctia nhan, ching toi gidi thieu luge do roi rac
héa dudi day va dude goi 1a Iuge dd sb kiéu Euler-Maruyama cho hé phuong
trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién.

V6i mdi n € N*, nghiem xap xi X (-, n) dudc xéac dinh béi X (0, n) :=
nvavéit e (0,7 ta dat

S (n)
X(n)(tﬂ?) =n + 1 /O ( ()(;X )( ()777)) ds

I'(«)
L [T o(ru(s), X (7u(s), m)
" F(&>/O ( (t) — Tn( ))1 a dWs, (32)
O day mls) = knT N 7’;5 Y pn(s) = (ktLl)T = P/(gn) V6l s € (kT (ktll) ].

n

Phuong trinh nay c6 thé dugc giai ting budce trén moi khoang (
v6i k=0,1,...,n— 1.

Tk T(k+1)}

3.2 Toc do hoi tu ctia luge do s6 kiéu Euler-Maruyama

Trong muc nay, ching toi sé trinh bay két qua chinh ctia chuong 1a danh
gi4 khoang céch binh phuong trung binh gitta nghiem s6 X ™ (¢, 1) va nghiem
chinh xéc X (¢,n) cta phuong trinh (3.1).

Dinh 1y 3.1. (Téc do hoi tu ctia lude dod sb6 kiéu Euler-Maruyama
cho phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién). Gid thiét
rang cdc hé so b, o cia phuong trinh (3.1) théa man cac dieu kien (H3) va
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(H4). Khi dé, ton tai mot hang s6 C' chi phu thuoc vao T, L, Ly, Lo, cv, 3,7
sao cho

C
sup | X (t,n) — X(t,n) |2 < —=

Sup S o (3.3)

¢ day k := min {5,7,04 — %}

Chu y 3.2. (i) Khi cdc hé s6 b, o khong phu thuoc vao thoi gian thi toc do
hoi tu clia luge do s6 kiew Buler-Maruyama cho phuong trinh (3.1) la o — %

(ii)) Khi o = 1, tic la phuong trinh (3.1) trd thanh phuong trinh vi phan
ngau nhién thi toc do hoi tu cia luge do trong Dinh Iy 3.1 trung vdi toc do
hoi tu ma ching ta da biét cho luoe do Euler-Maruyama co dién (xem P. E.
Kloeden va E. Platen nam 1992).

(iii) RO rang luon ton tai moi quan hé gitia két qud trong chuong nay vdi
cic két qud da duge dua ra ve luge do Euler cho phuong trinh Volterra ngau
nhién vdi nhan ky di (rem X. Zhang nam 2008). Vi cic nhan trong hé ma
ching tor nghién ciu la hién nén toéc do hoi tu cia luoe do Euler nhan duoc

la hién. Luu 4 rang toc do hoi tu trong X. Zhang nam 2008 la khong hién.
Dé chitng minh Dinh 1y 3.1 chiing toi can hai bo dé bd trg sau.

Bo6 dé 3.1. Néu cic hé s6 b, o ciia phuong trinh (3.1) théa man dieu kién
(H5) thi vdi moi n € N* ta co

sup [|X(t,7)
0<t<T

< Ch,

s

(6T + 6) KT (20 — 1)T2a_1) . (3.4)

=(1 2 Y By
Crim (14 3l Baocs (i

Bo dé 3.2. Gid si ring cic hé s6 b,o clia phuong trinh (3.1) théa man diéu
kién tang trudng khong qua tuyén tinh (H5). Khi dé, vdi moi n € N* va
t,fe 0, T] nghiém xdp xi Euler-Maruyama cé tinh chat

~ C ~ o
HX(H)(@W) - X(n)( ta”)”?ns < ’I’LTQ_I + C(3|t —t ‘Qa 17

8(T + 2)K?(1 + C))
(2a — DI ()

B 8K2(1 + Cl) T2a—1

N T T R

(3.5)
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vdi Cy duoge zdc dinh trong Bo dé 3.1.

Két qua chinh ctia chuong nay c6 thé duge mé rong cho phuong trinh vi
phan phan thit Caputo ngau nhién bac a € (%, 1) trén doan [0, 7] c¢6 dang

al AW}

CDgX() = bt X(0) + 3 ot X (1) T (36)
dday bvao;,i=1,...N,1a do duge va théa man cac gid thiét (H3) va (H4)
v6i ciing cac hing s6 3,7. Cho diéu kien gia tri ban dau X (0) = n € X,,
dang tich phan tuong ting ctia phuong trinh (3.6) 1a

B 1 [Tb(s, X(s)) oi(s, X(s) i
X0 =1+ 15 e Z/ s M

Bay gio, ching toi ap dung luge do sb kieu Euler-Maruyama (3.2) trong
Muc 3.1 cho phuong trinh nay nhu sau:

V6i mbi n € N*, nghiem xap xi X" (-, n) dugc xac dinh bsi X (0, n) :=
n vavéit € (0,7 ta dat

ds

X0Vt p)=n + — /t boTals), X“”(Tn(s),n))

(o) (t—s)'"

ai( Tn )(Tn(s) n)) i
Z/ mEye

G day 7,(s) = % =: T,gn) va pn(s) = (ktLl)T = p,g ") véi s € ( ktll)T]. Bang

k{ thuat chitng minh twong ty Dinh 1y 3.1, ta duge két qua sau day.

Dinh 1y 3.2. Gia si b va 0;,1 = 1,... N, la cic ham do dugc va théa man
cac gid thiét (H3) va (H4). Khi dé, ton tai mot hang s6 C' khong phu thudc

va0 N sao cho

i C
sup | X" (8, n) — X(t, )| < =5 (3.7)
o<t<T n

¢ day k := min {5,7,04 — %}



20

3.3 Luogc d6 Euler-Maruyama mii cho phuong trinh vi phan
phan thi Caputo ngau nhién mét chiéu tuyén tinh

3.3.1 Ludc do Euler-Maruyama mi

Xét phuong trinh vi phan phan thid Caputo ngau nhién mot chiéu tuyén
tinh c6 dang
aw,
CDg X (1) = AX (t) + X (t) Wt' (3.8)
Gan day, H. T. Tuan nam 2020 da chiing minh duge phuong trinh (3.8) én
dinh tiém can néu va chi néu

A<0 va M/ 5§72 (Eya(As™)® ds < 1. (3.9)
0

Cong cu chinh dé chiing minh két qua trén la sit dung cong thiic bién thién
hing s6 dugc dua ra trong Dinh 1y 2.4, tic 1a dang tich phan cta phuong
trinh (3.8) dugc cho bdi

X(t) = BEa(M*)X(0) + /0 (t = 8)"  Epa(Mt — )X () dW,. (3.10)

Dura trén luge do Euler-Maruyama mil cho phuong trinh vi phan ngau nhién,
ching toi xay dung luge d6 Euler-Maruyama mi cho phuong trinh (3.8). Véi
bude chia b > 0 ¢b dinh, Luge do Euler-Maruyama ma cho phuong trinh
(3.8) duge xac dinh béi X;,(0) := X(0) € Xy va véi t € (0,77 ta dit

X(t) = B (M) X (0)+4 /O (t—=71(5))* " EqaAE—74(8))) X (7h(s)) dWs,
(3.11)
& day 15, : (0,00) — [0, 00) duge dinh nghia bdi

m(s) = kh véis € (kh,(k+1)h],k=0,1,2,.... (3.12)

3.3.2 Tb6c do hoi tu va su 6n dinh ctia phuong phap Euler-
Maruyama mu
Trong muc nay ching toi quan tam dén téc do hoi tu va sy on dinh cta

phuong phap sé cho phuong trinh vi phan phan thit Caputo ngau nhién mot
chiéu tuyén tinh (3.8).
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Dinh ly 3.3. (Téc dé héi tu va sy 6n dinh ctia lugec d6 Euler-
Maruyama ma). (i) Vi T > 0 bat ky, ton tai hang so6 C chi phu thuoc vao
T, \ va i sao cho

sup || Xn(t) — X(8)||lms < ChO2.
te[0,1]

(ii) Gid si dieu kién (3.9) dung. Véi budc chia h > 0 bat ky, ton tai K > 0
sao cho nghiém )?h cia phuong trinh (3.11) théa man
1X0 () s < KX (O) s vdi moi >0
va hon nita vdi & € (0, ) bit kj, ta 6 imyeo 80| X, (8)||lms = 0. Tit d6 suy
ra nghiém so van on dinh tiém can.
Dé chitng minh Dinh 1y 3.3, chiing t6i can bén bd dé chuan bi.

Bé dé 3.3. Ddt Ml = maXOStST(Ea()\tO‘))Q,Mg = maXOStST(Ea,a()\tO‘))Q
va

Cy = My Ego—1 (1> MoT' (20 — DT || X (0|2, (3.13)
Khi dé, vdi moi h > 0 ta c¢6 supg<icr 1X, ()2, < Cu.

Bo dé 3.4. Dit
2 2
My = ( max (9an()\$)> My = < max (%Ea’a()\x))
x€[0,7¢] x€[0,77¢]

V4

8/1/2MQC4 + 4M2M4C4T2a71
20 — 1 ’
¢ day Cy dugc cho trong (3.13). Khi dé, vdi moi h > 0 va t,t € [0,T)] ta cé

1X0(t) — Xn( D)2 < Cslt — ¢ [

Cs := 4MsT|| X (0) |2 +

(3.14)

B6 dé 3.5. Gid sit A > 0. Khi do, ton tai M(\, ) phu thuoc vio X vi o
sao cho

M(A M(A\
By < MAD g ey o M) it
max{1,t"} ’ max{1, >}
(3.15)

. 2
B& dé 3.6. Gid sit ji? [ M ds < 1,6 € (0,a) bt ky. Khi dé, ta cd

(B, oA\t — 8)%)) 26
limsup/ﬂ/ ( oAt~ 5) )) max{1, %}
0

ds < 1.
(t —s)?272@  max{1,s*}

t—o00
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Két luan va kién nghi

1. Két qua dat dudc
Trong luan an nay, ching toi tap trung nghién citu mot so6 van dé ve
phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién. Luan an da dat dugc

mot s6 két qua sau:

o Chitng minh dugc su ton tai va duy nhat nghiém co dz'én, nghiém nhe doi

vdi phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién bic o € (%, 1).

o Chitng minh dudc su phu thuoce lién tuc vao gid tri ban dav cia nghiém co

dién phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngdu nhién bac o € (%, 1).

o Chitng minh dugc cong thitc bién thién hang s6 cho phuong trinh vi phan
phan thi Caputo ngau nhién bic o € (%, 1).

o Chiing minh dugc khoang cach tiém can gitia hai nghiém phan biét cia
9

phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau nhién la ldn hon tira
khi t — oo vdi mor € > 0.

o Xay dung duoc lugc do so kieu Fuler-Maruyama cho phuong trinh vi
phan phan thit Caputo ngau nhién va danh gid dudc toc do hoi tu clia
luge do nay. Danh gia dugc toc do hoi tu va tinh on dinh cta luoe do
Euler-Maruyama mi cho phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau

nhién mot chiéu tuyen tinh.
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2. Mot sdé huéng nghién ciu tiép theo
Bén canh nhitng két qua da dat dugc trong luan an, mot sd van de ve
phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngiu nhién can dudc nghién ciiu

them trong thoi gian t6i, chiung toi du dinh sé nghién ctu cac van dé sau:

o Tinh on dinh ciia nghiém phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau
nhién bic a € (3,1).
e Tinh chinh quy ciia nghiém phuong trinh vi phan phan thi Caputo ngau

nhién bic a € (3,1).

e Nghién cittu nghiém cia phuong trinh vi phan phan thit ngau nhién vdi
dao ham "substantial” phan thi Caputo bac o € (%, 1) c6 dang

1 [teBt=9p(s, X(s))
/0 (—spo

1 [teP=9)g(s, X (s))
e

e Nghién ciu md rong cdc két qud trong LP vdi p > 2 cho phuong trinh
vi phan phan thi Caputo ngau nhién bac o € (%, 1).

o Xay dung cdic luge do so khdc cho phuong trinh vi phan phan thit Caputo
ngau nhién bic o € (%, 1) va nghién citu toc do hoi tu cing nha tinh on

dinh cia cdc luge do so dé.
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