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MỞ ĐẦU

1. Lịch sử vấn đề và lý do chọn đề tài

Phép tính vi phân, tích phân là một công cụ phổ biến để mô tả các quá

trình tiến hóa. Bằng việc nghiên cứu nghiệm của phương trình vi phân, người

ta có thể biết trạng thái hiện thời cũng như dự đoán được dáng điệu ở quá

khứ hay tương lai của quá trình đó. Tuy nhiên, các hiện tượng hay gặp trong

cuộc sống có tính chất phụ thuộc vào quá khứ và sự phụ thuộc nói chung

cũng không giống nhau tại tất cả các thời điểm. Một trong các lý thuyết

được xây dựng để giải quyết các bài toán thực tế vừa nêu là giải tích phân

thứ. Lý thuyết này có ưu thế hơn so với phép tính vi phân, tích phân cổ điển

trong mô phỏng các quá trình có trí nhớ. Trong bốn thập kỷ gần đây, người

ta phát hiện ra ngày càng nhiều ứng dụng của giải tích phân thứ trong các

ngành khoa học khác nhau từ Vật lý, Hóa học, Sinh học đến Tài chính, Khoa

học xã hội,....

Có nhiều loại đạo hàm phân thứ khác nhau tùy thuộc vào cách người ta

tổng quát hóa đạo hàm dn

dxnf(x) cho trường hợp n không nguyên. Tuy nhiên,

hai khái niệm được dùng phổ biến hơn cả là đạo hàm Riemann-Liouville và

đạo hàm Caputo. Đạo hàm phân thứ Riemann-Liouville được phát triển bởi

Abel, Riemann và Liouville trong nửa đầu thế kỷ 19. Tuy nhiên, khi áp dụng

đạo hàm này để mô tả các hiện tượng thực tế thì gặp hạn chế do điều kiện

ban đầu trong các bài toán giá trị ban đầu không có ý nghĩa vật lý. Đạo hàm

phân thứ Caputo được M. Caputo xây dựng năm 1969. So với đạo hàm phân

thứ Riemann-Liouville, đạo hàm Caputo dễ áp dụng cho các bài toán thực

tế hơn vì điều kiện ban đầu của các mô hình sử dụng đạo hàm Caputo có ý

nghĩa vật lý.

Lý thuyết phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên là một
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hướng nghiên cứu tương đối mới được sinh ra từ lý thuyết phương trình vi

phân phân thứ và lý thuyết xác suất. Bằng cách kết hợp các kết quả của

hai ngành cơ sở trên, lý thuyết phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu

nhiên nhận được những lợi thế của cả hai ngành và có thể đưa ra được mô

hình toán học thích hợp hơn cho các hiện tượng tự nhiên và xã hội.

Tuy nhiên, trong sự tương phản một số lớn các công bố về phương trình vi

phân phân thứ tất định, chỉ có một số ít bài báo liên quan đến phương trình

vi phân ngẫu nhiên với đạo hàm phân thứ Caputo và hầu hết các bài báo

này mới dừng lại ở việc thiết lập kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm

hoặc nghiên cứu tính chính quy của nghiệm (xem Sakthivel năm 2013, Y.

Wang năm 2016, Z. Wang năm 2008). Ở đây chúng tôi phân biệt hai loại

nghiệm, loại đầu tiên là nghiệm nhẹ (mild solutions), sự tồn tại và duy nhất

của loại nghiệm này được đưa ra trong Sakthivel năm 2013. Tuy thế, các điều

kiện đưa ra trong bài báo này khá chặt. Với các điều kiện yếu hơn, chúng tôi

đã chứng minh được sự tồn tại nghiệm nhẹ cho phương trình vi phân phân

thứ Caputo ngẫu nhiên. Loại nghiệm thứ hai là nghiệm cổ điển (classical

solutions) và theo sự hiểu biết của tác giả, câu hỏi về sự tồn tại và duy nhất

nghiệm loại này mới được đề cập trong Y. Wang năm 2016 và Z. Wang năm

2008. Trong Z. Wang năm 2008, tác giả chưa chứng minh được sự tồn tại và

duy nhất nghiệm cổ điển với bậc phân thứ α ∈ (1
2
, 3

4
) còn trong Y. Wang năm

2016 việc chứng minh định lý tồn tại và duy nhất nghiệm toàn cục gặp vấn

đề khi thác triển nghiệm từ một khoảng nhỏ [0, Ta] ra toàn khoảng [0,∞).

Luận án này sẽ khắc phục các hạn chế trên. Ngoài ra, chúng tôi còn đưa ra

được công thức biến thiên hằng số và một số tính chất nghiệm cho phương

trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên.

Việc giải số phương trình vi phân và phương trình vi phân ngẫu nhiên là

bài toán có nhiều ý nghĩa trong ứng dụng. Thực tế rất ít phương trình vi

phân ngẫu nhiên giải được nghiệm hiển hoặc nếu tìm được nghiệm hiển thì

biểu thức quá phức tạp. Vì vậy, trong nhiều thập kỷ qua, bài toán này đã thu

hút rất nhiều sự quan tâm của các nhà toán học trong và ngoài nước. Đối với

phương trình vi phân phân thứ tất định, các phương pháp giải số đã được

xây dựng một cách có hệ thống và khá đầy đủ. Tiếp nối hướng nghiên cứu

này và dựa theo ý tưởng của bài báo X. Zhang năm 2008, chúng tôi đã đưa



3

ra được lược đồ số cho phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên

và đánh giá được tốc độ hội tụ của lược đồ số này.

2. Mục đích, đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi nghiên cứu các nội dung sau:

Nội dung 1. Sự tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình vi phân

phân thứ Caputo ngẫu nhiên.

Nội dung 2. Công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi phân

phân thứ Caputo ngẫu nhiên.

Nội dung 3. Một số tính chất của nghiệm phương trình vi phân phân

thứ Caputo ngẫu nhiên.

Nội dung 4. Xây dựng lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương

trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên.

3. Phương pháp nghiên cứu

• Để chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình vi phân

phân thứ Caputo ngẫu nhiên, chúng tôi xây dựng một chuẩn có trọng

số phù hợp và áp dụng Định lý điểm bất động của Banach.

• Sự phụ thuộc liên tục của nghiệm cổ điển vào điều kiện ban đầu được

chứng minh dựa trên ước lượng khoảng cách giữa hai nghiệm phân biệt

khi thời gian hữu hạn. Để chứng minh sự phân tách tiệm cận giữa hai

nghiệm phân biệt chúng tôi dùng phương pháp chứng minh phản chứng.

• Để có được công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi phân phân

thứ Caputo ngẫu nhiên, chúng tôi dùng Định lý biểu diễn Itô và công

thức biến thiên hằng số cho phương trình vi phân phân thứ tất định.

• Lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương trình vi phân phân thứ

Caputo ngẫu nhiên và đánh giá tốc độ hội tụ được dựa trên các kết

quả đã biết về lược đồ Euler-Maruyama cho phương trình vi phân ngẫu

nhiên và kỹ thuật rời rạc hóa để tránh các điểm kỳ dị của nhân.
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5. Kết quả của luận án

Luận án đã đạt được những kết quả chính sau đây:

• Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất nghiệm cổ điển, nghiệm nhẹ đối

với phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Đưa ra được công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi phân

phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Chứng minh được sự phụ thuộc liên tục vào giá trị ban đầu của nghiệm cổ

điển phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Chứng minh được khoảng cách giữa hai nghiệm phân biệt của phương

trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên tiến đến 0 không nhanh hơn

tốc độ đa thức với số mũ đủ lớn. Từ đó, chúng tôi chứng minh được số

mũ Lyapunov bình phương trung bình của nghiệm không tầm thường bất

kỳ của phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên tuyến tính bị

chặn luôn không âm.

• Xây dựng được lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương trình vi

phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) và đưa ra được tốc độ

hội tụ cho lược đồ này. Đánh giá được tốc độ hội tụ và tính ổn định của

lược đồ Euler-Maruyama mũ cho phương trình vi phân phân thứ Caputo

ngẫu nhiên tuyến tính một chiều.

6. Cấu trúc của luận án

Luận án gồm ba chương.

Chương 1: Một số kiến thức chuẩn bị.

Chương 2: Một số tính chất của nghiệm phương trình vi phân phân thứ

Caputo ngẫu nhiên.

Chương 3: Lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương trình vi phân phân

thứ Caputo ngẫu nhiên.
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Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi nhắc lại các khái niệm cũng như các kết quả

bổ trợ cần thiết được sử dụng ở các chương sau.

1.1 Một số kiến thức về giải tích ngẫu nhiên

Mục này trình bày một số khái niệm về chuyển động Brown, tích phân

ngẫu nhiên Itô và các kết quả bổ trợ gồm Định lý biểu diễn Itô, định lý

tồn tại và duy nhất nghiệm cho phương trình vi phân ngẫu nhiên, lược đồ

Euler-Maruyama cho phương trình vi phân ngẫu nhiên và tốc độ hội tụ.

1.2 Một số kiến thức về giải tích phân thứ

Mục này dành để trình bày khái niệm tích phân phân thứ Riemann-

Liouville, đạo hàm phân thứ Caputo, phương trình vi phân phân thứ Caputo,

hàm Mittag-Leffler và công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi phân

phân thứ tất định.
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Chương 2

Một số tính chất của nghiệm phương trình vi phân phân thứ
Caputo ngẫu nhiên

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm

cổ điển, nghiệm nhẹ, công thức biến thiên hằng số và một số tính chất của

nghiệm phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên.

Nội dung của Chương 2 được viết dựa trên bài báo [CT1] và [CT2] trong

Danh mục công trình khoa học của tác giả có liên quan đến luận án.

2.1 Sự tồn tại và duy nhất nghiệm cổ điển của phương trình
vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên

Trong mục này, chúng tôi xét phương trình vi phân phân thứ Caputo

ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) trên đoạn [0, T ] có dạng

CDα
0+X(t) = b(t,X(t)) + σ(t,X(t))

dWt

dt
, (2.1)

với T > 0 bất kỳ, b, σ : [0, T ]×Rd → Rd là đo được và (Wt)t∈[0,∞) là chuyển

động Brown một chiều tiêu chuẩn trên không gian xác suất đầy đủ (Ω,F ,P)

được trang bị bộ lọc F := (Ft)t∈[0,∞) thỏa mãn các điều kiện thông thường.

Với mỗi t ∈ [0,∞), đặt Xt := L2(Ω,Ft,P) ký hiệu là không gian tất cả các

hàm khả tích bình phương trung bình f = (f1, . . . , fd)
T : Ω→ Rd với

‖f‖ms :=

√√√√ d∑
i=1

E(|fi|2) =
√

E‖f‖2,
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ở đây Rd được trang bị chuẩn Euclide. Một quá trình ngẫu nhiên đo được

X : [0,∞)→ L2(Ω,F ,P) được gọi là F -tương thích nếu X(t) ∈ Xt với mọi

t ∈ [0,∞).

Định nghĩa 2.1. Với mỗi η ∈ X0, một quá trình ngẫu nhiên đo được, F -

tương thích X được gọi là nghiệm cổ điển của (2.1) với điều kiện ban đầu

X(0) = η nếu X(0) = η và với mọi t ∈ (0, T ]

X(t) = η+
1

Γ(α)

(∫ t

0

(t− τ )α−1b(τ,X(τ ))dτ +

∫ t

0

(t− τ )α−1σ(τ,X(τ ))dWτ

)
.

Sau đây chúng tôi phát biểu kết quả chính của mục này về sự tồn tại và

duy nhất nghiệm toàn cục của phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu

nhiên.

Định lý 2.1. (Sự tồn tại và duy nhất nghiệm toàn cục của phương

trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên). Giả sử các hệ số b, σ của

phương trình (2.1) thỏa mãn các điều kiện sau:

(H1) Tồn tại L > 0 sao cho với mọi x, y ∈ Rd, t ∈ [0, T ] ta có

‖b(t, x)− b(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖, ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖.

(H2) σ(·, 0) và b(·, 0) thỏa mãn

‖σ(·, 0)‖∞ := esssup
τ∈[0,T ]

‖σ(τ, 0)‖ <∞,
∫ T

0

‖b(τ, 0)‖2 dτ <∞.

Khi đó, phương trình (2.1) với điều kiện ban đầu X(0) = η ∈ X0 có nghiệm

toàn cục duy nhất ϕ(·, η) trên đoạn [0, T ].

Để chứng minh định lý này, chúng tôi xây dựng một chuẩn có trọng số

phù hợp và áp dụng Định lý điểm bất động của Banach. Cụ thể, chứng minh

gồm các bước sau:

• Bước 1 : Xây dựng không gian Banach (H2([0, T ]), ‖ · ‖H2).

• Bước 2 : Đưa ra toán tử Tη xác định trên không gian này.
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• Bước 3 : Chứng minh toán tử Tη là ánh xạ co đối với chuẩn có trọng

số phù hợp, phương pháp này cũng đã được dùng để chứng minh sự

tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình vi phân ngẫu nhiên (xem

Nhận xét 2.1 trong X. Han và P. E. Kloeden năm 2017). Ở đây, hàm

trọng số là hàm Mittag-Leffler E2α−1(·) được định nghĩa như sau

E2α−1(t) :=

∞∑
k=0

tk

Γ((2α− 1)k + 1)
với mọi t ∈ R.

Ký hiệu không gian H2([0, T ]) là tất cả các quá trình ngẫu nhiên

X : [0, T ]→ L2(Ω,F ,P)

đo được, FT -tương thích với FT := (Ft)t∈[0,T ] và thỏa mãn

‖X‖H2 := esssup
t∈[0,T ]

‖X(t)‖ms <∞.

Khi đó, ta có (H2([0, T ]), ‖ · ‖H2) là không gian Banach. Với mỗi η ∈ X0,

chúng tôi định nghĩa toán tử Tη : H2([0, T ]) → H2([0, T ]) bởi Tηξ(0) := η

và với mọi t ∈ (0, T ]

Tηξ(t) := η +
1

Γ(α)

(∫ t

0

b(τ, ξ(τ ))

(t− τ )α−1
dτ +

∫ t

0

σ(τ, ξ(τ ))

(t− τ )α−1
dWτ

)
.

Bổ đề dưới đây chỉ ra rằng toán tử này được xác định tốt.

Bổ đề 2.1. Với mỗi η ∈ X0, toán tử Tη được xác định tốt.

Kết quả sau đây là bổ đề kỹ thuật dùng để ước lượng cho toán tử Tη và

để phục vụ cho chứng minh các kết quả trong phần tiếp theo.

Bổ đề 2.2. Với α > 1
2
bất kỳ và γ > 0 ta có bất đẳng thức sau là đúng

γ

Γ (2α− 1)

∫ t

0

(t− τ )2α−2E2α−1

(
γτ 2α−1

)
dτ ≤ E2α−1

(
γt2α−1

)
.

Chọn và cố định hằng số dương γ sao cho

γ >
3L2(T + 1)Γ(2α− 1)

Γ(α)2
. (2.2)
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Trên không gian H2([0, T ]), chúng tôi định nghĩa chuẩn có trọng số ‖ · ‖γ
như sau

‖X‖γ := esssup
τ∈[0,T ]

√
E(‖X(t)‖2)

E2α−1(γt2α−1)
với mọi X ∈ H2([0, T ]). (2.3)

Nhận thấy, hai chuẩn ‖·‖H2 và ‖·‖γ là tương đương. Do đó, (H2([0, T ]), ‖·‖γ)
cũng là không gian Banach. Ta chọn và cố định η ∈ X0. Khi đó, toán tử Tη
được xác định tốt và ánh xạ Tη là co đối với chuẩn ‖ · ‖γ.

Chú ý 2.1. Các điều kiện (H1), (H2) trong Định lý 2.1 là sự mở rộng tự

nhiên các điều kiện trong định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm của phương

trình vi phân ngẫu nhiên.

2.2 Sự phụ thuộc liên tục vào giá trị ban đầu của nghiệm cổ
điển phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên

Trong mục này chúng tôi sẽ nghiên cứu tính phụ thuộc liên tục của

nghiệm cổ điển phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên vào điều

kiện ban đầu. Cụ thể, chúng tôi xét phương trình vi phân phân thứ Caputo

ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) trên đoạn [0, T ] có dạng

CDα
0+X(t) = b(t,X(t)) + σ(t,X(t))

dWt

dt
, (2.4)

với T > 0 bất kỳ, b, σ : [0, T ]×Rd → Rd là đo được và (Wt)t∈[0,∞) là chuyển

động Brown một chiều tiêu chuẩn trên không gian xác suất có lọc đầy đủ

(Ω,F , F := (Ft)t∈[0,∞),P).

Định lý 2.2. (Sự phụ thuộc liên tục của nghiệm cổ điển vào điều

kiện ban đầu). Giả sử các hệ số b, σ của phương trình (2.4) thỏa mãn các

điều kiện (H1) và (H2) trong Định lý 2.1. Khi đó, trên đoạn [0, T ] nghiệm

cổ điển ϕ(·, η) của phương trình (2.4) phụ thuộc liên tục vào η, tức là

lim
ζ→η
‖ϕ(t, ζ)− ϕ(t, η)‖ms = 0.
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2.3 Sự tồn tại và duy nhất nghiệm nhẹ của phương trình vi
phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên

Xét phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1)

trên đoạn [0, T ] có dạng sau

CDα
0+X(t) = AX(t) + b(t,X(t)) + σ(t,X(t))

dWt

dt
, (2.5)

ở đây T > 0 bất kỳ, (Wt)t∈[0,∞) là chuyển động Brown một chiều tiêu chuẩn

trên không gian xác suất có lọc đầy đủ (Ω,F , F := (Ft)t∈[0,∞),P), A ∈ Rd×d

và b, σ : [0, T ]× Rd → Rd là các hàm đo được thỏa mãn các điều kiện (H1)

và (H2) trong Định lý 2.1.

Bây giờ chúng tôi nhắc lại khái niệm nghiệm nhẹ của phương trình (2.5).

Định nghĩa 2.2. (Nghiệm nhẹ của phương trình vi phân phân thứ

Caputo ngẫu nhiên) (xem R. Sakthivel năm 2013). Một quá trình ngẫu

nhiên đo được, F -tương thích Y được gọi là nghiệm nhẹ của phương trình

(2.5) với điều kiện ban đầu Y (0) = η nếu Y (0) = η và đẳng thức sau đúng

với t ∈ (0, T ]

Y (t) = Eα(tαA)η +
∫ t

0 (t− τ )α−1Eα,α((t− τ )αA)b(τ, Y (τ )) dτ

+
∫ t

0 (t− τ )α−1Eα,α((t− τ )αA)σ(τ, Y (τ )) dWτ .
(2.6)

Tiếp theo, chúng tôi thiết lập kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm

nhẹ của phương trình (2.5). Để đạt được kết quả này, chúng tôi yêu cầu rằng

các hệ số b, σ của phương trình thỏa mãn các điều kiện (H1), (H2) trong Định

lý 2.1. Kỹ thuật chính để chứng minh kết quả đó là xây dựng một chuẩn có

trọng số phù hợp (so sánh với Định lý 2.1).

Định lý 2.3. (Sự tồn tại và duy nhất nghiệm nhẹ toàn cục). Giả thiết

các hệ số b, σ của phương trình (2.5) thỏa mãn các điều kiện (H1) và (H2).

Khi đó, với η ∈ X0 bất kỳ, tồn tại duy nhất nghiệm nhẹ Y của phương trình

(2.5) thỏa mãn Y (0) = η trên toàn đoạn [0, T ], ký hiệu là ψ(t, η).

Chú ý 2.2. Kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm nhẹ đối với lớp các

hệ phương trình rộng hơn đã được chứng minh trong R. Sakthivel năm 2013.

Tuy nhiên, giả thiết cho các hệ số của các hệ này là mạnh hơn (H1), (H2).



11

2.4 Công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi phân
phân thứ Caputo ngẫu nhiên

Trong mục này, chúng tôi xây dựng công thức biến thiên hằng số cho

phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) trên đoạn

[0, T ] có dạng sau

CDα
0+X(t) = AX(t) + b(t,X(t)) + σ(t,X(t))

dWt

dt
, (2.7)

ở đây T > 0 bất kỳ, (Wt)t∈[0,∞) là chuyển động Brown một chiều tiêu chuẩn

trên không gian xác suất có lọc đầy đủ (Ω,F , F := (Ft)t∈[0,∞),P), A ∈ Rd×d

và b, σ : [0, T ]× Rd → Rd là các hàm đo được thỏa mãn các điều kiện (H1)

và (H2) trong Định lý 2.1.

Theo Định nghĩa 2.1, nghiệm cổ điển của phương trình (2.7) với điều kiện

ban đầu X(0) = η ∈ X0 là một quá trình ngẫu nhiên đo được, F -tương thích

thỏa mãn X(0) = η và đẳng thức sau đúng với mọi t ∈ (0, T ]

X(t) = η + 1
Γ(α)

∫ t
0 (t− τ )α−1(AX(τ ) + b(τ,X(τ ))) dτ

+ 1
Γ(α)

∫ t
0 (t− τ )α−1σ(τ,X(τ )) dWτ .

(2.8)

Theo Định lý 2.1, với mỗi η ∈ X0, phương trình (2.7) tồn tại duy nhất nghiệm,

ký hiệu bởi ϕ(·, η). Định lý sau đây đưa ra công thức biến thiên hằng số cho

phương trình (2.7), đó là một biểu diễn đặc biệt của nghiệm ϕ(·, η).

Định lý 2.4. (Công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi

phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên). Cho η ∈ X0 bất kỳ và ϕ(·, η) là

nghiệm của phương trình (2.7). Khi đó, đẳng thức

ϕ(t, η) = Eα(tαA)η +
∫ t

0 (t− τ )α−1Eα,α((t− τ )αA)b(τ, ϕ(τ, η)) dτ

+
∫ t

0 (t− τ )α−1Eα,α((t− τ )αA)σ(τ, ϕ(τ, η)) dWτ

(2.9)

đúng với mọi t ∈ [0, T ].

Chú ý 2.3. (i) Nếu không có nhiễu trong phương trình (2.7), tức là σ(t,X(t)) ≡
0, khi đó (2.9) trở thành công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi

phân phân thứ tất định.
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(ii) Ta có E1(M) = E1,1(M) = eM với M ∈ Rd×d. Cho α → 1, (2.9) trở

thành dạng sau (một cách hình thức)

ϕ(t, η) = etAη +

∫ t

0

e(t−τ)Ab(τ, ϕ(τ, η)) dτ +

∫ t

0

e(t−τ)Aσ(τ, ϕ(τ, η)) dWτ .

Đây là công thức biến thiên hằng số cho nghiệm của phương trình vi phân

ngẫu nhiên

dX(t) = (AX(t) + b(t,X(t))) dt + σ(t,X(t)) dWt.

Như một ứng dụng của Định lý 2.4, hệ quả sau đây đưa ra công thức

nghiệm tường minh của phương trình vi phân phân thứ ngẫu nhiên tuyến

tính không thuần nhất có dạng

CDα
0+X(t) = AX(t) + b(t) + σ(t)

dWt

dt
, X(0) = η. (2.10)

Hệ quả 2.1. Giả sử b ∈ L2([0, T ],Rd), σ ∈ L∞([0, T ],Rd), ở đây T > 0.

Khi đó, nghiệm hiển của phương trình (2.10) trên đoạn [0, T ] được cho bởi

X(t) = Eα(tαA)η +

∫ t

0

(t− τ )α−1Eα,α((t− τ )αA)b(τ ) dτ

+

∫ t

0

(t− τ )α−1Eα,α((t− τ )αA)σ(τ ) dWτ .

Nhờ kết quả của Định lý 2.3 nên muốn chứng minh Định lý 2.4 chúng tôi

chỉ cần chứng minh rằng

ϕ(t, η) = ψ(t, η) với mọi η ∈ X0, t ∈ [0, T ], (2.11)

ở đây ψ(·, η) là nghiệm nhẹ của phương trình (2.7). Để rõ ràng hơn, chúng

tôi sẽ trình bày tóm tắt ý tưởng chứng minh định lý này. Trước tiên, chúng

tôi áp dụng Định lý biểu diễn Itô cho hàm f ∈ XT bất kỳ ta được tồn tại

duy nhất một quá trình tương thích Ξ ∈M2([0, T ],Rd) sao cho

f = Ef +

∫ T

0

Ξ(τ ) dWτ ,

ở đâyM2([0, T ],Rd) là không gian các quá trình ngẫu nhiên (f(t))0≤t≤T đo

được, Ft-tương thích nhận giá trị trong Rd và thỏa mãn E
(∫ T

0 |f(t)|2dt
)
<
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∞. Do vậy, để chứng minh (2.11) điều kiện đủ là chứng minh được đẳng thức〈
ϕ(t, η), C +

∫ T

0

Ξ(τ ) dWτ

〉
=

〈
ψ(t, η), C +

∫ T

0

Ξ(τ ) dWτ

〉
đúng với mọi C ∈ Rd và Ξ ∈ M2([0, T ],Rd). Để làm điều này, chúng tôi

thiết lập một ước lượng trong Mệnh đề 2.1 cho∣∣∣∣〈ϕ(t, η)− ψ(t, η), C +

∫ T

0

Ξ(τ ) dWτ

〉∣∣∣∣ .
Trước khi khẳng định và chứng minh ước lượng này, chúng tôi cần chuẩn

bị kết quả về ước lượng các thành phần của hạng tử trên, tức là ta cần ước

lượng∥∥∥∥E(ϕ(t, η)− ψ(t, η))
(
c +

∫ T

0

ξ(τ ) dWτ

)∥∥∥∥ ở đây c ∈ R, ξ ∈M2([0, T ],R).

Tiếp theo chúng tôi định nghĩa các hàm χξ,η,c, κξ,η,c, χ̂ξ,η,c, κ̂ξ,η,c : [0, T ]→
Rd bởi

χξ,η,c(t) := Eϕ(t, η)

(
c +

∫ T

0

ξ(τ ) dWτ

)
, (2.12)

κξ,η,c(t) := Eb(t, ϕ(t, η))

(
c +

∫ T

0

ξ(τ ) dWτ

)
, (2.13)

χ̂ξ,η,c(t) := Eψ(t, η)

(
c +

∫ T

0

ξ(τ ) dWτ

)
, (2.14)

κ̂ξ,η,c(t) := Eb(t, ψ(t, η))

(
c +

∫ T

0

ξ(τ ) dWτ

)
. (2.15)

Để chứng minh Định lý 2.4 ta cần các kết quả bổ trợ sau.

Chú ý 2.4. Trong chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm cổ điển và

nghiệm nhẹ, ta có

ϕ(·, η), ψ(·, η) ∈ H2([0, T ],Rd).

Do đó, χξ,η,c, κξ,η,c, χ̂ξ,η,c, κ̂ξ,η,c là đo được và bị chặn trên [0, T ].

Bổ đề 2.3. Với mọi t ∈ [0, T ], khẳng định sau đây là đúng

χξ,η,c(t) = c Eα(tαA)Eη
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+

∫ t

0

(t− τ )αEα,α((t− τ )αA)
(
κξ,η,c(t) + Eξ(τ )σ(τ, ϕ(τ, η))

)
dτ,(2.16)

χ̂ξ,η,c(τ ) = c Eα(tαA)Eη

+

∫ t

0

(t− τ )αEα,α((t− τ )αA)
(
κ̂ξ,η,c(τ ) + Eξ(τ )σ(τ, ψ(τ, η))

)
dτ.(2.17)

Mệnh đề 2.1. Cho MT := maxt∈[0,T ] ‖Eα,α(tαA)‖. Khi đó, với C ∈ Rd bất

kỳ và Ξ ∈M2([0, T ],Rd) ta có∣∣∣∣〈ϕ(t, η)− ψ(t, η), C +

∫ T

0

Ξ(τ ) dWτ

〉∣∣∣∣2
≤ 2dM 2

TL
2 T

2α−1

2α− 1

∥∥∥∥C +

∫ T

0

ξ(τ ) dWτ

∥∥∥∥2

ms

∫ t

0

‖ϕ(τ, η)− ψ(τ, η)‖2
ms dτ

+2dM 2
TL

2

∥∥∥∥C +

∫ T

0

ξ(τ ) dWτ

∥∥∥∥2

ms

∫ t

0

(t− τ )2α−2‖ϕ(τ, η)− ψ(τ, η)‖2
ms dτ.

2.5 Cận dưới cho sự phân tách tiệm cận giữa hai nghiệm
phân biệt của phương trình vi phân phân thứ Caputo
ngẫu nhiên

Trong mục này, chúng tôi sẽ dành thời gian để nghiên cứu khoảng cách

tiệm cận giữa hai nghiệm phân biệt của phương trình vi phân phân thứ

Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) trên đoạn [0, T ] có dạng

CDα
0+X(t) = b(t,X(t)) + σ(t,X(t))

dWt

dt
, (2.18)

với T > 0 bất kỳ, (Wt)t∈[0,∞) là chuyển động Brown một chiều tiêu chuẩn

trên không gian xác suất có lọc đầy đủ (Ω,F , F := (Ft)t∈[0,∞),P) và b, σ :

[0, T ]×Rd → Rd là đo được thỏa mãn các điều kiện (H1) và (H2) trong Định

lý 2.1.

Kết quả chính của mục này về sự phân tách tiệm cận giữa hai nghiệm

phân biệt của phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên được phát

biểu trong định lý sau.

Định lý 2.5. (Sự phân tách tiệm cận giữa hai nghiệm phân biệt của

phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên). Cho η, ζ ∈ X0
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sao cho η 6= ζ và ϕ(·, ζ), ϕ(·, η) là hai nghiệm cổ điển của phương trình

(2.18). Khi đó, với mọi ε > 0 ta có

lim sup
t→∞

t
2α
1−α+ε‖ϕ (t, η)− ϕ (t, ζ)‖ms =∞.

Để kết thúc phần này, chúng tôi đưa ra một ứng dụng của Định lý 2.5

liên quan đến số mũ Lyapunov bình phương trung bình của nghiệm không

tầm thường bất kỳ của phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên

tuyến tính bị chặn. Cụ thể, chúng ta xét phương trình sau

CDα
0+X(t) = A(t)X(t) +B(t)X(t)

dWt

dt
, (2.19)

trong đó A,B : [0, T ]→ Rd×d đo được và thỏa mãn

esssup
t∈[0,T ]

‖A(t)‖ <∞, esssup
t∈[0,T ]

‖B(t)‖ <∞.

Theo Định lý 2.1, với mỗi η ∈ X0 \ {0}, phương trình (2.18) tồn tại nghiệm

duy nhất thỏa mãn điều kiện ban đầu X(0) = η, được ký hiệu bởi Φ(·, η). Số

mũ Lyapunov bình phương trung bình của nghiệm không tầm thường Φ(·, η)

được định nghĩa bởi

λms(Φ(·, η)) := lim sup
t→∞

1

t
log ‖Φ(t, η)‖ms.

Trong hệ quả sau đây, chúng tôi chỉ ra rằng số mũ Lyapunov bình phương

trung bình của nghiệm không tầm thường bất kỳ là không âm.

Hệ quả 2.2. (Tính không âm của số mũ Lyapunov bình phương

trung bình). Số mũ Lyapunov bình phương trung bình của nghiệm không

tầm thường của phương trình (2.19) luôn không âm, tức là

λms(Φ(·, η)) ≥ 0 với mọi η ∈ X0 \ {0}.
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Chương 3

Lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương trình vi phân
phân thứ Caputo ngẫu nhiên

Trong thực tế chỉ một số ít phương trình vi phân ngẫu nhiên có thể tìm

được công thức tường minh của nghiệm chính xác, vì vậy việc tìm nghiệm

xấp xỉ của nó là một vấn đề đáng quan tâm.

Mục đích chính của chương này là xây dựng lược đồ số kiểu Euler-

Maruyama cho phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên và đánh

giá tốc độ hội tụ cũng như tính ổn định của lược đồ vừa đưa ra.

Nội dung của Chương 3 được viết dựa trên bài báo [CT3] trong Danh mục

công trình khoa học của tác giả có liên quan đến luận án.

3.1 Lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương trình vi
phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên

Cho T > 0 bất kỳ và xét phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu

nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) trên đoạn [0, T ] có dạng

CDα
0+X(t) = b(t,X(t)) + σ(t,X(t))

dWt

dt
, (3.1)

ở đây (Wt)t∈[0,∞) là chuyển động Brown một chiều tiêu chuẩn trên không gian

xác suất có lọc đầy đủ (Ω,F , F := (Ft)t∈[0,∞),P) và b, σ : [0, T ]× Rd → Rd

là đo được và thỏa mãn các điều kiện sau đây:

(H3) Tính liên tục Lipschitz toàn cục trong Rd của b và σ: Tồn tại L > 0

sao cho với mọi x, y ∈ Rd, t ∈ [0, T ],

‖b(t, x)− b(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖, ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖.
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(H4) Tính liên tục Hölder trong đoạn [0, T ] của b và σ: Tồn tại L1, L2 > 0

và β, γ ∈ [0, 1] sao cho với mọi x ∈ Rd, t, s ∈ [0, T ] ta có

‖b(t, x)− b(s, x)‖ ≤ L1|t− s|β, ‖σ(t, x)− σ(s, x)‖ ≤ L2|t− s|γ.

Chú ý 3.1. Dễ dàng chứng minh được từ các điều kiện (H3) và (H4) ta có

tính chất sau

(H5) Tăng trưởng không quá tuyến tính: Tồn tại K > 0 sao cho với t ∈
[0, T ], x ∈ Rd ta có

‖b(t, x)‖ ≤ K(1 + ‖x‖), ‖σ(t, x)‖ ≤ K(1 + ‖x‖).

Để tránh các điểm kỳ dị của nhân, chúng tôi giới thiệu lược đồ rời rạc

hóa dưới đây và được gọi là lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho hệ phương

trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên.

Với mỗi n ∈ N∗, nghiệm xấp xỉ X(n)(·, η) được xác định bởi X(n)(0, η) :=

η và với t ∈ (0, T ] ta đặt

X(n)(t, η) := η +
1

Γ(α)

∫ t

0

b(τn(s), X(n)(τn(s), η))

(t− s)1−α ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

σ(τn(s), X(n)(τn(s), η))

(ρn(t)− τn(s))1−α dWs, (3.2)

ở đây τn(s) = kT
n =: τ

(n)
k và ρn(s) = (k+1)T

n =: ρ
(n)
k với s ∈ (kTn ,

(k+1)T
n ].

Phương trình này có thể được giải từng bước trên mỗi khoảng
(
Tk
n ,

T (k+1)
n

]
,

với k = 0, 1, . . . , n− 1.

3.2 Tốc độ hội tụ của lược đồ số kiểu Euler-Maruyama

Trong mục này, chúng tôi sẽ trình bày kết quả chính của chương là đánh

giá khoảng cách bình phương trung bình giữa nghiệm số X(n)(t, η) và nghiệm

chính xác X(t, η) của phương trình (3.1).

Định lý 3.1. (Tốc độ hội tụ của lược đồ số kiểu Euler-Maruyama

cho phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên). Giả thiết

rằng các hệ số b, σ của phương trình (3.1) thỏa mãn các điều kiện (H3) và
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(H4). Khi đó, tồn tại một hằng số C chỉ phụ thuộc vào T, L, L1, L2, α, β, γ

sao cho

sup
0≤t≤T

‖X(n)(t, η)−X(t, η)‖2
ms ≤

C

n2κ
, (3.3)

ở đây κ := min
{
β, γ, α− 1

2

}
.

Chú ý 3.2. (i) Khi các hệ số b, σ không phụ thuộc vào thời gian thì tốc độ

hội tụ của lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương trình (3.1) là α− 1
2
.

(ii) Khi α = 1, tức là phương trình (3.1) trở thành phương trình vi phân

ngẫu nhiên thì tốc độ hội tụ của lược đồ trong Định lý 3.1 trùng với tốc độ

hội tụ mà chúng ta đã biết cho lược đồ Euler-Maruyama cổ điển (xem P. E.

Kloeden và E. Platen năm 1992).

(iii) Rõ ràng luôn tồn tại mối quan hệ giữa kết quả trong chương này với

các kết quả đã được đưa ra về lược đồ Euler cho phương trình Volterra ngẫu

nhiên với nhân kỳ dị (xem X. Zhang năm 2008). Vì các nhân trong hệ mà

chúng tôi nghiên cứu là hiển nên tốc độ hội tụ của lược đồ Euler nhận được

là hiển. Lưu ý rằng tốc độ hội tụ trong X. Zhang năm 2008 là không hiển.

Để chứng minh Định lý 3.1 chúng tôi cần hai bổ đề bổ trợ sau.

Bổ đề 3.1. Nếu các hệ số b, σ của phương trình (3.1) thỏa mãn điều kiện

(H5) thì với mọi n ∈ N∗ ta có

sup
0≤t≤T

‖X(n)(t, η)‖2
ms ≤ C1,

ở đây

C1 := (1 + 3‖η‖2
ms)E2α−1

(
(6T + 6)K2Γ(2α− 1)

Γ2(α)
T 2α−1

)
. (3.4)

Bổ đề 3.2. Giả sử rằng các hệ số b, σ của phương trình (3.1) thỏa mãn điều

kiện tăng trưởng không quá tuyến tính (H5). Khi đó, với mọi n ∈ N∗ và

t, t̃ ∈ [0, T ] nghiệm xấp xỉ Euler-Maruyama có tính chất

‖X(n)(t, η)−X(n)( t̃, η)‖2
ms ≤

C2

n2α−1
+ C3|t− t̃ |2α−1,

ở đây

C2 :=
8K2(1 + C1) T 2α−1

(2α− 1)Γ2(α)
, C3 :=

8(T + 2)K2(1 + C1)

(2α− 1)Γ2(α)
, (3.5)



19

với C1 được xác định trong Bổ đề 3.1.

Kết quả chính của chương này có thể được mở rộng cho phương trình vi

phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) trên đoạn [0, T ] có dạng

CDα
0+X(t) = b(t,X(t)) +

N∑
i=1

σi(t,X(t))
dW i

t

dt
, (3.6)

ở đây b và σi, i = 1, . . . N, là đo được và thỏa mãn các giả thiết (H3) và (H4)

với cùng các hằng số β, γ. Cho điều kiện giá trị ban đầu X(0) = η ∈ X0,

dạng tích phân tương ứng của phương trình (3.6) là

X(t) = η +
1

Γ(α)

∫ t

0

b(s,X(s))

(t− s)1−α ds +
1

Γ(α)

N∑
i=1

∫ t

0

σi(s,X(s))

(t− s)1−α dW i
s .

Bây giờ, chúng tôi áp dụng lược đồ số kiểu Euler-Maruyama (3.2) trong

Mục 3.1 cho phương trình này như sau:

Với mỗi n ∈ N∗, nghiệm xấp xỉ X(n)(·, η) được xác định bởi X(n)(0, η) :=

η và với t ∈ (0, T ] ta đặt

X(n)(t, η) := η +
1

Γ(α)

∫ t

0

b(τn(s), X(n)(τn(s), η))

(t− s)1−α ds

+
1

Γ(α)

N∑
i=1

∫ t

0

σi(τn(s), X(n)(τn(s), η))

(ρn(t)− τn(s))1−α dW i
s ,

ở đây τn(s) = kT
n =: τ

(n)
k và ρn(s) = (k+1)T

n =: ρ
(n)
k với s ∈ (kTn ,

(k+1)T
n ]. Bằng

kỹ thuật chứng minh tương tự Định lý 3.1, ta được kết quả sau đây.

Định lý 3.2. Giả sử b và σi, i = 1, . . . N, là các hàm đo được và thỏa mãn

các giả thiết (H3) và (H4). Khi đó, tồn tại một hằng số C không phụ thuộc

vào n sao cho

sup
0≤t≤T

‖X(n)(t, η)−X(t, η)‖2
ms ≤

C

n2κ
, (3.7)

ở đây κ := min
{
β, γ, α− 1

2

}
.
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3.3 Lược đồ Euler-Maruyama mũ cho phương trình vi phân
phân thứ Caputo ngẫu nhiên một chiều tuyến tính

3.3.1 Lược đồ Euler-Maruyama mũ

Xét phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên một chiều tuyến

tính có dạng

CDα
0+X(t) = λX(t) + µX(t)

dWt

dt
. (3.8)

Gần đây, H. T. Tuan năm 2020 đã chứng minh được phương trình (3.8) ổn

định tiệm cận nếu và chỉ nếu

λ < 0 và µ2

∫ ∞
0

s2α−2
(
Eα,α(λsα)

)2
ds < 1. (3.9)

Công cụ chính để chứng minh kết quả trên là sử dụng công thức biến thiên

hằng số được đưa ra trong Định lý 2.4, tức là dạng tích phân của phương

trình (3.8) được cho bởi

X(t) = Eα(λtα)X(0) + µ

∫ t

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α)X(s) dWs. (3.10)

Dựa trên lược đồ Euler-Maruyama mũ cho phương trình vi phân ngẫu nhiên,

chúng tôi xây dựng lược đồ Euler-Maruyama mũ cho phương trình (3.8). Với

bước chia h > 0 cố định, Lược đồ Euler-Maruyama mũ cho phương trình

(3.8) được xác định bởi X̂h(0) := X(0) ∈ X0 và với t ∈ (0, T ] ta đặt

X̂h(t) := Eα(λtα)X(0)+µ

∫ t

0

(t−τh(s))α−1Eα,α(λ(t−τh(s))α)X̂h(τh(s)) dWs,

(3.11)

ở đây τh : (0,∞)→ [0,∞) được định nghĩa bởi

τh(s) = kh với s ∈ (kh, (k + 1)h], k = 0, 1, 2, . . . . (3.12)

3.3.2 Tốc độ hội tụ và sự ổn định của phương pháp Euler-

Maruyama mũ

Trong mục này chúng tôi quan tâm đến tốc độ hội tụ và sự ổn định của

phương pháp số cho phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên một

chiều tuyến tính (3.8).
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Định lý 3.3. (Tốc độ hội tụ và sự ổn định của lược đồ Euler-

Maruyama mũ). (i) Với T > 0 bất kỳ, tồn tại hằng số C chỉ phụ thuộc vào

T, λ và µ sao cho

sup
t∈[0,T ]

‖X̂h(t)−X(t)‖ms ≤ Chα−
1
2 .

(ii) Giả sử điều kiện (3.9) đúng. Với bước chia h > 0 bất kỳ, tồn tại K > 0

sao cho nghiệm X̂h của phương trình (3.11) thỏa mãn

‖X̂h(t)‖ms ≤ K‖X(0)‖ms với mọi t ≥ 0

và hơn nữa với δ ∈ (0, α) bất kỳ, ta có limt→∞ t
δ‖X̂h(t)‖ms = 0. Từ đó suy

ra nghiệm số vẫn ổn định tiệm cận.

Để chứng minh Định lý 3.3, chúng tôi cần bốn bổ đề chuẩn bị.

Bổ đề 3.3. Đặt M1 := max0≤t≤T (Eα(λtα))2,M2 := max0≤t≤T (Eα,α(λtα))2

và

C4 := M1E2α−1

(
µ2M2Γ(2α− 1)T 2α−1

)
‖X(0)‖2

ms. (3.13)

Khi đó, với mọi h > 0 ta có sup0≤t≤T ‖X̂h(t)‖2
ms ≤ C4.

Bổ đề 3.4. Đặt

M3 :=

(
max

x∈[0,Tα]
∂xEα(λx)

)2

,M4 :=

(
max

x∈[0,Tα]
∂xEα,α(λx)

)2

và

C5 := 4M3T‖X(0)‖2
ms +

8µ2M2C4 + 4µ2M4C4T
2α−1

2α− 1
, (3.14)

ở đây C4 được cho trong (3.13). Khi đó, với mọi h > 0 và t, t̃ ∈ [0, T ] ta có

‖X̂h(t)− X̂h( t̃ )‖2
ms ≤ C5|t− t̃ |2α−1.

Bổ đề 3.5. Giả sử λ > 0. Khi đó, tồn tại M(λ, α) phụ thuộc vào λ và α

sao cho

Eα(λtα) ≤ M(λ, α)

max{1, tα}
, Eα,α(λtα) ≤ M(λ, α)

max{1, t2α}
với mọi t ≥ 0.

(3.15)

Bổ đề 3.6. Giả sử µ2
∫∞

0

(Eα,α(λsα))
2

s2−2α ds < 1, δ ∈ (0, α) bất kỳ. Khi đó, ta có

lim sup
t→∞

µ2

∫ t

0

(
Eα,α(λ(t− s)α)

)2

(t− s)2−2α

max{1, t2δ}
max{1, s2δ}

ds < 1.
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Kết luận và kiến nghị

1. Kết quả đạt được

Trong luận án này, chúng tôi tập trung nghiên cứu một số vấn đề về

phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên. Luận án đã đạt được

một số kết quả sau:

• Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất nghiệm cổ điển, nghiệm nhẹ đối

với phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Chứng minh được sự phụ thuộc liên tục vào giá trị ban đầu của nghiệm cổ

điển phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Chứng minh được công thức biến thiên hằng số cho phương trình vi phân

phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Chứng minh được khoảng cách tiệm cận giữa hai nghiệm phân biệt của

phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên là lớn hơn t−
2α
1−α−ε

khi t→∞ với mọi ε > 0.

• Xây dựng được lược đồ số kiểu Euler-Maruyama cho phương trình vi

phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên và đánh giá được tốc độ hội tụ của

lược đồ này. Đánh giá được tốc độ hội tụ và tính ổn định của lược đồ

Euler-Maruyama mũ cho phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu

nhiên một chiều tuyến tính.
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2. Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh những kết quả đã đạt được trong luận án, một số vấn đề về

phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên cần được nghiên cứu

thêm trong thời gian tới, chúng tôi dự định sẽ nghiên cứu các vấn đề sau:

• Tính ổn định của nghiệm phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu

nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Tính chính quy của nghiệm phương trình vi phân phân thứ Caputo ngẫu

nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Nghiên cứu nghiệm của phương trình vi phân phân thứ ngẫu nhiên với

đạo hàm "substantial" phân thứ Caputo bậc α ∈ (1
2
, 1) có dạng

X(t) = η +
1

Γ(α)

∫ t

0

e−β̃(t−s)b(s,X(s))

(t− s)1−α ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

e−β̃(t−s)σ(s,X(s))

(t− s)1−α dWs.

• Nghiên cứu mở rộng các kết quả trong Lp với p > 2 cho phương trình

vi phân phân thứ Caputo ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1).

• Xây dựng các lược đồ số khác cho phương trình vi phân phân thứ Caputo

ngẫu nhiên bậc α ∈ (1
2
, 1) và nghiên cứu tốc độ hội tụ cũng như tính ổn

định của các lược đồ số đó.
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