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DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU, CÁC CHỮ VIẾT TẮT 

 

1. Danh mục các ký hiệu 

1.1. Các ký hiệu bằng chữ La tinh  

A – diện tích vết nứt 

Ae – diện tích của phần tử tấm 

 B  – ma trận biến đổi hệ lực nút 

 1B ,  2
B  – các ma trận đạo hàm riêng 

[C0] – ma trận độ mềm của phần tử tấm không có vết nứt 

[C¹] – ma trận độ mềm bổ sung của phần tử tấm có vết nứt 

 p

e
C  – ma trận cản phần tử bổ sung 

[D] – ma trận các hệ số đàn hồi 

E – mô đun đàn hồi vật liệu tấm 

( )cf a  – hàm hiệu chỉnh có xét đến kích thước hữu hạn của tấm 

 b

e
f ,  c

e
f ,  s

e
f  – các véc tơ lực khối, véc tơ lực tập trung, véc tơ 

lực bề mặt phần tử 

 e
f  – véc tơ lực nút của phần tử 

{F} – véc tơ lực nút độc lập của phần tử 

[G] – ma trận phụ thuộc vào hình dạng, kích thước của phần tử 

He – hàm tác dụng Hamilton 

[I] – ma trận đơn vị cấp 3 

{ }  – véc tơ độ cong uốn và xoắn 

KI, KII – hệ số cường độ ứng suất ứng với hai trường hợp của vết nứt 

f
irK  – các hệ số cường độ ứng suất theo lý thuyết Mindlin đối với tấm 

có kích thước hữu hạn 
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irK  – hệ số cường độ ứng suất theo lý thuyết Mindlin 

iK  – hệ số cường độ ứng suất theo lý thuyết Kirchhoff - Love 

 e
K  – ma trận độ cứng phần tử 

 1 e
K  – ma trận độ cứng phần tử do cắt tấm 

 2 e
K – ma trận độ cứng phần tử do uốn tấm 

 ceK  – ma trận độ cứng của phần tử có vết nứt 

 p

e
K  – ma trận độ cứng phần tử bổ sung 

Mx, My, Mxy – mô men uốn quanh trục y, x và mô men xoắn 

 e
M – ma trận khối lượng phần tử 

 p

e
M  – ma trận khối lượng phần tử bổ sung 

[N] – ma trận hàm dạng 

p(x,y,t) – lực phân bố quy đổi từ R(x,y,t) thông qua hàm  Delta-Dirac 

 e
P  – véc tơ tải trọng phần tử bổ sung 

Qx, Qy – các thành phần lực cắt phân bố theo chiều dài 

Q(t) – tải trọng tác dụng lên khối lượng di động 

 e
q  – véc tơ chuyển vị nút của phần tử 

 e
q  – véc tơ vận tốc nút của phần tử 

 e
q  – véc tơ gia tốc nút của phần tử 

R(x,y,t) – lực tác dụng của tải trọng di động lên phần tử tại vị trí (x,y) 

{S} – véc tơ lực nút phụ thuộc của phần tử 

 eT  – ma trận chuyển đổi hệ trục tọa độ 

Te – động năng của phần tử 

Ve – thể tích của phần tử tấm 

v – vận tốc của tải trọng 

 u  – trường chuyển vị 
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        Ue – thế năng biến dạng đàn hồi của phần tử 

We – công gây ra bởi ngoại lực 

WP – chiều rộng của tấm 

u, v và w tương ứng là chuyển vị dài dọc theo các trục x, y và z 

(x, y, z) – ký hiệu tên các trục toạ độ trong hệ toạ độ chung 

1.2. Các ký hiệu bằng chữ Hy Lạp  

R, R – hệ số cản Rayleigh  

        21, –  các tần số dao động riêng của hệ 

    – hàm Delta-Dirac 

ε x, ε y  – các thành phần biến dạng 

{ ε } – véc tơ biến dạng 

,  – hoành độ và tung độ trong hệ toạ độ tự nhiên 

0{ }   – véc tơ biến dạng cắt 

γxy, γxz, γyz – các thành phần biến dạng  

θx, θy – lần lượt là góc xoay của pháp tuyến tấm quanh các trục x và y 

ν – hệ số Poátxông 

ρ – khối lượng riêng vật liệu tấm 

τxy, τxz, τyz – các thành phần ứng suất tiếp 

λ – hệ số hiệu chỉnh cắt 

   – véctơ ứng suất tại một điểm  

Φ j  – hàm hiệu chỉnh, phụ thuộc chiều dày tấm và kích thước vết nứt  

t – bước thời gian 

2. Danh mục các chữ viết tắt 

 CRACKED_PLATE_MOVING_2019 (CPM_2019) – chương trình phân 

tích động hệ tấm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động; 

PTHH – phần tử hữu hạn. 
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MỞ ĐẦU 

  
Kết cấu dạng tấm chịu tác dụng của tải trọng di động thường gặp trong 

các lĩnh vực giao thông vận tải, xây dựng, công nghiệp, công nghiệp quốc 

phòng, trong đó có thể kể đến các tấm mặt cầu, đường chịu tác dụng của 

xe, các dải vệt chống lầy trang bị cho ngành công binh, mặt cầu phao chịu 

tác dụng của xe bánh lốp hoặc xe bánh xích di chuyển, mặt đường băng 

chịu tác dụng của máy bay khi cất, hạ cánh, vv. Thực tế cho thấy, dưới tác 

dụng của các loại tải trọng khai thác, trên các tấm thường xuất hiện các vết 

nứt, gãy ở mức độ khác nhau, làm giảm sức chịu lực đáng kể của tấm, do 

đó chúng là những đối tượng cần được xem xét với mục tiêu khuyến cáo kỹ 

thuật, duy trì sự làm việc của hệ và xa hơn nữa là đề xuất các giải pháp gia 

cường, khắc phục để nâng cao hiệu quả làm việc cho kết cấu. Đối với các 

kết cấu tấm không có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động như: khối 

lượng di động, hệ dao động di động đến nay đã có khá nhiều công trình của 

các tác giả trong nước và nước ngoài công bố, trong đó ngoài kết quả 

nghiên cứu lý thuyết còn có một số kết quả đạt được từ nghiên cứu thực 

nghiệm. Còn đối với kết cấu tấm có vết nứt chịu tác dụng tải trọng động, 

đặc biệt là tải trọng di động đến nay là vấn đề còn ít công trình công bố, 

chẳng hạn khi xét đầy đủ quá trình và tính chất tác dụng của tải trọng di 

động lên kết cấu. Vì vậy, tác giả luận án chọn vấn đề “Phân tích động lực 

học tấm có vết nứt chịu tải trọng di động” làm nội dung nghiên cứu, với 

mong muốn góp phần làm phong phú thêm kết quả nghiên cứu trong lĩnh 

vực này.   

Nội dung của luận án: 

- Xây dựng thuật toán phần tử hữu hạn (PTHH) và chương trình máy 

tính phân tích động lực học tấm có vết nứt, chịu tác dụng của tải trọng di 

động với hai mô hình: khối lượng di động và hệ dao động một bậc tự do di 

động, trong đó vận tốc và quỹ đạo chuyển động của tải trọng là bất kỳ.  
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- Khảo sát số, xem xét ảnh hưởng của một số thông số về kết cấu, vết 

nứt, tải trọng di động, vật liệu, điều kiện liên kết đến các đặc trưng động 

lực học của tấm nhằm đưa ra các khuyến cáo kỹ thuật định hướng nghiên 

cứu và ứng dụng trong thực tiễn. 

- Nghiên cứu thực nghiệm trên mô hình tấm có vết nứt chịu tác dụng 

của khối lượng di động, xem xét trực quan phản ứng động của tấm và góp 

phần kiểm tra độ tin cậy của chương trình tính được thiết lập theo nội dung 

nghiên cứu lý thuyết của luận án. 

Đối tượng nghiên cứu của luận án: 

Về kết cấu: Tấm có vết nứt thủng, không lan truyền, chịu uốn với các 

liên kết cứng tuyệt đối; 

Về tải trọng: Khối lượng di động và hệ dao động một bậc tự do di 

chuyển với vận tốc không đổi hoặc thay đổi, quỹ đạo di chuyển bất kỳ. 

Phương pháp nghiên cứu:  

Nghiên cứu bằng lý thuyết kết hợp với thực nghiệm trên mô hình. Về 

lý thuyết, áp dụng phương pháp PTHH để thiết lập thuật toán, chương trình 

tính; về thực nghiệm, tiến hành thí nghiệm trực tiếp trên mô hình trong 

phòng thí nghiệm với  các thiết bị thí nghiệm hiện đại. 

Cấu trúc của luận án: Luận án bao gồm 146 trang thuyết minh, trong đó 

có 14 bảng, 67 đồ thị, hình vẽ, 79 tài liệu tham khảo, 24 trang phụ lục, 

được cấu trúc bởi phần mở đầu, 4 chương, phần kết luận và kiến nghị, tài 

liệu tham khảo và phần phụ lục. 

Mở đầu: Trình bày tính cấp thiết của đề tài luận án và bố cục luận án 

Chương 1: Tổng quan vấn đề nghiên cứu  

Trình bày các kết quả của các công trình nghiên cứu trong nước và 

nước ngoài về tải trọng di động, tính toán kết cấu dầm, tấm chịu tải trọng di 

động để có được bức tranh về tính toán kết cấu chịu tải trọng di động – là 

vấn đề gần với nội dung luận án. Trên cơ sở những vấn đề cần tiếp tục 
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nghiên cứu, đề xuất mục tiêu, nội dung và phương pháp nghiên cứu cho 

luận án.  

Chương 2: Thuật toán phần tử hữu hạn phân tích động lực học của 

tấm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động 

Xây dựng thuật toán phần tử hữu hạn (PTHH) và chương trình máy 

tính nhằm phân tích phản ứng động của tấm có vết nứt chịu tác dụng của 

tải trọng di động dạng khối lượng di động và hệ dao động di động. Nội 

dung chính được thể hiện trong các công trình khoa học đã được tác giả 

công bố [1], [2], [3]. 

Chương 3: Ảnh hưởng của một số yếu tố đến đáp ứng động lực học 

của tấm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động 

Trên cơ sở giải nhiều lớp bài toán với các thông số tải trọng, hình học, 

vết nứt, vật liệu, liên kết, xem xét ảnh hưởng của chúng đến các đặc trưng 

động lực học của tấm có vết nứt và đưa ra các nhận xét, khuyến cáo kỹ 

thuật định hướng nghiên cứu và ứng dụng thực tiễn. Nội dung chính được 

thể hiện trong các công trình khoa học [2], [3] do tác giả đã công bố. 

Chương 4: Xác định phản ứng động của tấm có vết nứt chịu tác dụng 

của khối lượng di động bằng thực nghiệm  

Sử dụng lý thuyết thực nghiệm, thiết kế, chế tạo mô hình thí nghiệm, 

với các thiết bị, hệ thống đo động đa kênh hiện đại, tác giả tiến hành nghiên 

cứu thực nghiệm với tấm chữ nhật không có vết nứt và có các vết nứt ở các 

vị trí khác nhau, chịu tác dụng của khối lượng di động. Nội dung chính của 

phần này được thể hiện trong công trình [4] đã được tác giả công bố. 

Kết luận chung: Trình bày các kết quả chính, những đóng góp mới 

của luận án và các kiến nghị. 

Tài liệu tham khảo 

Phụ lục 



 

 

4

 CHƯƠNG 1 

TỔNG QUAN VẤN ĐỀ NGHIÊN CỨU 

1.1. Tổng quan về tải trọng di động và phương pháp tính kết cấu 

chịu tải trọng di động 

Từ lâu tải trọng di động đã được quan tâm khi tính toán, thiết kế các 

công trình giao thông, xây dựng, vv. Do tính phức tạp của nó về mặt ứng xử 

cơ học và tính toán, nên tải trọng di động trong các mô hình tính thường 

được mô tả là dạng tải trọng động có chu kỳ, với điểm đặt không đổi, đây là 

mô hình tải trọng khá đơn giản cho tính toán, phản ánh không sát sự làm 

việc của hệ thực, ngày nay mô hình này vẫn được sử dụng trong một số 

trường hợp vận tốc di chuyển của tải trọng rất chậm. Thực tế đã cho thấy, 

ảnh hưởng do sự di chuyển của tải trọng tới phản ứng động của kết cấu là rất 

đáng kể, có thể phát sinh những hiện tượng không mong muốn, như làm 

tăng các giá trị chuyển vị, nội lực và có thể làm kết cấu bị phá huỷ. Do ý 

nghĩa thực tiễn quan trọng nên đã từ lâu, cách đây khoảng 150 năm vấn đề 

nghiên cứu dao động của kết cấu chịu tải trọng di động đã thu hút được sự 

chú ý của nhiều nhà khoa học trên thế giới. Ngày nay, với sự phát triển của 

phương pháp và công cụ tính, các nhà khoa học trong nước và nước ngoài 

đã và đang nghiên cứu các kết cấu chịu tải trọng di động với việc xét đến cả 

quá trình và tính chất di chuyển của tải trọng, điều đó đã tiếp cận dần sát hơn 

với sự làm việc thực tế của hệ. Theo hướng này, tải trọng di động được xét 

có thể là một trong ba dạng như sau [30]:  

Dạng thứ nhất: Lực có điểm đặt di chuyển trên kết cấu; 

Dạng thứ hai: Vật mang khối lượng cùng với lực tác dụng vào nó di 

chuyển trên kết cấu; 

Dạng thứ ba: Hệ dao động di chuyển trên kết cấu, giữa hệ di động và 

kết cấu có các liên kết đàn hồi hoặc liên kết đàn hồi và cản nhớt. 
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Để phù hợp với các mô hình tính thì phương pháp tính kết cấu chịu tải 

trọng di động cũng được thay đổi. Trên hình 1.1 là các phương pháp tính 

kết cấu chịu tải trọng di động thường được sử dụng phổ biến đến nay. 

 

Hình 1.1. Một số phương pháp tính kết cấu chịu tải trọng di động 

Trong một số trường hợp, để đơn giản và thuận tiện cho việc tính 

toán, hiệu ứng quán tính do tải trọng động gây ra được tính toán thông 

qua hệ số động, thông thường bằng tỷ số giữa phản ứng động với phản 

ứng tĩnh của kết cấu. Trong trường hợp tải trọng di chuyển với tốc độ nhỏ 

thì có thể tính toán tương tự như trường hợp tải tĩnh ở các vị trí liên tiếp 

nhau. Khi tải trọng di chuyển với tốc độ cao, kết cấu sẽ dao động và lúc 

này hiệu ứng động không thể bỏ qua và phương pháp tính tương đương tải 

tĩnh như trên là không phù hợp. Qua nghiên cứu cho thấy các yếu tố chính 

ảnh hưởng đến phản ứng động của kết cấu gồm: 

- Thông số hình học, khối lượng, độ cứng, cản của bản thân kết cấu; 
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- Đặc tính của bản thân hệ di động, như: khối lượng, hệ dao động di 

động, số lượng và sự phân bố các tải trọng di động, v.v; 

- Thông số của hệ di động, sự di chuyển của tải trọng: tốc độ của tải 

trọng di động (nhanh dần, chậm dần, đều hay thay đổi đột ngột), quỹ đạo di 

chuyển của tải trọng (thẳng hoặc cong). 

- Điều kiện tiếp xúc giữa tải trọng và kết cấu: bề mặt mà trên đó tải 

trọng di động là phẳng hoặc gồ ghề (biên độ đều, ngẫu nhiên), tiếp xúc 

giữa tải trọng và kết cấu là liên tục hay không liên tục; 

- Điều kiện ban đầu khi tải trọng bắt đầu tiếp xúc với kết cấu: có gia 

tốc hay không có gia tốc. 

Đối với kết cấu tấm chịu tải trọng di động nói chung đến nay có khá 

nhiều ứng dụng trong kỹ thuật, đặc biệt trong ngành cầu, đường, ví dụ: 

các tấm dải vệt chống lầy trang bị trong lực lượng công binh, mặt đường 

giao thông, tấm ghi sân bay, mặt đường băng trên tàu sân bay, các tấm 

bản mặt cầu, v.v (Hình 1.2, Hình 1.3). 

 
Hình 1.2. Lắp ghép các tấm bản mặt cầu 
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Hình 1.3. Thi công lắp ghép các tấm lát mặt đường 

1.2. Tổng quan về tính toán kết cấu chịu tải trọng di động và kết cấu 

có vết nứt 

Vết nứt là một trong những nguyên nhân làm giảm yếu kết cấu, trong 

những điều kiện cụ thể, vết nứt sẽ gây ra những sự cố nguy hiểm đối với 

chi tiết máy hoặc công trình. Đối với vết nứt tế vi, khả năng phá hủy công 

trình diễn ra chậm hơn là những vết nứt nhìn thấy, có kích thước tương đối 

lớn. Trong phạm vi của luận án chỉ đề cập đến vết nứt nhìn thấy, do đó 

phần này cũng chỉ đề cập một cách tổng quan các kết cấu dầm, tấm không 

có và có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng tĩnh, động và di động để làm cơ 

sở cho việc giải quyết bài toán luận án đặt ra. 

1.2.1. Dầm chịu tác dụng của tải trọng di động và dầm có vết nứt 

 Do nhu cầu của thực tiễn, kết cấu dầm chịu tải trọng di động được 

nghiên cứu khá sớm, trong đó có thể kể đến công trình nghiên cứu từ 

những năm 1849 của Stokes và Willis. Năm 2011, Javid F. [41] đã tính 
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toán đáp ứng chuyển vị của dầm thẳng và dầm cong chịu tác dụng của lực 

di chuyển. Gbadeyan J.A. và các cộng sự [32] đã nghiên cứu phản ứng 

động của hệ dầm đôi với các liên kết giảm chấn Rayleigh theo phương 

thẳng đứng nối giữa dầm trên và dầm dưới, chịu tác dụng của lực tập trung 

di động. Phát triển các nghiên cứu trước đó, Nguyen Xuan Toan, Van Duc 

Tran [60] đã phân tích đáp ứng động lực học của dầm trên nền đàn hồi chịu 

tải trọng di động là lực hoặc khối lượng di chuyển, trong đó phương pháp 

PTHH đã được sử dụng. Trong các nghiên cứu này, ảnh hưởng của tính chất 

tải trọng, kích thước hình học của kết cấu và điều kiện liên kết cũng như tính 

phi tuyến hình học đã được đề cập. Sử dụng phương pháp số, chủ yếu là 

phương pháp PTHH để nghiên cứu phản ứng động của kết cấu cầu và cầu 

dây văng như là hệ liên hợp dầm - dây - cột chịu tải trọng di động đã được 

Nguyễn Thị Cẩm Nhung [8], Chen Tsung - Chien [26], Liu M.F. và các 

cộng sự [52], Nguyễn Thái Chung, Lê Phạm Bình [59] tập trung giải quyết, 

bước đầu đã đạt được những kết quả đáng kể thể hiện đáp ứng động lực 

học của hệ. Khiêm N.T. và các cộng sự [45] đã ứng dụng cách tiếp cận phổ 

để nghiên cứu bài toán dầm chịu tải trọng di động. 

Đối với dầm có vết nứt, đây là những kết cấu hoặc chi tiết phổ biến 

trong thực tế, việc tính toán tĩnh và động đối với các đối tượng này đến nay 

đã có khá nhiều công bố. Theo đó, Dundar C., Kara I.F. [29] áp dụng 

phương pháp PTHH với loại phần tử thanh 3D mô phỏng ứng xử của khung 

có vết nứt chịu tải trọng tĩnh, một số kết quả về quan hệ chuyển vị - tải 

trọng của khung đã được chỉ ra. Nguyen Thai Chung và các cộng sự [58] 

sử dụng phương pháp PTHH để tính toán số, xem xét ảnh hưởng của các 

yếu tố hình học, vật liệu, vết nứt và tải trọng đến đáp ứng động lực học của 

nhà cao tầng được mô hình hóa bởi hệ khung không gian - tấm - nền làm 
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việc đồng thời, trong đó có các vết nứt tại các cột chịu tác dụng của động 

đất. Phí Thị Hằng [6] đã áp dụng cách tiếp cận này để nghiên cứu đáp ứng 

tần số của dầm có vết nứt chịu tải trọng di động. Khiem N.T., Hang P.T. 

[43], [44] đã giải bài toán chẩn đoán vết nứt bằng đáp ứng tần số của dầm 

chịu tải trọng di động. Ngô Trọng Đức và các cộng sự [5] sử dụng phương 

pháp phân tích Wavelet dừng của dạng dao động riêng có kể đến ảnh 

hưởng của nhiễu trắng Gausian để phân tích dao động riêng và xác định vị 

trí của các vết nứt trong dầm làm bằng vật liệu FGM, trong đó các dạng 

dao động riêng được các tác giả xác định từ mô hình phần tử dầm FGM 

chịu kéo, nén và uốn có nhiều vết nứt mô phỏng bởi các lò xo theo phương 

pháp độ cứng động lực (DSM). Abhijit N., Pawan S. [12], Ashish S.A., 

Nitin N.M. [18] và Prabhakar M.S. [63] đã sử dụng phương pháp PTHH 

phân tích dao động của dầm có vết nứt làm bằng vật liệu đẳng hướng và 

vật liệu composite, trong đó các tác giả đã đề cập ảnh hưởng của vết nứt 

như độ sâu, vị trí đến tần số và biên độ dao động của dầm. Maurya S.K. và 

các cộng sự [55] giới thiệu phương pháp phân tích dao động của dầm công 

xôn có vết nứt và đã chỉ ra những tiện ích của phần mềm ANSYS sử dụng 

tính toán bài toán dạng này. Mazaheri H. và các cộng sự [56], 

Ramachandran C., Ponnudurai R. [66] sử dụng phương pháp PTHH phân 

tích tĩnh và dao động riêng kết cấu dầm bê tông và dầm composite liên kết 

tựa đơn, kết quả tính toán số được so sánh với kết quả nghiên cứu thực 

nghiệm do chính các tác giả thực hiện. Long H. và các cộng sự [54] mô 

hình hóa dầm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng động, trong đó phương 

pháp PTHH đã được các tác giả sử dụng, kết quả khảo sát số cho thấy ảnh 

hưởng của độ sâu vết nứt đến tần số riêng của dầm là đáng kể. Bên cạnh 
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đó, các tác giả đã thực hiện thí nghiệm trực tiếp trên mô hình dầm công 

xôn có vết nứt để so sánh tần số riêng với tính toán lý thuyết.  

Lal G., Johny A. [49] sử dụng các tấm PZT để điều khiển dao động 

tự do của dầm có nhiều vết nứt, ảnh hưởng của độ sâu, vị trí, số lượng 

vết nứt và ảnh hưởng của các tấm PZT đến đặc trưng dao động riêng của 

dầm đã được các tác giả đề cập. Shirazizadeh M.R. và các cộng sự [71] 

sử dụng phương pháp giải tích để phân tích dao động riêng và ổn định 

tĩnh của dầm có vết nứt, trong đó vết nứt được mô phỏng bằng lò xo 

chống uốn. 

Nghiên cứu với đối tượng dầm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng 

di động là vấn đề phức tạp hơn so với tác dụng của các loại tải trọng tĩnh 

và động có điểm đặt không đổi, nhưng là mô hình tính phản ánh sát với sự 

làm việc của các công trình thực tế như cầu, đường, vũ khí, khí tài quân sự 

khi chịu tải trọng khai thác. Theo hướng này, đến nay cũng có khá nhiều 

công bố của các tác giả trong nước và quốc tế. Kurt P. và các cộng sự [48] 

sử dụng phương pháp PTHH để phân tích độ võng của dầm tựa đơn chịu 

tác dụng của lực di động. Ozturk H. và các cộng sự [61] đã có một số kết 

quả xem xét quan hệ độ võng của dầm - thời gian - vị trí vết nứt khi phân 

tích bài toán dầm có vết nứt đặt trên các liên kết đàn hồi chịu lực di động 

với các tốc độ khác nhau. Nguyen Thai Chung, Le Pham Binh [59] đã phân 

tích phi tuyến hình học đối với dầm có vết nứt đặt trên nền đàn hồi chịu tác 

dụng của khối lượng di động, trong đó mô hình nền Winkler và phương 

pháp PTHH với phần tử dầm chứa vết nứt được các tác giả sử dụng. 

Alebrahim R. và các cộng sự [16] mô hình vết nứt trên dầm chịu uốn bằng 

tổ hợp lò xo chống uốn và chống cắt mắc song song để phân tích dao động 

của dầm nhiều vết nứt bằng phương pháp giải tích, kết quả có được đáp 
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ứng độ võng của dầm theo thời gian. Chouiyakh H. và các cộng sự [28] áp 

dụng phương pháp giải tích đã thiết lập phương trình mô tả dao động phi 

tuyến của dầm có nhiều vết nứt, chịu uốn phẳng dưới tác dụng của lực điều 

hòa di động.  

1.2.2. Tấm chịu tác dụng của tải trọng di động và tấm có vết nứt 

Do tính chất hình học, cấu tạo (bài toán 2D hay 3D), nên đối với tấm có 

hay không có vết nứt, việc phân tích ứng xử cơ học của chúng khó hơn so 

với kết cấu dầm kể cả trường hợp chịu tải trọng cố định hay tải trọng di 

động. Asghari M. và các cộng sự [17] đã phân tích dao động của tấm chữ 

nhật không có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động dạng hệ dao động 

di động đơn giản là khối lượng tập trung liên kết với lò xo đàn hồi. Idowu 

A.S, Xu W.T và các cộng sự [39], [77] đã sử dụng phương pháp PTHH phân 

tích, xem xét ảnh hưởng của phổ mặt đường đến dao động của tấm không có 

vết nứt trên nền đàn hồi chịu tác dụng của tải trọng do xe di động. Cũng 

bằng phương pháp PTHH, Ahmad M. và các cộng sự [13] phân tích đáp ứng 

phi tuyến động lực học tấm chữ nhật không có vết nứt chịu tác dụng của 

khối lượng di động với các vận tốc khác nhau. Kim T., Lee U. [46] phân tích 

dao động cưỡng bức của tấm không có vết nứt chịu tác dụng của lực di động 

bằng phương pháp phổ tần số. Nguyễn Thái Chung, Lê Ngọc Lý [3], [7] đã 

sử dụng phương pháp PTHH phân tích tuyến tính và phi tuyến động lực học 

của tấm không có vết nứt chịu tác dụng của các dạng tải trọng di động, như: 

khối lượng di động, hệ dao động mô phỏng thân xe 4 bậc tự do di động. 

Nghiên cứu mới chỉ tập trung vào đối tượng là tấm chữ nhật, song kết quả 

nghiên cứu cho thấy ảnh hưởng của tải trọng di động, tính chất liên kết, 

thông số hình học đến đáp ứng động lực học của tấm, làm cơ sở cho việc 

nghiên cứu đối với các tấm có hình dạng bất kỳ. Các tác giả Đỗ Kiến Quốc, 
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Khổng Trọng Toàn [9] đã sử dụng phương pháp PTHH phân tích dao động 

của tấm không có vết nứt trên nền đàn hồi chịu tải trọng di động dạng đơn 

giản.  

Amraei A., Fallah N. [15] sử dụng lý thuyết Mindlin-Reissner phân tích 

uốn tĩnh của tấm chữ nhật có vết nứt chính giữa, song song với cạnh tấm. 

Gawande P.R., Bharule A. [31] giới thiệu một số kết quả nghiên cứu ứng 

suất trong tấm có vết nứt, chịu kéo. Song C.M. và các cộng sự [73] sử dụng 

phương pháp phần tử biên để thiết lập phương trình giải bài toán tấm dị 

hướng có vết nứt, chịu tác dụng của lực trong mặt phẳng trung bình tấm. 

Bằng phương pháp phần tử biên cải tiến, Li C. và các cộng sự [50] nghiên 

cứu biến thiên ứng suất và điện tích trong tấm composite có vết nứt chịu lực 

trong mặt phẳng trung bình của tấm, trong đó có sự tham gia của vật liệu áp 

điện. Huang C.S. và các cộng sự [36] phân tích bài toán dao động riêng của 

tấm FGM có vết nứt và một số kết quả xem xét ảnh hưởng của vết nứt, kích 

thước hình học đến tần số riêng của tấm đã được trình bày trong công trình 

công bố. Wang Hai-Tao và các cộng sự [76] sử dụng phương pháp giải tích 

để tính toán tấm thép với 2 vết nứt đối xứng, có gia cường bởi 2 tấm vật liệu 

polime đối xứng với mặt trung bình tấm, chịu lực kéo tĩnh tác dụng vào tấm 

thép, kết quả tính toán số có được còn hạn chế. Ahn J.S. và các cộng sự 

[14], Krawczuk M., Ostachowicz W.M. [47] sử dụng phương pháp PTHH 

thiết lập phương trình mô tả dao động riêng của tấm chữ nhật có vết nứt. 

Huang C.S. và các cộng sự [37] sử dụng phương pháp Ritz để phân tích tần 

số riêng của tấm chữ nhật có vết nứt theo phương bất kỳ, trong đó lý thuyết 

tấm Mindlin-Reissner đã được các tác giả sử dụng. Kết quả khảo sát số có 

được khi các tác giả tập trung vào việc xem xét ảnh hưởng của kích thước, 

phương của vết nứt đến tần số riêng của tấm. Loc V. Tran và các cộng sự 
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[53] sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao phân tích dao động riêng của 

tấm chữ nhật và tấm hình vành khăn có vết nứt. Kago E., Lellep J. [42] thiết 

lập phương trình dao động riêng đối với tấm có vết nứt, chiều dày thay đổi 

nhảy bậc, đặt trên nền đàn hồi theo mô hình nền Winkler. Kết quả khảo sát 

số đã chỉ ra ảnh hưởng của kích thước vết nứt đến tần số dao động riêng của 

tấm với các hệ số nền khác nhau. Brighenti R. [24], Sadek S.C. [69] sử dụng 

phương pháp giải tích nghiên cứu ổn định tĩnh của tấm mỏng có vết nứt, 

chịu tác dụng của lực nén trong mặt phẳng tấm. Nghiên cứu mới chỉ đưa ra 

được phương trình xác định ứng suất tới hạn của tấm, chưa có được kết quả 

tính toán số cụ thể. Gần đây, một số phương pháp phổ biến như phần tử hữu 

hạn (FEM), phần tử hữu hạn lưới mịn (XFEM) [34], [35], đẳng hình học 

(IGA) và mô hình Phase field đã được phát triển để nghiên cứu kết cấu có 

vết nứt. Cũng sử dụng sự kết hợp này, Phuc Pham Minh và các cộng sự [62] 

xem xét ổn định của tấm chữ nhật, các kết quả số cho thấy chiều dài vết nứt 

ảnh hưởng đáng kể đến độ ổn định của tấm, trong khi đó tác động của góc 

nghiêng là ít hơn. Vu Hoai Nam và các cộng sự [75] tính toán ổn định tấm 

FGM có vết nứt sử dụng lý thuyết cắt bậc nhất kết hợp với mô hình Phase 

field. Yao W.A., Hu X.F. [78] đã phát triển phương pháp PTHH để tính 

toán tấm có vết nứt giao thoa và đưa ra các ví dụ minh họa để chứng minh 

tính đúng đắn của phương pháp. Israr A., Zulfiqar S. [40] sử dụng phương 

pháp nhiễu loạn bậc cao để giải phương trình dao động phi tuyến của tấm 

chữ nhật đẳng hướng có vết nứt ở chính giữa, song song với cạnh của tấm. 

Chen C.H., Wang C.L. [25], Saleh N.A.H. [70] nghiên cứu hệ số cường độ 

ứng suất thứ hai của tấm có vết nứt, trong đó phương vết nứt là bất kỳ, tấm 

chịu kéo hoặc nén, một số kết quả ảnh hưởng của phương vết nứt đến hệ số 

cường độ ứng suất đã được các tác giả chỉ ra trong công trình nghiên cứu 
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của mình. Liu C.Y. và các cộng sự [51] sử dụng lý thuyết tấm của Mindlin-

Reissner thiết lập các quan hệ ứng xử dao động riêng của tấm chữ nhật có 

vết nứt chính giữa và song song với cạnh của tấm, trong đó một số kết quả 

tần số và dạng dao động riêng đã được các tác giả chỉ ra. Baiz P.M. và các 

cộng sự [20] sử dụng phương pháp PTHH lưới mịn và mở rộng phân tích 

bài toán ổn định tĩnh tuyến tính của tấm đẳng hướng, hình chữ nhật có vết 

nứt chính giữa, song song cạnh tấm chịu lực nén phân bố, kết quả có được 

các giá trị lực tới hạn và tương ứng là các mode mất ổn định tĩnh của tấm. 

Cheung M.M.S., Song Z.B. [27] sử dụng phương pháp dải phần tử để xây 

dựng mô hình và thuật toán phân tích bài toán tấm có vết nứt thủng, kích 

thước lớn để định hướng ứng dụng tính toán các tấm lát mặt cầu. Behzad 

V.F. và các cộng sự [22] sử dụng phương pháp giải tích, thực nghiệm trên 

mô hình và mô phỏng số nghiên cứu, xác định trường phân bố ứng suất 

quanh vết nứt khi tấm chữ nhật, có vết nứt, chịu tác dụng kéo trong mặt 

phẳng trung bình và đã đưa ra khái niệm về vùng ứng suất chết quanh mũi 

vết nứt. Moradi S., Makvandi H. [57] đã phân tích dao động riêng và ổn 

định phi tuyến của tấm có vết nứt bằng phương pháp giải tích, tiến hành 

thực nghiệm và đưa ra được ảnh hưởng của kích thước vết nứt đến dao 

động riêng của tấm. Azam M.S. và các cộng sự [19] tính toán dao động 

riêng của tấm hình thoi với vết nứt chính giữa bằng phương pháp PTHH 

dựa trên lý thuyết tấm Mindlin-Reissner với phương vết nứt và điều kiện 

biên khác nhau. Tinh Quoc Bui [74] phát triển phương pháp IGA để khảo 

sát tĩnh và động tấm composite áp điện có vết nứt, tác giả cũng trình bày 

một số kết quả của sự lan truyền vết nứt trong vật liệu áp điện. Rwayda 

K.S. và các cộng sự [68] sử dụng phương pháp XFEM để xem xét tấm bê 

tông có vết nứt, các kết quả số làm cơ sở cho chẩn đoán vết nứt và trong 
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thiết kế kết cấu bê tông. Ghaffari D. và các cộng sự [33] nghiên cứu trường 

ứng suất, biến dạng của tấm thủy tinh có vết nứt bằng cách sử dụng phương 

pháp XFEM, các tác giả cũng tiến hành thực nghiệm để kiểm chứng độ tin 

cậy của thuật toán và chương trình tính.  

1.3. Kết quả nghiên cứu đạt được từ các công trình đã công bố 

 Từ tổng quan tình hình nghiên cứu trong nước và trên thế giới về vấn 

đề luận án nghiên cứu, có thể thấy rằng các kết quả chính được thể hiện 

thông qua các công trình nghiên cứu đã công bố đến thời điểm này chủ yếu 

là: 

 - Xây dựng mô hình, thiết lập các phương trình và đề xuất phương 

pháp tính toán các dạng kết cấu dầm, khung có hoặc không có vết nứt chịu 

tác dụng của tải trọng cố định hoặc tải trọng di động là khối lượng di động 

hoặc hệ dao động di động. Nhìn chung các kết quả đạt được phong phú, 

đầy đủ. 

 - Dao động của tấm không có vết nứt, chịu tác dụng của tải trọng 

di động đã được tập trung nghiên cứu, có nhiều kết quả được công bố, 

song cả tải trọng, hình dạng kết cấu, liên kết còn đơn giản. Một số 

nghiên cứu đã đề cập đến bài toán tấm chịu tác dụng của hệ dao động di 

động 4 bậc tự do mô phỏng thân xe di động, bước đầu đã tiếp cận được 

mô hình thực của phương tiện di động tác dụng lên hệ. Nghiên cứu thực 

nghiệm xác định phản ứng động của tấm chịu tác dụng của tải trọng di 

động, mặc dù đã có một số công bố, song các nghiên cứu mới chỉ dừng 

lại với mục đích kiểm chứng cho nghiên cứu lý thuyết, vì vậy mô hình 

và tải trọng tác dụng còn đơn giản. 

 - Tấm có vết nứt là đối tượng được quan tâm, đặc biệt trong vòng 

khoảng 10 năm trở lại đây. Các nghiên cứu chủ yếu mới tập trung xem 
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xét ứng xử uốn, kéo (nén) tĩnh và động của tấm, trong đó tải trọng có 

điểm đặt không đổi. Qua các công bố nhận thấy còn nhiều vấn đề cần 

tiếp tục nghiên cứu cho đối tượng này, đặc biệt tấm có vết nứt chịu tác 

dụng của tải trọng di động, hệ tải trọng di động, ... Thực tế cũng cho 

thấy, đối với trường hợp tấm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di 

động đến nay còn ít kết quả được công bố. 

1.4. Các vấn đề cần tiếp tục nghiên cứu 

- Nghiên cứu, thiết lập thuật giải và chương trình máy tính để phân 

tích tĩnh, động và ổn định đối với kết cấu tấm có vết nứt chịu tác dụng của 

lực có điểm đặt không đổi, trong đó dạng tải trọng và liên kết phức tạp và 

sát thực tế làm việc của hệ hơn. 

- Nghiên cứu xây dựng mô hình, phương pháp và chương trình tính 

nhằm phân tích động lực học kết cấu tấm có vết nứt chịu tác dụng của tải 

trọng di động như khối lượng di động, hệ dao động di động, đoàn tải trọng 

di động, trong đó vận tốc di chuyển của tải trọng không đổi hoặc thay đổi; 

quỹ đạo của tải trọng phức tạp; liên kết của kết cấu bất kỳ hoặc trên nền 

đàn hồi, đàn nhớt.  

 - Tiếp tục nghiên cứu, áp dụng các vật liệu mới (composite cường độ 

cao, vật liệu áp điện, FGM, …) gia cường các tấm có vết nứt, nâng cao khả 

năng chịu lực cho kết cấu, trong đó đối tượng tải trọng là cố định hoặc di 

động. 

 - Nghiên cứu thực nghiệm trên các kết cấu tấm, tấm gia cường, 

tấm làm bằng vật liệu có cơ tính biến thiên có vết nứt, với các liên kết 

khác nhau chịu tác dụng của tải trọng di động: khối lượng, hệ dao động, 

xung lực, ... 
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1.5. Kết luận chương 1 

 Tính toán kết cấu dầm, dầm liên hợp có và không có vết nứt chịu tác 

dụng của tải trọng di động, tác dụng đồng thời của tải trọng di động và 

động đất, của tải trọng di động và lực khí động được các tác giả trong nước 

và ngoài nước dày công nghiên cứu, kết quả đạt được là phong phú, trong 

đó chủ yếu sử dụng phương pháp giải tích và phương pháp số để giải quyết 

vấn đề. 

 Phân tích động lực dầm, tấm trên nền đàn hồi, đàn nhớt chịu tác 

dụng của tải trọng di động đã được các các tác giả trong nước và ngoài 

nước quan tâm nghiên cứu, trong đó cả bài toán tuyến tính và phi tuyến đã 

được đề cập. Một số nghiên cứu gần đây đã giải quyết khá trọn vẹn bài 

toán dầm có vết nứt đặt trên nền đàn hồi chịu tác dụng của lực hoặc khối 

lượng di động. 

 Tính toán kết cấu tấm không có vết nứt chịu tác dụng của tải 

trọng di động cũng được tập trung giải quyết, trong đó tải trọng là khối 

lượng, hệ dao động di động và đối tượng kết cấu chủ yếu là tấm chữ 

nhật. Đồng thời một số kết quả nghiên cứu thực nghiệm đối với dạng 

kết cấu và tải trọng này cũng đã được công bố.  

 Đối với tấm có vết nứt, đến nay hầu hết các nghiên cứu mới tập 

trung phân tích tĩnh, dao động và ổn định, trong đó tải trọng có điểm 

đặt không đổi. Còn với tấm có vết nứt, chịu tác dụng của tải trọng di 

động đến nay có ít công trình được công bố, có chăng chỉ mới tập trung 

nghiên cứu với loại tải trọng đơn giản như lực di động. 

Vì vậy, vấn đề “Phân tích động lực học tấm có vết nứt chịu tải trọng 

di động” được tác giả lựa chọn làm nội dung nghiên cứu của luận án và sẽ 

tập trung giải quyết các nội dung chính sau: 
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- Nghiên cứu tổng quan về tải trọng di động và tính toán kết cấu chịu 

tải trọng di động làm cơ sở cho việc lựa chọn nội dung, phương pháp giải 

quyết vấn đề của luận án. 

- Xây dựng thuật toán PTHH và chương trình máy tính phân tích động 

lực học kết cấu tấm có vết nứt trên các liên kết cứng tuyệt đối chịu tác 

dụng của hai mô hình tải trọng di động: khối lượng di động và hệ dao động 

một bậc tự do di động. 

- Khảo sát, xem xét ảnh hưởng của một số yếu tố đến đáp ứng động 

lực học của tấm và đưa ra các nhận xét, khuyến cáo kỹ thuật, trong đó tập 

trung xem xét ảnh hưởng của: vật liệu kết cấu, vết nứt, tính chất của tải 

trọng, thông số hình học của kết cấu, vv. 

- Nghiên cứu thực nghiệm xác định đáp ứng động của tấm không có 

vết nứt và có vết nứt chịu tác dụng của khối lượng di động. So sánh, đánh 

giá sự tương thích kết quả nghiên cứu giữa lý thuyết và thực nghiệm. 
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  CHƯƠNG 2 
THUẬT TOÁN PHẦN TỬ HỮU HẠN PHÂN TÍCH ĐỘNG LỰC HỌC 

CỦA TẤM CÓ VẾT NỨT CHỊU TẢI TRỌNG DI ĐỘNG 

 
2.1. Đặt vấn đề 

 Tải trọng di động tác dụng lên kết cấu tấm nói chung và tấm có vết 

nứt nói riêng thường gặp trong thực tế gồm 2 dạng chủ yếu, đó là: khối 

lượng di động (mô phỏng các phương tiện di động, trong đó mức độ dao 

động của phương tiện là nhỏ, gây ra hiệu ứng không đáng kể đối với kết 

cấu, điển hình với dạng này là máy bay chạy trên đường băng, máy bay 

hoạt động trên các tàu sân bay, xe bánh xích chạy trên đường, trên cầu, v.v) 

và hệ dao động di động (mô phỏng các phương tiện di động, trong đó mức 

độ dao động của phương tiện đến hiệu ứng động của tấm là đáng kể, điển 

hình với dạng này là xe bánh lốp chạy trên các bản mặt cầu, trên đường, 

v.v). Vì vậy trong chương này tác giả thiết lập thuật toán PTHH và chương 

trình tính để phân tích 2 lớp bài toán:  

 Lớp bài toán thứ nhất: Động lực học của tấm có vết nứt chịu tác 

dụng của khối lượng xem như chất điểm di động; 

 Lớp bài toán thứ hai: Động lực học của tấm có vết nứt chịu tác dụng 

của hệ dao động di động. 

2.2.  Quan hệ ứng xử cơ học của tấm không có vết nứt 

2.2.1. Quan hệ biến dạng - chuyển vị 

Do đối tượng tải trọng tác dụng lên kết cấu trong luận án là tải trọng di 

động, có phương vuông góc với bề mặt tấm, thực tế cho thấy lúc này lực 

tác dụng trong mặt phẳng tấm là bé, do vậy có thể bỏ qua biến dạng trong 

mặt phẳng trung bình tấm (u0 = 0, v0 = 0). Lúc này, sử dụng lý thuyết tấm 

có kể đến biến dạng trượt bậc nhất của Mindlin, chuyển vị tại một điểm 

thuộc tấm không phải vị trí vết nứt, có tọa độ (x,y,z) như sau [67]: 
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   
   
   

y

x

0

u x, y,z, t z x, y, t ,

v x,y,z, t z x, y, t ,

w x, y,z, t w x, y, t ,








 
 

        (2.1)  

trong đó: u, v và w tương ứng là chuyển vị dài dọc theo các trục x, y và z 

tại điểm thuộc tấm có tọa độ (x,y,z); x, y lần lượt là góc xoay của pháp 

tuyến tấm quanh các trục x và y. 

Viết lại trường chuyển vị (2.1) dưới dạng ma trận như sau: 

0

x

y

u 0 0 z w

v 0 z 0 .

1 0 0w

    
          

         

         (2.2) 

Hay:     u L u 
                  (2.3) 

trong đó:    T
u u v w ,  

0 0 z

L 0 z 0 ,

1 0 0

 
   
  

   T

0 x yu w  
. 

Các thành phần của véc tơ biến dạng quan hệ với trường chuyển vị 

(2.1) theo công thức: 

y
x x

x
y y

y x
xy xy

0 0
xz y yz x

u
z z ,

x x
v

z z ,
y y

u v
= =z z ,

y x y x

w wu w v w
= , = = ,

z x x z y y


    

 


     
 

   
              

    
        

     

   (2.4) 

Hoặc viết dưới dạng véc tơ: 
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 
 
 

y

x x
x

y y

xy oxy0
y oxy

xz xz

0
0yz yz

x

0
x 00

00 0y
0z zw

0x x y
w 0

0
y

0

 
          

                                                                        
                      

 
 z ,
0

    
   

 

              (2.5) 

trong đó:  

 
T

T y yx x
x y xy{ }

x y y x

   
             

 là véc tơ độ cong uốn và 

xoắn,  
T

T0 o 0 0 0
xz yz y x

w w
{ }

x y

  
           

- véc tơ biến dạng cắt. 

2.2.2. Quan hệ ứng suất - biến dạng 

 Sử dụng định luật Hooke, ứng suất tại điểm thuộc tấm được xác định: 

 

x x

y y

xy xy2

xz xz

yz yz

1 0 0 0

1 0 0 0

1
0 0 0 0E 2 ,

1 1
0 0 0 0

2
1

0 0 0 0
2

 
                           

            
          
  

  (2.6) 

Hay:  

     D ,                    (2.7) 

trong đó:  
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 
   
   

b
2

s

1 0 0 0

1 0 0 0

1
0 0 0 0 D 0E 2D

1 0 D1
0 0 0 0

2
1

0 0 0 0
2

 
  
  

  
    

        
 
   
  

  

là ma trận các hệ số đàn hồi: 

  2b

1 0
E

D 1 0 ,
1

1
0 0

2

 
 
 

      
 
 

          (2.8) 

   s

1 0E
D .

0 12 1

 
     

           (2.9)

  

 Thay (2.5) vào (2.7) dẫn đến:    
 
   

 
 o

0
D z D .

0

                 

 (2.10) 

2.2.3. Các thành phần nội lực 

Dưới tác dụng của tải trọng, trong tấm xuất hiện lực màng, 

mômen uốn, mômen xoắn và các thành phần lực cắt, chúng được xác 

định như sau [10], [79]: 

2.2.3.1. Mô men uốn và xoắn: 

 
 

 
h /2 3x x

b
y y

h/2
xy xy

M
h D

M(x, y, t) M z dz ,
12

M 

   
   

       
      

    (2.11) 
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với: Mx, My và Mxy tương ứng là mô men uốn và mô men xoắn phân bố 

theo chiều dài. 

2.2.3.2. Lực cắt: 

       
h/2

x xz xz o
s

y yz yz
h/2

Q 1 0Eh
Q(x, y, t) dz h D ,

Q 0 12 1


       
                    (2.12)        

trong đó Qx, Qy là các thành phần lực cắt phân bố theo chiều dài. 

Mindlin đã đề xuất bổ sung hệ số hiệu chỉnh cắt  để kể đến sự phân 

bố bậc 2 của biến dạng trượt, lúc này biểu thức lực cắt (2.12) trở thành: 

       xz o
s

yz

1 0Eh
Q(x, y, t) h D .

0 12 1

  
          

    (2.13)        

Thông thường chọn  = 5/6 và luận án cũng lấy giá trị này để tính toán. 

2.3. Giới thiệu bài toán tấm có vết nứt chịu tải trọng di động và 

các giả thiết 

Xét tấm chữ nhật có vết nứt, liên kết bất kỳ, chịu tác dụng của tải 

trọng di động (khối lượng hoặc hệ dao động di động) theo một quỹ đạo cho 

trước (thẳng hoặc cong) với vận tốc v


. Mô hình bài toán như trên hình 2.1. 

 
Hình 2.1. Tấm có vết nứt chịu khối lượng di động 
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Phương trình mô tả ứng xử cơ học và thuật toán được xây dựng dựa 

trên các giả thiết sau:  

- Vật liệu tấm đẳng hướng, quan hệ ứng suất - biến dạng là tuyến tính; 

- Biến dạng và chuyển vị của tấm là bé; 

- Vết nứt thủng, hở và không lan truyền trong quá trình tấm chịu lực; 

- Trong quá trình hệ làm việc, tải trọng không tách khỏi bề mặt tấm. 

Kích thước bề rộng của vết nứt xem là rất bé so với kích thước tấm nên có 

thể xem là không ảnh hưởng đến sự di chuyển của tải trọng. 

2.4. Thiết lập các quan hệ ứng xử của phần tử tấm có vết nứt chịu 

tải trọng di động 

2.4.1. Phần tử tấm có vết nứt chịu tải trọng động 

 Ứng xử của phần tử tấm có vết nứt được thiết lập trên cơ sở phần tử 

tấm không có vết nứt, trong đó ảnh hưởng của vết nứt sẽ được xem xét. 

Theo đó, xét phần tử tứ giác 4 điểm nút đẳng tham số, mỗi nút có 3 bậc tự 

do wi, ix, iy, với i = 1  4 là thứ tự các nút phần tử (Hình 2.2). 

 

                          a, Hệ tọa độ cục bộ                  b, Hệ tọa độ tự nhiên 

Hình 2.2. Ánh xạ tọa độ giữa hệ tọa độ cục bộ và hệ tọa độ tự nhiên 

 Tọa độ (x,y) của điểm thuộc phần tử được nội suy từ tọa độ (xi,yi) của 

các nút và các hàm dạng Ni [4], [10], [21 ]: 
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4 4

i i i i

i 1 i 1

x N x , y N y ,
 

          (2.14)        

trong đó:   i i i
1

N 1 1 ,
4

    với i = 1,2,3,4 và ( i i,  ) là tọa độ của 

nút i trong hệ tọa độ tự nhiên (o), cụ thể 1 1( , ) ( 1, 1)     , 

2 2( , ) (1, 1)    , 3 3( , ) (1,1)    và 4 4( , ) ( 1,1)    . 

Các đại lượng chuyển vị độc lập của phần tử được nội suy theo các 

chuyển vị nút như sau: 

4

0 i i

i 1

4

x i ix

i 1

4

y i iy

i 1

w N w ,

N ,

N .









  

  






          (2.15) 

Hay viết dưới dạng ma trận:  

    e e

3 12 12 13 1

u(x, y) N q ,
 




         (2.16) 

 Từ (2.3) và (2.16), trường chuyển vị của tấm được biểu diễn theo 

hàm dạng và chuyển vị nút của phần tử như sau: 

        e e e
u L u L N q ,         (2.17) 

trong đó, véc tơ chuyển vị nút  e
q của phần tử gồm 12 thành phần: 

   T

1 1x 1y 4 4x 4ye
q w ... w .         (2.18)        

[N] là ma trận hàm dạng, được xác định bởi [1], [10]: 

         1 2 3 4

3 12 3 3 3 3 3 3 3 3

N N I N I N I N I ,
    

 
 
  

             (2.19) 

với [I] là ma trận đơn vị cấp 3. 
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 Từ (2.5), ta có: 

    
0

0y
0

x e1
0

x y

w w0 1
x x

{ } B N q ,
w

1 0
y y

                                      

                             (2.20)        

    

y

0
x

x e2

y
yx

0 0
x x w

{ } 0 0 B N q ,
y y

0
y xy x

       
      

                                      

             (2.21) 

trong đó:  

 1
0 1

x
B ,

1 0
y

 
  
 

  

  2

0 0
x

B 0 0
y

0
y x

 
 

 
 

   
  

   

 

là các ma trận đạo hàm riêng. 

 Véc tơ biến dạng tại một điểm thuộc phần tử được biểu diễn qua 

chuyển vị nút: 

 
 
 

 
     

 
 

     
 

2
o

e e15 1

0 0 00 0 0 B N
z z .

q q0 0 B N 0 0


                                              

       (2.22) 

 Lúc này, thay (2.22) vào (2.7) dẫn đến: 

         
 
 

      
 

2

1 e e5 1

0 0 0 00 D B N
D z .

0 D B N q q0 0


                 
        

          (2.23) 

Dưới tác dụng của tải trọng động, phương trình mô tả dao động của 

phần tử được thiết lập trên cơ sở nguyên lý Hamilton [30], [38]: 
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 
1

0

t

e e e e

t

H T U W dt 0,              (2.24)  

trong đó:     e e e e e eeH T U H q ,W q , t     là hàm tác dụng 

Hamilton, Te là động năng của phần tử, Ue là thế năng biến dạng đàn hồi 

của phần tử, We là công gây ra bởi ngoại lực. 

 Trường hợp không kể đến lực cản, từ (2.24) dẫn đến phương trình: 

     e e

e e

H Hd
0 .

dt q q

                    (2.25)

 Động năng Te của phần tử được xác định bởi: 

              
e e

T TT T

e e e e e
V V

1 1
T u u dV q N L L N dV q

2 2

 
    
 
 

    , 

             
e

TT T

e e e e ee
V

1 1
T q N h N dV q q M q

2 2

 
   
 
 
          (2.26) 

trong đó: [h] = [L]T[L]. 

Thế năng biến dạng đàn hồi của phần tử được xác định bởi: 

                

            

e e

e

T TT

e e1 1

3
T TT

e e2 2

T
e

V V

A

1 1
U dV dq B N D B N q

h
q B N D

V
2 2

B
1

dV ,
2

N q
12

 
     
 
 
 
 
 
 

 


               (2.27) 

       e 1 2e ee

T

e
q q ,

1
U K K

2
         (2.28) 

Công gây ra bởi ngoại lực được xác định theo công thức sau: 

           
e e

T TT b s c

e e e e e
V A

q N f dV N f dSW f ,
 
   
 
 
      (2.29) 
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với  là khối lượng riêng của vật liệu phần tử, Ve, Ae tương ứng là thể tích 

và diện tích phần tử,  b

e
f ,  s

e
f  tương ứng là véc tơ lực khối và véc tơ lực 

bề mặt phần tử,  c

e
f  là véc tơ lực tập trung của phần tử. 

Thay (2.26), (2.28) và (2.29) vào biểu thức hàm tác dụng Haminton, ta có: 

                 T

e

T T
e 1 2e e ee e ee

1 1
H q M q K K q

2 2
q q ,

e
f       (2.30) 

 Do đó: 

     e
ee

e

Hd
M q ,

dt q

       


        (2.31) 

         e
1 2 ee e

e

H
K K q .

q


   

 e
f      (2.32) 

trong đó:  

 - Ma trận khối lượng phần tử:       
e

T

e
V

M N h N dV,   (2.33) 

 - Ma trận độ cứng phần tử:      1 2e e e
K K ,K     (2.34) 

với           
e

T T

11 1e
V

B N D B NK dV   là ma trận độ cứng phần tử do cắt 

tấm,           
e

3

2 e
A

T T

2 2

h
B NK dD B N

2
V

1
  là ma trận độ cứng phần tử do 

uốn tấm. 

 - Véc tơ lực nút phần tử: 

            
e e

T Tb s c

e e e
V A

N f dV N f dS f .   e
f     (2.35) 

Thay (2.31), (2.32) vào (2.25), ta có phương trình mô tả dao động 

không cản của phần tử tấm chịu tải trọng động: 

         e ee e
M q K q , 

e
f        (2.36) 
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 Trường hợp tấm có vết nứt, phương trình mô tả dao động của phần tử 

chứa vết nứt chịu tải trọng động được xuất phát từ phương trình (2.36), 

trong đó về nguyên tắc có sự khác biệt giữa ma trận độ cứng và ma trận 

khối lượng của phần tử do ảnh hưởng của vết nứt, song do thể tích vết nứt 

rất bé so với thể tích phần tử tấm nên ở đây chỉ xem xét sự khác biệt về ma 

trận độ cứng của phần tử, còn ma trận khối lượng coi như không đổi. Chính 

vì vậy, tác giả sẽ tập trung mô tả việc xây dựng ma trận độ cứng của phần 

tử tấm có vết nứt, sau đó phương trình dao động của phần tử này sẽ có 

được nhờ phương trình (2.36) ở trên.  

Có nhiều phương pháp để mô tả vết nứt, từ đó xây dựng ma trận độ 

cứng cho phần tử tấm có vết nứt. Luận án chỉ tập trung tính toán đối với 

vết nứt xuyên thủng tấm, trong đó ma trận độ cứng của phần tử tấm có vết 

nứt sẽ được bổ sung một thành phần do ảnh hưởng của vết nứt, theo 

nguyên lý năng lượng của Castigliano và sẽ được trình bày cụ thể như ở 

phần dưới. Đây là mô hình đơn giản, công thức tính trực tiếp cho phần tử 

có vết nứt, không cần bổ sung lưới chia xung quanh đầu vết nứt, vì vậy sẽ 

giảm thời gian tính toán rất nhiều so với các mô hình vết nứt khác. Theo 

đó, xét phần tử tấm chữ nhật 4 điểm nút có các cạnh song song với các trục 

tọa độ cục bộ trong mặt phẳng tấm, vết nứt nằm giữa phần tử và song song 

với 2 cạnh đối diện của phần tử. Điều này hoàn toàn thực hiện được khi sử 

dụng phần tử chữ nhật 4 điểm nút kết hợp với phần tử tứ giác 4 điểm nút 

đẳng tham số như trên cho dù phương của vết nứt là bất kỳ, trong đó chỉ 

cần lưu ý kỹ thuật chia lưới : lưới được phát sinh từ phần tử chứa vết nứt. 

Hình 2.3 mô tả ví dụ lưới PTHH cho tấm có vết nứt với phương bất kỳ. 
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Hình 2.3. Cách chia phần tử đối với tấm có vết nứt với phương bất kỳ 

 Và lúc này, không mất tính tổng quát, xét phần tử tấm chữ nhật (ab) 4 

điểm nút, có vết nứt dài 2ac song song với cạnh phần tử và nằm chính giữa 

phần tử (2ac < b - với vết nứt song song oy và 2ac < a - với vết nứt song song 

ox). Mỗi nút của phần tử có 3 lực nút phụ thuộc thể hiện như trên hình 2.4. 

 
Hình 2.4. Phần tử tấm có vết nứt và hệ lực nút phụ thuộc 

 Do có vết nứt, nên phần tử mất đi một lượng độ cứng, hay tương 

đương việc được bổ sung một lượng độ mềm. Theo đó, ma trận độ cứng 

 ceK của phần tử có vết nứt được xác định [47], [72]: 

       
1c T 0 1

e
K B C C B ,


               (2.37) 

trong đó: [B] là ma trận biến đổi hệ lực nút phụ thuộc S1  S12 sang hệ lực 

nút độc lập gồm 9 thành phần F1  F9, [C0] là ma trận biểu thị độ mềm của 
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phần tử tấm không có vết nứt, [C1] là ma trận biểu thị độ mềm bổ sung của 

phần tử tấm do vết nứt gây ra. Các ma trận này được xác định cụ thể như 

sau: 

 - Ma trận biến đổi hệ lực nút [B]: 

 Đối với tấm phẳng chịu uốn, biến dạng bé, các thành phần biến dạng 

uốn thuần túy và uốn trong mặt phẳng tấm được xem là độc lập với nhau, do 

đó các thành phần lực gây ra tương ứng cũng được xem là độc lập. Theo đó, 

với phần tử tấm chịu uốn 4 nút, có 12 lực nút phần tử phụ thuộc là S1, S2, …, 

S11, S12 (Hình 2.4). Mười hai lực nút này quan hệ tuyến tính với 9 lực nút 

độc lập F1, F2, …, F9, hệ lực nút độc lập và phân bố ứng suất trên mặt trung 

bình của phần tử được chỉ ra như trong Phụ lục 1. Lúc này phương trình 

quan hệ giữa hệ lực nút phụ thuộc và hệ lực nút độc lập như sau [64]: 

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

2 2
0 0 0 0 0 0 1

b a
S 1 1 0 0 0 0 0 0 0
S 0 0 0 0 0 0 1 1 0
S 2 2

0 0 0 0 0 0 1S b a
S 1 1 0 0 0 0 0 0 0

S 0 0 1 1 0 0 0 0 0

S 2 2
0 0 0 0 0 0 1

a bS
0 0 0 0 1 1 0 0 0S
0 0 1 1 0 0 0 0 0S

2 2S 0 0 0 0 0 0 1
b aS

0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

  
 

 
 

 
  
 
  
 

   
   
 
    

 
 
  
 
 





1

2

3

4

5

6

7

8

9

F

F

F

F

F .

F

F

F

F





 
 

  
  
  
  
  
   

  
  
  
  
  
  
    
 
 
 
 

  (2.38) 

Và được viết gọn dưới dạng: 
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     
T

12 1 9 112 9

S B F ,
 

           (2.39) 

trong đó: a, b tương ứng là chiều dài và chiều rộng của phần tử; {S} là véc 

tơ lực nút phụ thuộc và {F} là véc tơ lực nút độc lập của phần tử; [B] là ma 

trận biến đổi hệ lực, cụ thể như sau: 

   T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12S S S S S S S S S S S S S ,  (2.40) 

   T
1 2 3 4 5 6 7 8 9F F F F F F F F F F ,     (2.41) 

 T

2 2
0 0 0 0 0 0 1

b a
1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

2 2
0 0 0 0 0 0 1

b a
1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0
B .

2 2
0 0 0 0 0 0 1

a b
0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 1

b a
0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

   
 
 
 
 
  
  
  

  
  
 
   
 
 
 
 
  
  

    (2.42) 

 - Ma trận biểu thị độ mềm và độ mềm bổ sung của phần tử tấm: 

 Các phần tử ijc của ma trận biểu thị độ mềm [C0] của phần tử tấm 

không có vết nứt và ma trận biểu thị độ mềm bổ sung [C1] của phần tử tấm 

do vết nứt gây ra được xác định theo nguyên lý Castigliano [23], [64]: 

 
2 n

n
ij

i j

U
c , i 1,9, j 1,9, n 0,1,

F F


   
 

       (2.43) 

trong đó: Fi, Fj là các lực nút độc lập của phần tử, Un là thế năng biến dạng 

đàn hồi của phần tử, n = 0 ứng với trường hợp phần tử tấm không có vết 
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nứt và n = 1 ứng với trường hợp phần tử tấm có vết nứt. Về bản chất, thế 

năng biến dạng đàn hồi trong (2.43) và trong (2.27) là như nhau, chỉ khác 

nhau ở cách tính theo hệ lực nút độc lập hay phụ thuộc của phần tử.  

 Và do đó, với n = 0: 

  
a b

0 2 2
x y x y xy3

0 0

6
U M M 2 M M 2 1 M dxdy,

Eh
          (2.44) 

Quan hệ giữa các thành phần mô men Mx, My và Mxy với các đại 

lượng hình học và lực nút độc lập của phần tử như sau [64]: 

3 4 7

x

8

1 2 5

y

6

x

3y 3y 2x 3y
F 1 F 1 1 F 2

2 b b a bM ,
3y 2xb F 2 1
b a

3x 3x 2y 3x
F 2 F 2 1 F 1

2 a a b aM ,
3x 2ya F 1 1
a b

M

                              
            

                             
             

y 9F .

 (2.45) 

 Thay (2.45) vào (2.44), kết quả đưa vào tính toán theo biểu thức 

(2.43), ta có ma trận biểu thị độ mềm [C0]: 

 

0
3

4b a

0 4b 3a

4a b sym

0 4a 3b
12

2b a 0 4b aC .
Eh

0 2b 3a 0 4b 3a

2a b 0 4a b

0 2a 3b 0 4a 3b

0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 ab

 
 
 
  
   
        

  
     
 

    
   

              (2.46) 

 Với n = 1, giả thiết rằng thế năng biến dạng đàn hồi chỉ do ứng suất 

phẳng gây nên, ta có [47], [72]: 
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 1 2 2
I II

A

1
U K K dA,

E
           (2.47) 

trong đó: A = 2acz (0 < z  h) là diện tích vết nứt, với trường hợp vết nứt    

thủng ta có A = 2ach; KI và KII là hệ số cường độ ứng suất ứng với hai 

trường hợp của vết nứt. 

 Đối với tấm có kích thước vô hạn, hệ số cường độ ứng suất được xác 

định như sau [65], [72]: 

- Trường hợp vết nứt song song với trục ox của phần tử (Hình 2.5a): 

c

c

c

c

1
a

2
c

I y
cc a

1
a

2
c

II xy
cc a

1 b a x
K x, dx,

2 a xa

1 b a x
K x, dx,

2 a xa





          

           





      (2.48) 

- Trường hợp vết nứt song song với trục oy của phần tử (Hình 2.5b): 

c

c

c

c

1
a

2
c

I x
cc a

1
a

2
c

II xy
cc a

1 a a y
K y, dy,

2 a ya

1 a a y
K y, dy,

2 a ya





          

           





      (2.49) 

 
         a, Vết nứt song song trục ox          b, Vết nứt song song trục oy 

Hình 2.5. Phần tử tấm có vết nứt song song với các trục ox, oy 
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Các thành phần ứng suất trong các biểu thức (2.48), (2.49) được biểu 

diễn qua các lực nút độc lập của phần tử và các đại lượng hình học khác [64]: 

y 1 5 xy 93 3

b 24z 3x 3x b 12z
x, F 2 F 1 , x, F ,

2 a a 2ah h

                               
 (2.50) 

x 3 7 xy 93 3

a 24z 3y 3y a 12z
y, F 1 F 2 , y, F .

2 b b 2bh h

                               
 (2.51) 

Thay (2.50) vào (2.48) và (2.51) vào (2.49), dẫn đến: 

- Trường hợp vết nứt song song với trục ox: 

c c
I 1 5 c3

II 9 c3

24z 3a 3a
K F 2 F 1 a ,

2a 2aah
12z

K F a ,
h

                

  
    (2.52) 

- Trường hợp vết nứt song song với trục oy: 

c c
I 3 7 c3

II 9 c3

24z 3a 3a
K F 1 F 2 a ,

2b 2bbh
12z

K F a .
h

                 

  
    (2.53) 

Các quan hệ (2.52) và (2.53) được thiết lập trên cơ sở lý thuyết 

Kirchhoff - Love, còn để phù hợp với lý thuyết Mindlin người ta đưa vào 

các hàm hiệu chỉnh j, chúng được xác định [47], [72]: 

ir j iK K , i I,II, j 1,2,            (2.54) 

với Kir là hệ số cường độ ứng suất theo lý thuyết Mindlin, Ki là hệ số 

cường độ ứng suất theo lý thuyết Kirchhoff - Love; j là các hàm hiệu 

chỉnh, phụ thuộc vào chiều dày tấm và kích thước vết nứt (Phụ lục 1). 

 Với tấm thỏa mãn lý thuyết Mindlin và có kích thước hữu hạn, cần 

phải bổ sung thêm hàm hiệu chỉnh, lúc này cường độ ứng suất (2.54) được 

xác định theo biểu thức: 
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 f
ir irK K , i I, II, cf a         (2.55) 

trong đó: f
irK  là các hệ số cường độ ứng suất đối với tấm thỏa mãn lý 

thuyết Mindlin và có kích thước hữu hạn,  cf a là hàm hiệu chỉnh có xét 

đến kích thước hữu hạn của tấm, cụ thể như sau [72]:  

  2 3 4
c c c1,0 0,01876 0,1825 2,024 2,4316 ,    c cf a a a a a   (2.56) 

với: c c2a aa  khi vết nứt song song với trục ox và c c2a ba   khi vết nứt 

song song với trục oy của phần tử. 

 Sử dụng các biểu thức (2.47), (2.52), (2.53), (2.54) và (2.55) thay vào 

(2.43), ta có các phần tử trong ma trận biểu thị độ mềm bổ sung [C1] ứng 

với các trường hợp: 

- Vết nứt song song với trục ox: 

 

   

   

c

c

c

c

h
a2 1 2 2

21 21
11 c c c2 6

h1 a
2

a2
21

c c c3
a

U 288
c z dz a 2 0,75a da

F Eh

24
a 2 0,75a da ,

Eh





 
   



 

 



2
c

2
c

f a

f a

 

    

    

c

c

c

c

h
a2 1 2 2

1 1 21
15 51 c c c c6

1 5 h a
2

a2
1

c c c c3
a

U 144
c c z dz a 2 0,75a 1 0,75a da

F F Eh

12
a 2 0,75a 1 0,75a da ,

Eh





 
      

 


   

 



2
c

2
c

f a

f a

 

   

   

c

c

c

c

h
a2 1 2 2

21 21
55 c c c2 6

h5 a
2

a2
21

c c c3
a

U 288
c z dz a 1 0,75a da

F Eh

24
a 1 0,75a da ,

Eh





 
    



  

 



2
c

2
c

f a

f a
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   
c c

c c

h
a a2 1 2 2 2 22

1 22 2
99 c c c c2 6 3

h9 a a
2

U 72 a 6 a
c z dz a da a da .

F Eh Eh 

  
  
   2 2

c cf a f a  

 1 1
12 21c c 0,  1 1

13 31c c 0,  1 1
14 41c c 0,  1 1

16 61c c 0,  1 1
17 71c c 0,   

     1 1
18 81c c 0,  1 1

19 91c c 0,  1
22c 0, 1

33c 0, 1
44c 0, 1

66c 0, 1
77c 0, 1

88c 0 . 

 Do vậy: 

 

11

1
51 553

99

c

0 0

0 0 0 sym

0 0 0 0
6

C c 0 0 0 c ,
Eh

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 c

 
 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
 
 

   (2.57) 

trong đó: 

   

    

   

 

c

c

c

c

c

c

c

c

a
22

11 1 c c c
a
a

2
51 1 c c c c

a
a

22
55 1 c c c

a
a

2 2
99 2 c c

a

c 4 a 2 0,75a da ,

c 2 a 2 0,75a 1 0,75a da ,

c 4 a 1 0,75a da ,

c a a da .









  

    

   

 









2
c

2
c

2
c

2
c

f a

f a

f a

f a

   (2.58) 

- Vết nứt song song với trục oy, tính toán tương tự như trên, ta có: 
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33

1
3

73 77

99

0

0 0

0 0 c sym

0 0 0 0
6

C 0 0 0 0 0 ,
Eh

0 0 0 0 0 0

0 0 c 0 0 0 c

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 c

 
 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
 
 

    (2.59) 

trong đó: 

   

    

   

 

c

c

c

c

c

c

c

c

22
33 1 c c c

2
73 1 c c c c

22
77 1 c c c

2 2
99 2 c c

c = 4 1 0,75 da ,

c = 2 1 0,75 2 0,75 da ,

c = 4 2 0,75 da ,

c = b da .









  

   

 

 









a
2

c
a

a
2

c
a

a
2

c
a
a

2
c

a

a a f a

a a a f a

a a f a

a f a

   (2.60) 

Thay (2.42), (2.46) và (2.57) hoặc (2.42), (2.46) và (2.59) vào (2.37) 

ta có được ma trận độ cứng của phần tử tấm có vết nứt song song với trục 

ox hoặc oy. Lúc này, xuất phát từ (2.36), phương trình mô tả dao động 

không cản của phần tử tấm có vết nứt như sau:   

         c

e ee e
M q K q , 

e
f        (2.61) 

2.4.2. Phần tử tấm có vết nứt chịu tải trọng di động 

 Phương trình mô tả dao động của phần tử tấm có vết nứt chịu tải trọng 

di động được thiết lập trên cơ sở phương trình dao động của phần tử tấm có 

vết nứt chịu tải trọng động được mô tả bởi phương trình (2.61), trong đó 
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véc tơ tải trọng {f}e là véc tơ tải trọng nút của phần tử tấm có vết nứt do tải 

trọng di động gây ra. Do đó, trong phần này tác giả tập trung xây dựng véc 

tơ tải trọng nút của phần tử do tải trọng di động gây nên. 

2.4.2.1. Phần tử tấm có vết nứt chịu tác dụng của khối lượng di động: 

Không mất tính tổng quát, xét tải trọng di động bao gồm: khối lượng m 

xem như chất điểm di chuyển trên phần tử tấm với quỹ đạo cho trước là hàm 

của thời gian: x = x(t), y = y(t), lực  Q t


phụ thuộc thời gian tác dụng lên khối 

lượng di động, theo phương vuông góc với mặt phẳng phần tử (Hình 2.6). 

 
Hình 2.6. Phần tử tấm chịu tác dụng của khối lượng di động 

Gọi  w x, y, t  là độ võng của phần tử dưới tác dụng của tải trọng di 

động, lúc này lực của tải trọng di động tác dụng lên phần tử tại vị trí 

 x ;y     là [30]: 

     2

2
x
y

d w x, y, t
R x, y, t Q t m mg

dt 


 
   
 

     (2.62) 

với: g là gia tốc trọng trường, 
 2

2

d w x,y, t

dt
 là gia tốc tuyệt đối theo phương 

pháp tuyến với mặt phẳng của tấm tại vị trí tải trọng di động tác dụng: 
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2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 22

2

w w w w w w
x y 2 xy 2x 2y

x y t x y x t y td w

dt w w
x y

x y

      
               

  
    

     

 
(2.63) 

Lực tập trung (2.62) được biểu diễn thành lực phân bố  p x,y, t  dưới 

dạng sau [21], [30]: 

       p x, y, t x y R x, y, t             (2.64) 

trong đó: ,  tương ứng là hoành độ và tung độ trong hệ toạ độ cục bộ của 

phần tử;     là hàm Delta-Dirac. 

Véc tơ lực nút của phần tử được xác định từ lực phân bố  p x,y, t  tác 

dụng lên phần tử [4], [10], [21]: 

     

       

b a
T

0 0

b a
T

0 0

N p x,y, t dxdy

N x y R x, y, t dxdy

e
f  

      

 

 
    (2.65) 

Độ võng của phần tử được biểu diễn thông qua véc tơ chuyển vị nút và 

hàm dạng: 

         1e

e e
w x, y N q N G q ,

        (2.66) 

với:   2 2 3 2 2 3 3 3N 1 x y x xy y x x y xy y x y xy     (2.67) 

và [G] là ma trận phụ thuộc vào hình dạng và kích thước của phần tử [21], 

[38]. Với phần tử tấm chữ nhật chịu uốn như đã chọn ở trên, ma trận [G] 

xác định như trong Phụ lục 1. 

Thay (2.66) vào (2.63), dẫn đến: 
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              

         

              

2 2
1 1 12 2

2 2e e e

22
1 1

2 e e

1 1 1

e e e

N N
G x q G y q N G q

x y

N Nd w
2xy G q 2x G q ,

dt x y x

N N N
2y G q x G q y G q

y x y

  

 

  

  
     

  
    

   
          

 

  

  

(2.68) 

trong đó: 

    2 2 2 3
xN N 0 1 0 2x y 0 3x 2xy y 0 3x y y

x

     
 

(2.69) 

     
2

xx2
N N 0 0 0 2 0 0 6x 2y 0 0 6xy 0

x


 


(2.70) 

 
2

2 2
xyN N 0 0 0 0 1 0 0 2x 2y 0 3x 3y

x y

        
  

(2.71) 

  2 2 3 2
yN N 0 0 1 0 x 2y 0 x 2xy 3y x 3xy

y

       
              (2.72) 

   
2

yy2
N N 0 0 0 0 0 2 0 0 2x 6y 0 6xy

y

    
(2.73) 

Thay các biểu thức (2.69) đến (2.73) vào (2.68), dẫn đến: 

             
        

            

1 1 12 e 2 e e
xx yy

2
1 1e e

xy x2

1 1 1e e e
y x y

N G x q N G y q N G q

d w
2xy N G q 2x N G q

dt
2y N G q x N G q y N G q

  

 

  

      
       
           

 

  

  

 (2.74) 

Đặt: 
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     
   
    

1 1e e
x x xx xx

1 1e e
y y yy yy

1 1e e
xy xy

N N G , N N G ,

N N G , N N G ,

N N G , N N G

 

 

 

       

             

         

           (2.75) 

Ta có: 

      
  

2
e e e e e

x y2

2 e 2 e e e e e
xx yy xy x y

d w x,y, t
N q 2 x N y N q

dt

x N y N 2xy N x N y N q

             

                      

  

     
 (2.76) 

 Thay (2.76) vào (2.62), ta có: 

 
        

  

e e e e e
x y

2 e 2 e e e e e
xx yy xy x y

R x, y, t Q t m N q 2m x N y N q

m x N y N 2xy N x N y N q

              

                      

  

     
              (2.77) 
 Thay (2.77) vào (2.64), lực phân bố quy đổi được xác định: 

            
      

      

e e

e e e
x y

2 e 2 e e e e e
xx yy xy x y

p x, y, t Q t x y m N x y q

2m x N y N x y q

m x N y N 2xy N x N y N x y q

                

              

                            



 

     
              (2.78) 

 Từ đây ta có véc tơ lực nút của phần tử chịu tác dụng của khối lượng 

di động: 

       

     

      

   

b a
Te

0 0

b a
Te e e

0 0

b a
Te e e e

x y

0 0

2 e 2 e
T xx yye

e e e
xy x y

x y N Q t dxdy

m x y N N q dxdy

2m x y N x N y N q dxdy

x N y N
m x y N

2xy N x N y N

e
f          

             

                  

                              

 

 

 



 

 

   
 

b a
e

0 0

q dxdy



 


 
              (2.79) 
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Đặt: 

             
b a

T Te e

e
0 0

x y N Q t dxdy N , Q t                P , (2.80) 

   
b a

Tp e e
e

0 0

M m x y N N dxdy                  ,    (2.81) 

     
b a

Tp e e e
e x y

0 0

C 2m x y N x N y N dxdy                         , (2.82) 

   
2 e 2 eb a

T xx yyp e
e e e e

0 0 xy x y

x N y N
K m x y N dxdy

2xy N x N y N

                                    
 

 

   
              (2.83) 

Biểu thức (2.79) trở thành: 

                p p p

e e e ee e e
P M q C q K q ,

e
f          (2.84) 

Sử dụng tính chất của hàm Delta-Dirac đối với các biểu thức (2.80) 

đến (2.83), các hệ số trong (2.84) trở thành: 

     Te

e
N , Q t ,    P         (2.85) 

     Tp e e

e
M m N , N , ,                  (2.86) 

        Tp e e e
x ye

C 2m N , x N , y N ,                      (2.87) 

   
   

     

2 e 2 e
T xx yyp e

e e e e
xy x y

x N , y N ,
K m N , ,

2xy N , x N , y N ,

                                      

 

   
              (2.88) 

Thay (2.84) vào (2.61), ta nhận được phương trình mô tả dao động của 

phần tử tấm có vết nứt, chịu tác dụng của khối lượng di động như sau: 

                     e

c

e e

p p p

ee e ee e e e
P M q C q K q ,M q K q        

             (2.89) 

Hay:  
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                 c

e ee e

p p p

e ee e e
M C q K P ,M q K q      (2.90) 

trong đó:        p p p

ee e e
M , C , K , P tương ứng là ma trận khối lượng, ma trận 

cản, ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng phần tử bổ sung do tải trọng di 

động gây nên, các thành phần trong các ma trận này là hàm phụ thuộc thời 

gian và vị trí của tải trọng di động trên phần tử tấm. 

Đối với phần tử tấm không có vết nứt, hoàn toàn tương tự, thay (2.84) 

vào (2.36) ta có phương trình mô tả dao động của phần tử: 

                 e ee e

p p p

e ee e e
M C q K P .M q K q      (2.91) 

2.4.2.2. Phần tử tấm có vết nứt chịu tác dụng của hệ dao động di động: 

Xét tấm chịu tác dụng của hệ dao động di động gồm khối lượng m tiếp 

xúc với tấm thông qua lò xo với độ cứng k mắc song song với phần tử cản 

có hệ số cản c. Xét phần tử i tại thời điểm chịu tác dụng của hệ dao động di 

động được mô tả như hình 2.7. 

 

Hình 2.7. Phần tử tấm chịu tác dụng của hệ dao động di động 

 Lực tác dụng lên phần tử tấm tại thời điểm t do hệ dao động gây ra: 

       
2

21 2 1 2
x
y

d w x,y, t
R t m m u m m g Q t ,

dt 


 
       
 

    (2.92) 
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trong đó: m1 là khối lượng tiếp xúc với tấm, m2 là khối lượng tác dụng lên 

tấm thông qua lò xo và phần tử cản, u là gia tốc chuyển dịch theo phương 

thẳng đứng của khối lượng m2. 

 Tương tự như mục 2.4.2.1, ta có véc tơ lực nút của phần tử do hệ dao 

động gây ra: 

                 1 2pm pm p p

e e e ee e e e
P M q M u C q K q ,     

e
f   (2.93) 

trong đó: 

       Te
1 2e

P t N , Q m m g ,            (2.94) 

     1
Tpm e e

1e
M m N , N , ,                 (2.95) 

   2
Tpm e

2e
M m N , ,              (2.96) 

        Tp e e e
1 x ye

C 2m N , x N , y N , ,                     (2.97) 

   

   

 

   

e 2 e 2
xx yy

Tp e e
1 xye

e e
x y

N , x N , y

K m N , 2xy N , ,

x N , y N ,

            
             
             

 

 

 

  (2.98) 

 Thay (2.93) vào (2.61) ta có phương trình mô tả dao động của phần tử 

tấm có vết nứt, chịu tác dụng của hệ dao động di động: 

                   1 2pm pm p c p

e e e ee e e e e e
M M q M u C q K K q P .        

              (2.99) 

 Xét cân bằng động của hệ m2 - k - c, ta có phương trình mô tả dao động 

của khối lượng m2 như sau: 

       2 e e
m u cu ku c N q k N q Q t ,          (2.100) 
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 Kết hợp (2.99) và (2.100), ta có hệ phương trình mô tả dao động của hệ 

phần tử tấm - hệ dao động: 

                   

       

1 2pm pm p c p

e e e ee e e e e e

2 e e

M M q M u C q K K q P ,

m u cu ku c N q k N q Q t .

     

    

 

 
(2.101) 

 Viết dưới dạng ma trận: 

     
 

     
 

 

     
 

   
 

1 2pm pm p

e ee e e e

2

c p
eee e

q qM M M C 0

u u0 m c N c

PqK K 0
.

Q tuk N k

                 
           

             
        

 
 

 (2.102) 

Đối với phần tử tấm không có vết nứt, phương trình dao động của phần 

tử cũng được thể hiện như (2.102), song ma trận độ cứng  ceK được thay 

bằng ma trận độ cứng  eK . 

2.5. Phương trình mô tả dao động của tấm có vết nứt chịu tải trọng 

di động và thuật giải  

2.5.1. Phương trình mô tả dao động của tấm có vết nứt chịu tải trọng di động 

2.5.1.1. Ghép nối các ma trận phần tử vào ma trận chung của toàn hệ: 

Sử dụng ma trận chuyển đổi hệ trục tọa độ cục bộ xyz sang hệ trục tọa 

độ tổng thể XYZ, các ma trận và véc tơ trong các phương trình mô tả dao 

động của phần tử được biểu diễn như sau [10], [11], [21]: 

                T p T p

e e e e e e e e
M T M T , M T M T ,       (2.103) 

                1 1 2 2pm T pm pm T pm

e e e e e e e e
M T M T , M T M T ,      (2.104) 

                p T p T

e ee e e e e e
C T C T , P T P T ,        (2.105) 

                T p T p

e e e e e e e e
K T K T , K T K T ,        (2.106) 
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trong đó: [T]e là ma trận chuyển đổi hệ trục tọa độ. 

 Việc lắp ghép các ma trận, véc tơ tải trọng phần tử để tạo thành ma 

trận, véc tơ tải trọng tổng thể của hệ được tác giả thực hiện bằng phương 

pháp độ cứng trực tiếp [1], [10], [21], trong đó mảng lưu trữ địa chỉ nút và 

sơ đồ Skyline được sử dụng. 

2.5.1.2. Phương trình mô tả dao động của hệ: 

 Sử dụng phương pháp ghép nối các ma trận, véc tơ phần tử thành các 

ma trận và véc tơ tổng thể của hệ, ta có được phương trình mô tả dao động 

tổng thể của hệ trong hệ tọa độ tổng thể như sau: 

 a) Tấm có vết nứt chịu tác dụng của khối lượng di động: 

 Xuất phát từ phương trình (2.90) và (2.91), ta có phương trình dao 

động của tấm trong hệ tọa độ tổng thể như sau: 

                   p pcp
M qM C q K P ,K K q               (2.107) 

trong đó: 

       

       

       

       

e m

m m

e m

c e

p p

e e
N N

p p p p

e e
N N

p p

e e
N N

c c

ee
N N

M M , M M ,

C C , K K ,

K K , K K ,

K K , P ,P

    

    

    

  

 

 

 

 

      (2.108) 

 Ne là số phần tử tấm không nứt, Nc là số phần tử tấm bị nứt, Nm là số 

phần tử tấm tiếp xúc trực tiếp với khối lượng m. 

 b) Tấm có vết nứt chịu tác dụng của hệ dao động di động: 

 Xuất phát từ phương trình (2.102), phương trình tổng thể mô tả dao 

động của hệ tấm có vết nứt - hệ dao động di động: 
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     
 

     
 

 

       
 

   
 

1 2pm pm p

2

c p

q qM M M C 0

u u0 m c N c

PqK K K 0
,

Q tuk N k

          
       

        
        

     
      

 
 

 (2.109) 

trong đó:        1 1 2 2

m1 m 2

pm pm pm pm

e e
N N

M M , M M ,         (2.110) 

Nm1, Nm2 tương ứng là số phần tử tấm tiếp xúc trực tiếp với khối lượng m1 

và hình chiếu đứng của khối lượng m2. Với mô hình hệ di động đã xét, ta 

có Nm1 = Nm2. 

2.5.2. Điều kiện biên 

 Với tấm được khảo sát và chọn hệ trục toạ độ như Hình 2.1 thì các 

cạnh của tấm được biểu diễn bởi phương trình: 

  x = 0, x = Lp, 

  y = 0, y = Wp.           (2.111) 

  Khi đó điều kiện biên là: 

2.5.2.1. Liên kết tựa bản lề:  

   Tại x = 0, x = Lp:  w = 0, My = 0,                   (2.112) 

   Tại y = 0, y = Wp: w = 0, Mx = 0.                   (2.113) 

2.5.2.2. Liên kết ngàm:  

   Tại x = 0, x = Lp:  w = 0, ,0
x

w





                   (2.114)  

  Tại y = 0, y = Wp: w = 0, ,0
y

w





                   (2.115) 

 Điều này theo phương pháp PTHH chúng được xem xét trên cơ sở tính 

chất bậc tự do tại mỗi nút trên cạnh tấm chịu liên kết, theo đó [1], [21], [38]: 
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 - Bước 1: Xác định thứ tự bậc tự do thuộc liên kết bằng không, giả sử 

bậc tự do thứ "i", qi = 0. 

 - Bước 2: Thực hiện khử biên bằng cách xoá hàng i, cột i trong 

phương trình cân bằng hoặc phương trình vi phân chuyển động dưới dạng 

ma trận của hệ.  

2.5.3. Thuật toán giải phương trình tổng thể mô tả dao động của hệ 

 Sau khi thực hiện khử biên, các phương trình (2.107) và (2.109) được 

xác định và viết lại dưới dạng tổng quát sau: 

  Tấm có vết nứt chịu khối lượng di động: 

       p m mm mmm m
M U C U K U R ,          

     (2.116) 

trong đó: 

 
       

pp

m m

p

mm mm

c

M M ,M C C ,

K K , R P ,K K U q .

              

    

   

         
 (2.117) 

  Tấm có vết nứt chịu hệ dao động di động: 

       p os osos ososos os
M U C U K U R ,          

     (2.118) 

trong đó:  

 
 

 

 
 

   
 

   

1 2 ppm pm

os os
2

c p

osos os

M M M C 0
M , C ,

0 m c N c

PK K K 0 q
K , R ,

u
.

Q tk N k
U

                                   
                                    

(2.119) 

 Các ma trận có chỉ số “p” trong các phương trình (2.116) và (2.118) là 

các ma trận sinh ra do khối lượng di động hoặc hệ dao động di động hay 

còn gọi là các ma trận bổ sung do tải trọng di động gây nên. Mặt khác, do 

phụ thuộc vào vị trí của khối lượng hay hệ dao động tác dụng lên tấm, nên 
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chúng phụ thuộc vào thời gian t. Vì vậy, cả 2 phương trình (2.116) và 

(2.118) ở trên đều là các phương trình mô tả dao động dạng vi phân cấp 2 

tuyến tính có hệ số phụ thuộc vào thời gian. Chúng sẽ được giải bằng 

phương pháp tích phân trực tiếp của Newmark. Để thuận tiện trong việc 

trình bày thuật toán giải các phương trình trên, tác giả viết gọn (2.116) và 

(2.118) dưới dạng sau: 

       pM U C U K U R ,          
        (2.120) 

trong đó:  

       p m mm mm
M M , C C , K K , R R , U U                        đối 

với tấm chịu khối lượng di động; 

       p os osos osos
M M , C C , K K , R R , U U                        đối 

với tấm chịu hệ dao động di động. 

 Trường hợp xét đến cản của kết cấu tấm, với giả thiết lực cản tỷ lệ thuận 

với véc tơ vận tốc dịch chuyển     RC U    


d
f , thay vào phương trình 

(2.120) ta có phương trình mô tả dao động có cản của hệ: 

        R pM U C C U K U R ,              
      (2.121) 

với RC    - ma trận cản của tấm. 

 Thông thường, đối với hệ nhiều bậc tự do, việc xác định ma trận cản 

tổng thể của kết cấu dưới dạng tổ hợp của các ma trận cản phần tử là không 

thể vì rất khó xác định được tỉ số cản phần tử, lúc này phương pháp cản 

Rayleigh thường được sử dụng. Theo đó, ma trận cản tổng thể của kết cấu là 

tổ hợp tuyến tính của ma trận khối lượng M    và ma trận độ cứng K    

thông qua hệ số cản Rayleigh R, R [30]: 
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R R RC M K ,                    (2.122) 

trong đó các hằng số cản Rayleigh R, R thông thường được xác định 

thông qua tỷ số cản R và hai tần số dao động riêng đầu tiên 21, của hệ: 

R R
R R 1 2 R 1 2

1 2 1 2

2 2
; .

 
         

    
     (2.123) 

 Phương trình (2.121) được viết gọn dưới dạng: 

       M U C U K U R ,          
        (2.124) 

với:  R pC C C           . 

Đây là hệ phương trình tuyến tính có hệ số phụ thuộc thời gian. Theo 

phương pháp tích phân trực tiếp Newmark, các bước tích phân được thực 

hiện trên khoảng thời gian t, với nội dung cụ thể như sau [21], [30], [38]: 

Gán điều kiện đầu:  

   0 0
U 0; U 0           (2.125) 

   2
A M t t K           ,      (2.126) 

với t là bước thời gian, còn các hằng số sai phân chọn: 
1 1

;
4 2

    .  

Gia tốc tại bước (n+1): 

   
        

       
n n1

2n 1

n n n

R C U 1 t U

U A
1

K U t U t U
2





         
 

                

 


 
 (2.127) 

 Vận tốc tại bước (n+1):  

         
n 1 n n n 1

U U 1 t U t U
 
               (2.128) 
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Chuyển vị tại bước (n+1): 

             2 2

n 1 n n n n 1

1
U U t U t U t U

2 

          
 

    (2.129) 

Tóm tắt thuật toán gồm các bước chính sau: 

1. Lập các ma trận [M0], [C0], [K0], [Kc] của bản thân kết cấu. 

2. Gán điều kiện đầu theo (2.125). 

3. Thực hiện chu trình theo bước tích phân, tại mỗi thời điểm: 

3.1. Xác định số hiệu phần tử e và toạ độ tự nhiên ,  mà tại đó đặt 

tải trọng di động. 

3.2. Tính các ma trận  peM ,  peK ,  peC  cho phần tử e. 

3.3. Tính véctơ tải trọng nút cho phần tử e. 

3.4. Bổ sung các ma trận phần tử e vào các ma trận toàn hệ:  

3.5. Tính ma trận  A  theo (2.126) 

3.6. Tính véctơ gia tốc theo (2.127) 

3.7. Tính véctơ vận tốc theo (2.128) 

3.8. Tính véctơ chuyển vị theo (2.129). 

 Sơ đồ khối của thuật toán trên được thể hiện như trên hình 2.8. 
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Hình 2.8. Sơ đồ thuật toán giải bài toán tấm có vết nứt chịu tải trọng di động 
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2.6. Chương trình tính và kiểm tra độ tin cậy của chương trình tính 

2.6.1. Giới thiệu chương trình tính 

 Trên cơ sở thuật toán đã trình bày, tác giả lập trình tính trong môi 

trường Matlab. Chương trình do tác giả xây dựng trên cơ sở phương pháp 

PTHH, có tên CRACKED_PLATE_MOVING_2019 (CPM_2019) có khả 

năng phân tích động đối với tấm chịu tác dụng của tải trọng di động theo 

hai mô hình tải trọng đã trình bày. Chương trình CPM_2019 chạy trên máy 

tính với hệ điều hành Window xp. Cấu trúc của chương trình gồm 4 mô 

đun chính như sau:  

- Mô đun nhập số liệu (Nhap_so_lieu.m) 

 - Mô đun phân tích dao động riêng (Free_Vibration_analysis.m) 

 - Mô đun phân tích động (Dynamic_analysis.m) 

 - Mô đun xuất và in kết quả (Results_print.m) 

 Việc chia lưới phần tử hữu hạn được thực hiện trực tiếp nhờ phần 

mềm ANSYS 13.5. 

 Chương trình CPM_2019 phù hợp với việc phân tích động lực học của 

tấm có hoặc không có vết nứt chịu tải trọng di động với cả hai mô hình: 

khối lượng di động và hệ dao động di động. 

2.6.2. Kiểm tra độ tin cậy của chương trình tính 

Để kiểm tra mức độ tin cậy của chương trình CPM_2019 đã lập, tác giả 

tính toán, so sánh với kết quả trong 2 công trình công bố với trường hợp: Tấm 

có vết nứt chịu tải trọng tĩnh phân bố đều và tấm không có vết nứt chịu tác 

dụng của hệ dao động 1 bậc tự do di động. 

2.6.2.1. Tấm với vết nứt chính giữa chịu lực phân bố đều: Sử dụng chương 

trình tính CPM_2019 đã lập, tính toán bài toán như trong công trình công bố 

của Amraei A., Fallah N. [15(2017)], trong đó tấm hình vuông cạnh Lp = 



 

 

55

Wp = 20cm, chiều dày h = 1cm có vết nứt dài 2ac = 8cm ở chính giữa và 

song song với cạnh của tấm. Vật liệu tấm với Mô đun đàn hồi E = 

1x105N/cm2, hệ số Poisson  = 0,3. Tấm được liên kết tựa khớp theo chu vi 

và chịu tác dụng của lực phân bố đều với cường độ q = 1x102N/cm2 (Hình 

2.9). 

 
Hình 2.9. Mô hình của bài toán [15] 

Sử dụng lưới chia: Tổng số 15 phần tử, trong đó 10 phần tử kích thước 

5cmx4cm bố trí thành hai dãy song song ox, đối xứng về hai phía của vết 

nứt, 5 phần tử kích thước 10cmx4cm ở chính giữa tấm. Kết quả so sánh 

chuyển vị tại điểm chính giữa tấm thể hiện như trong bảng 2.1. 

Bảng 2.1. Kết quả so sánh chuyển vị tại điểm giữa tấm 

Đại lượng 
Phương pháp Sai 

số 
(%) Amraei A., Fallah N. [15] CPM_2019 

wmax[mm] 0,01182 0,01194 1,02 

2.6.2.2. Tấm chịu tác dụng của hệ dao động di động: Tính toán với mô 

hình bài toán và các thông số như trong công trình của Asghari M. và các 

cộng sự [17(2009)], trong đó các tác giả sử dụng phương pháp bán giải 

tích. Mô hình bài toán như hình 2.10, tấm hình chữ nhật có chiều dài a = 
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60m, chiều rộng b = 30m, chiều dày h = 15.10-2m, độ cứng chống uốn của 

tấm 
 

3
9

2

Eh
D 7,1.10 Nm

12 1
 

 
, vật liệu có khối lượng riêng  = 

7750kg/m3. Tấm liên kết bản lề 4 cạnh, chịu tác dụng của hệ dao dộng di 

động, gồm: lò xo có độ cứng kéo, nén k = 109N/m mang khối lượng m = 

105kg, chuyển động theo đường thẳng y = c = b/2 = 15m, với vận tốc 

không đổi v = 20m/s. Điều kiện đầu của bài toán:   mg
z 0

k
 , 

 
t 0

w
w x,y,0 0.

t 


 


  Đây là công trình được các tác giả nghiên cứu bằng 

phương pháp giải tích. 

                        
      a, Mô hình không gian tổng quát                    b, Mô hình phẳng 

Hình 2.10. Mô hình của bài toán [17] 

Giải bài toán bằng bộ chương trình đã lập, kết quả so sánh về chuyển 

vị lớn nhất wmax [mm] của điểm giữa tấm, cụ thể như bảng 2.2. 

Bảng 2.2. Kết quả so sánh kiểm tra độ tin cậy chương trình tính  
(Trường hợp tải trọng di động là hệ dao động di động đơn giản) 

Đại 
lượng 

Phương pháp 
Sai số 
(%) Asghari M., Ghahremani 

A.R., Ghafoori E. [17] 
CPM_2019 

wmax 17,68 18,12 1,86 
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Nhận xét: Với hai bài toán kiểm chứng đã thực hiện ở trên cho thấy sai 

số về chuyển vị lớn nhất cả hai trường hợp đều nhỏ hơn 1,9%, điều này có thể 

nhận định chương trình tính CPM_2019 do tác giả lập có cơ sở để tin cậy. 

2.7. Kết luận chương 2 

 Kết quả chính trong chương này: 

- Ứng dụng biểu thức tổng quát xác định ma trận độ cứng phần tử tấm 

có vết nứt, đã xác định được ma trận biểu thị độ mềm bổ sung của phần tử 

tấm do vết nứt gây nên trên cơ sở thực hiện thành công các phép tính xác 

định các phần tử của ma trận này. Chính vì điều này, đã xác định được ma 

trận độ cứng của phần tử tấm có vết nứt làm cơ sở thiết lập phương trình 

dao động của phần tử và của tấm có vết nứt chịu tải trọng di động. 

- Trên cơ sở phân tích, xây dựng các ma trận phần tử của tấm có và 

không có vết nứt, đặc biệt là phần tử tấm có vết nứt và các thành phần bổ 

sung vào ma trận khối lượng, ma trận cản, ma trận độ cứng của phần tử do 

tải trọng di động gây nên, đã thiết lập phương trình vi phân dao động của 

phần tử tấm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động là khối lượng di 

động hoặc hệ dao động 1 bậc tự do di động, trong đó vận tốc tải trọng thay 

đổi, quỹ đạo di chuyển của tải trọng là bất kỳ. Từ đó, đã thiết lập được 

phương trình mô tả dao động của tấm có vết nứt chịu tác dụng của 2 mô 

hình tải trọng di động nêu trên.  

- Xây dựng thuật toán PTHH và chương trình tính CPM_2019 trong 

môi trường Matlab phân tích động lực học của tấm có vết nứt chịu tác dụng 

của tải trọng di động với hai mô hình tải trọng: khối lượng di động và hệ 

dao động di động. Chương trình tính CPM_2019 đã được kiểm chứng cho 

thấy có cơ sở tin cậy. 
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CHƯƠNG 3 
ẢNH HƯỞNG CỦA MỘT SỐ YẾU TỐ ĐẾN ĐÁP ỨNG  

ĐỘNG LỰC HỌC CỦA TẤM CÓ VẾT NỨT CHỊU TÁC DỤNG 
CỦA TẢI TRỌNG DI ĐỘNG  

 
3.1. Đặt vấn đề 

 Trong chương 2 đã xây dựng được thuật toán và chương trình tính cho 

bài toán tấm có và không có vết nứt chịu tải trọng di động (khối lượng di 

động hoặc hệ dao động di động). Trong chương này, để khẳng định sự linh 

hoạt, khả năng của chương trình tính và cho thấy bức tranh rõ nét về sự làm 

việc, ứng xử cơ học của kết cấu tấm có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng 

di động, đưa ra các khuyến cáo kỹ thuật nhằm nâng cao hiệu quả sử dụng, 

khai thác các loại kết cấu dạng này, tác giả tính toán số với các thông số 

của bài toán thay đổi, trong đó tập trung xem xét ảnh hưởng của các yếu tố 

phổ biến: tải trọng, vết nứt, kích thước hình học, vật liệu, điều kiện liên kết 

đến đáp ứng động lực học của tấm dưới tác dụng của khối lượng di động và 

hệ dao động di động đến đáp ứng động lực học của tấm. Kết quả tính toán 

kèm theo các khuyến cáo kỹ thuật có thể là tham khảo cho tính toán, thiết 

kế, gia cường các kết cấu tấm chịu tải trọng di động. 

3.2. Tấm có vết nứt chịu tác dụng của khối lượng di động 

3.2.1. Bài toán xuất phát 

Thông số kết cấu: Tấm chữ nhật, vật liệu thép, chiều dài Lp = 3m, 

chiều rộng Wp = 2,0m, chiều dày h = 0,025m, một (01) vết nứt giữa tấm 

với chiều dài 2ac = 0,3m có phương song song với cạnh ngắn của tấm. Tấm 

có các đặc trưng vật liệu: Mô đun đàn hồi E = 2,1.1011N/m2, hệ số Poisson 

 = 0,28, khối lượng riêng  = 7800kg/m3.  

Thông số tải trọng: Một khối lượng m = 5.102kg chuyển động trên tấm 

theo quỹ đạo đường thẳng y = Wp/2, với vận tốc v = 10m/s (Hình 3.1).  
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Hình 3.1. Mô hình bài toán 

Điều kiện biên: Tấm liên kết gối tựa dọc 2 cạnh ngắn, 2 cạnh dài tự do. 

Điều kiện đầu của bài toán:    0 0
U 0; U 0  , v(0) = v = 10m/s. 

Tấm được rời rạc hoá bởi 75 phần tử, tương ứng với 96 nút và 2 nút 

mô tả vết nứt, mô hình PTHH của bài toán thể hiện như trên hình 3.2. 

 
Hình 3.2. Mô hình PTHH của bài toán  

Sử dụng chương trình CRACKED_PLATE_MOVING_2019 đã lập ở 

chương 2, tính toán dao động riêng và dao động cưỡng bức của bài toán 

với bước tích phân t = 0,005s, thời gian tính tcal = 0,3s (bằng thời gian từ 

lúc khối lượng vừa vào tấm đến khi khối lượng vừa ra khỏi tấm).  
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Bài toán dao động riêng: Giải bài toán dao động riêng, tác giả nhận 

được các tần số riêng và dạng dao động riêng, trong đó bốn (04) tần số 

riêng đầu tiên [Hz]: f1 = 6,6367; f2 = 15,1910; f3 = 26,8678; f4 = 38,6807, 

tương ứng với bốn dạng dao động riêng như hình 3.3. 

 
a, Dạng dao động riêng thứ nhất (f1 = 6,6367Hz) 

 
b, Dạng dao động riêng thứ hai (f2 = 15,1910Hz) 
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c, Dạng dao động riêng thứ ba (f3 = 26,8678Hz) 

 
d, Dạng dao động riêng thứ tư (f4 = 38,6807Hz) 

Hình 3.3. Bốn dạng dao động riêng đầu tiên của hệ 

Bài toán dao động cưỡng bức: Giải bài toán cho 2 trường hợp tấm 

không có vết nứt và tấm có vết nứt với các thông số như đã nêu ở trên. Điểm 

xuất kết quả là điểm giữa tấm (Điểm A) và điểm đầu vết nứt (Điểm B) - 

Hình 3.1. Kết quả đáp ứng độ võng, gia tốc theo phương đứng và ứng suất 

y (tại A), x (tại B) tại các điểm tính thể hiện như trên hình 3.4, 3.5, 3.6.  
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Hình 3.4. Đáp ứng chuyển vị W tại điểm A theo thời gian 

 
Hình 3.5. Đáp ứng gia tốc W tại điểm A theo thời gian 
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Hình 3.6. Đáp ứng ứng suất y tại điểm A và x tại B theo thời gian 

Bảng 3.1 là tóm tắt các giá trị lớn nhất về chuyển vị, gia tốc và ứng 

suất tại các điểm tính thuộc tấm. 

Bảng 3.1. Chuyển vị, gia tốc và ứng suất lớn nhất của các điểm tính 

Trường hợp 
Giá trị 

WA
max[cm] max

AW [m/s2] max
int A [N/m2] max

int B [N/m2] 

Có vết nứt 0,837 15,293 4,237107 12,240107 

Không có vết nứt 0,764 3,726 3,939107 2,599107 

Chênh lệch Tăng 9,6% 
Tăng 4,1 

lần 
Tăng 7,0% 

Tăng 4,7 
lần 

 Nhận xét: Ứng suất tại đầu vết nứt là lớn, có ứng xử cơ học khác biệt 

giữa tấm có vết nứt và không có vết nứt, trong đó sự thay đổi đột biến của 

ứng suất đầu vết nứt là vấn đề cần thiết phải quan tâm (tăng 4,7 lần so với 

không có vết nứt). Đối với độ võng, có sự sai khác tương đối lớn giữa tấm 

có vết nứt và không có vết nứt (9,6%), do đó các phần tiếp theo của chương 

này tác giả tập trung xem xét hai yếu tố trên là chủ yếu. 
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3.2.2. Ảnh hưởng của một số yếu tố đến sự làm việc của hệ 

3.2.2.1. Ảnh hưởng của chiều dài vết nứt: 

 Giải bài toán với chiều dài 2ac của vết nứt thay đổi từ 0,0m đến 0,4m. 

Kết quả sự phụ thuộc các giá trị lớn nhất về chuyển vị, vận tốc, gia tốc và 

ứng suất tại điểm tính thuộc tấm theo chiều dài vết nứt thể hiện như trong 

bảng 3.2 và đồ thị các hình 3.7, 3.8 và 3.9.  

Bảng 3.2. Sự phụ thuộc các đại lượng lớn nhất của chuyển vị, gia tốc 
và ứng suất theo chiều dài vết nứt 

2ac[m] 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 

maxW [cm] 0,764 0,772 0,785 0,8370 0,951 

max
W [m/s2] 3,726 5,214 8,807 15,292 23,912 

A
max .107[N/m2] 3,939 4,012 4,106 4,237 6,562 

B
max .107[N/m2] 2,599 3,821 7,218 12,240 18,428 

 
Hình 3.7. Quan hệ maxW tại điểm A và chiều dài 2ac của vết nứt 
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Hình 3.8. Quan hệ maxW tại điểm A và chiều dài 2ac của vết nứt 

 
Hình 3.9. Quan hệ max

y , max
x tương ứng tại A, B và chiều dài 2ac của vết nứt 
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Nhận xét: Chiều dài của vết nứt (2ac) ảnh hưởng khá lớn đến đáp ứng 

chuyển vị, gia tốc và ứng suất của điểm giữa tấm và điểm đầu vết nứt (các 

điểm tính). Cụ thể, khi 2ac tăng thì tất cả các đại lượng ở trên đều tăng, 

nhưng với mức độ tăng là khác nhau tùy theo từng đại lượng, trong đó thay 

đổi nhiều nhất phải kể đến ứng suất pháp tuyến theo phương trục x tại điểm 

B: tăng 7 lần khi 2ac tăng từ 0 đến 0,4m, với kích thước vết nứt nhỏ thì sự 

thay đổi này là bé (47% khi 2ac tăng từ 0 đến 0,1m), trong khi đại lượng 

này tăng 4,8 lần khi 2ac tăng từ 0,1 đến 0,4m. Điều này cho thấy ứng suất 

pháp tại đầu vết nứt đặc biệt nhạy cảm với chiều dài của vết nứt, tốc độ 

tăng của nó càng lớn khi chiều dài vết nứt càng lớn. Bên cạnh đó, ứng suất 

tại điểm giữa cạnh vết nứt có tăng khi chiều dài vết nứt tăng, nhưng tốc độ 

tăng không lớn: tăng 7,6% khi 2ac tăng từ 0 đến 0,3m và 54,9% chỉ khi 

kích thước này tăng từ 0,3m đến 0,4m. 

3.2.2.2. Ảnh hưởng của số lượng vết nứt: 

Giải bài toán cho ba trường hợp tương ứng với số lượng vết nứt khác 

nhau: 

- Trường hợp 1 (TH 1): Tấm có 01 vết nứt ở chính giữa (x = Lp/2 - bài 

toán xuất phát); 

- Trường hợp 2 (TH 2): Tấm có 02 vết nứt kích thước giống nhau, 

song song với nhau và song song với cạnh ngắn của tấm, trong đó 01 vết 

nứt chính giữa, 01 vết nứt tại x = Lp/4; 

- Trường hợp 3 (TH 3): Tấm có 03 vết nứt kích thước giống nhau, 

song song với nhau và song song với cạnh ngắn của tấm, trong đó 01 vết 

nứt chính giữa, 02 vết nứt đối xứng với vết nứt chính giữa về 2 phía tại x = 

Lp/4 và x = 3Lp/4. 

Kết quả đáp ứng độ võng, gia tốc và ứng suất tại các điểm tính thể 

hiện như trên các hình 3.10, 3.11 và 3.12. 
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Hình 3.10. Đáp ứng độ võng W tại điểm A theo thời gian 

 
Hình 3.11. Đáp ứng gia tốc W tại điểm A theo thời gian 
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Hình 3.12. Đáp ứng ứng suất x tại điểm B theo thời gian 

Bảng 3.3 là tóm tắt các giá trị lớn nhất về độ võng, gia tốc và ứng suất 

tại các điểm tính thuộc tấm.  

Bảng 3.3. Độ võng, gia tốc và ứng suất lớn nhất của các điểm tính 

Trường hợp 
Giá trị 

WA
max[cm] max

AW [m/s2] max
int A [N/m2] max

int B [N/m2] 

TH 1 0,837 15,293 4,237107 12,240107 

TH 2 0,873 51,822 5,875107 12,649107 

TH 3 0,889 51,444 5,878107 12,752107 

Chênh 
lệch 

TH 1-TH 2 4,3% 3,39 lần 38,7% 3,3% 

TH 1- TH 3 6,2% 3,36 lần 38,7% 4,2% 

 Nhận xét: Số lượng vết nứt có ảnh hưởng đáng kể tới độ võng, gia tốc 

và ứng suất của tấm, nhìn chung theo xu hướng tăng, trong đó gia tốc và ứng 

suất tại điểm A (điểm giữa vết nứt) tăng mạnh khi số lượng vết nứt tăng (gần 

3,4 lần đối với gia tốc và 38,7% đối với ứng suất khi số lượng vết nứt tăng 
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từ 1 đến 3). Với kết quả trên cho thấy tấm sẽ giảm yếu nhanh khi số lượng 

vết nứt tăng và bố trí đối xứng. 

3.2.2.3. Ảnh hưởng của vận tốc tải trọng: 

Tính toán với vận tốc của khối lượng di động trên tấm biến thiên từ 

6,0m/s (21,6km/h) đến 14,0m/s (50,4km/h), kết quả biến thiên các giá trị lớn 

nhất về độ võng maxW , gia tốc maxW và ứng suất max tại các điểm khảo sát của 

tấm thể hiện như trong bảng 3.4 và các đồ thị hình 3.13, 3.14, 3.15 và 3.16.  

Bảng 3.4. Biến thiên các đại lượng lớn nhất về chuyển vị,  
gia tốc và ứng suất theo vận tốc v của khối lượng 

v [m/s] A
maxW [cm] A

maxW [m/s2] max
A  [N/m2] max

B [N/m2] 

6 0,548 4,308 3,916107 8,366107 
8 0,708 8,621 4,084107 10,394107 

10 0,837 15,293 4,237107 12,240107 
12 0,947 23,906 4,348107 13,941107 
14 1,013 33,094 4,398107 15,253107 

 
Hình 3.13. Quan hệ A

maxW tại điểm A và vận tốc v của khối lượng 
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Hình 3.14. Quan hệ A

maxW tại điểm A và vận tốc v của khối lượng 

 
Hình 3.15. Quan hệ A

max , B
max tại A và B và vận tốc v của khối lượng 
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Hình 3.16. Biến thiên độ võng W tại điểm A theo thời gian   

(v = 6m/s, 8m/s, 10m/s, 12m/s, 14m/s) 

 Nhận xét: Tốc độ của khối lượng di động có ảnh hưởng đáng kể đến đáp 

ứng động lực học của tấm có vết nứt. Cụ thể với bài toán đã xét, khi tốc độ 

khối lượng tăng từ 6m/s đến 14m/s thì: chuyển vị, vận tốc, gia tốc và ứng suất 

lớn nhất tại các điểm tính đều tăng theo xu hướng phi tuyến (84,9% - chuyển 

vị, 12,31% - ứng suất tại điểm giữa tấm và 82,32% - ứng suất tại đầu vết nứt). 

Qua đó cho thấy ứng suất tại đầu vết nứt rất nhạy cảm với vận tốc di chuyển 

của tải trọng. Ngoài ra, từ đồ thị đáp ứng độ võng tại điểm giữa của tấm cho 

ta thấy độ võng tấm tăng đến một điều kiện nào đó của vận tốc khối lượng sẽ 

có xu hướng gây mất ổn định đối với tấm do chuyển vị tăng đột biến hoặc 

tấm bị phá huỷ do ứng suất vượt quá ứng suất cho phép của vật liệu. 

3.2.2.4. Ảnh hưởng của gia tốc khối lượng di chuyển: 

 Khảo sát bài toán với quỹ đạo khối lượng di chuyển như đã nêu ở trên, 

với vận tốc của khối lượng biến thiên theo quy luật bậc nhất: v = v0 + at, 
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trong đó v0 = 10m/s và gia tốc a = - [0,0; 2,5; 5,0; 7,5; 10,0]m/s2. Kết quả 

đáp ứng độ võng giữa tấm theo thời gian thể hiện như trên đồ thị hình 3.17. 

 
Hình 3.17. Biến thiên độ võng W tại A theo thời gian với các gia tốc khác nhau 

Bảng 3.5 thể hiện sự thay đổi giá trị lớn nhất của độ võng tương ứng với 

các giá trị gia tốc di chuyển của khối lượng khác nhau. 

Bảng 3.5. Giá trị lớn nhất của độ võng tấm ứng với các giá trị gia tốc khác nhau 

a [m/s2] 0 -2,5 -5,0 -7,5 -10,0 

maxW [cm] 0,837 1,740 3,031 4,391 6,076 

 Nhận xét: Ảnh hưởng của gia tốc khối lượng chuyển động đến đáp 

ứng động lực học của tấm có vết nứt là đáng kể. Với trường hợp cụ thể đã 

xét (tương ứng chuyển động chậm dần đều): Giá trị gia tốc càng lớn, 

đường đáp ứng độ võng - thời gian của tấm càng “gồ ghề”, phức tạp và độ 

“giật” của đường cong càng nhiều. Điều này cho thấy sự nguy hiểm đối 

với tấm khi thay đổi vận tốc di chuyển của khối lượng trên nó vì mất ổn 
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định hoặc phá hủy bền đối với tấm có thể xảy ra. Đồng thời hiện tượng 

trên cho phép cảnh báo đối với kết cấu dạng tấm chịu tải trọng di động là 

cần hạn chế thấp nhất việc tăng, giảm đột ngột vận tốc của phương tiện 

khi di chuyển trên kết cấu. 

3.2.2.5. Ảnh hưởng của liên kết: 

 Xét bài toán như đã nêu ở trên, tương ứng với 3 trường hợp liên kết 

của tấm:  

Trường hợp 1: Tấm liên kết gối tựa dọc 2 cạnh ngắn, 2 cạnh dài tự do 

(SSFF); 

Trường hợp 2: Tấm liên kết gối tựa đơn 4 cạnh (SSSS). 

Trường hợp 3: Tấm liên kết ngàm 2 cạnh ngắn, gối tựa đơn 2 cạnh 

dài (CCSS). 

Kết quả đáp ứng độ võng, gia tốc và ứng suất tại các điểm tính cho 3 

trường hợp trên thể hiện như trong các đồ thị hình 3.18, 3.19, 3.20 và 3.21. 

 
Hình 3.18. Đáp ứng độ võng W tại điểm A theo thời gian  

(Với các trường hợp liên kết khác nhau) 
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Hình 3.19. Đáp ứng gia tốc W tại điểm A theo thời gian  

(Với các trường hợp liên kết khác nhau) 

 
Hình 3.20. Đáp ứng ứng suất y tại điểm A theo thời gian  

(Với các trường hợp liên kết khác nhau) 
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Hình 3.21. Đáp ứng ứng suất x tại điểm B theo thời gian 

(Với các trường hợp liên kết khác nhau) 

Bảng 3.6. Các giá trị lớn nhất của độ võng, gia tốc và ứng suất 

       Đại lượng 

Liên kết maxW [cm]  maxW  [m/s2] A
max [N/m2] B

max [N/m2] 

SSFF (1) 0,8370 15,2923 4,237107 12,240107 

SSSS (2) 0,7420 17,7385 4,921107 14,666107 

CCSS (3) 0,5620 21,1032 5,769107 17,046107 

Chênh 
lệch [%] 

(1) - (2) 11,35 15,89 16,14 19,82 

(1) - (3) 32,86 37,88 36,16 39,27 

 Nhận xét: Với 3 trường hợp liên kết đã xét, ta thấy sự thay đổi về 

chuyển vị, vận tốc, gia tốc và ứng suất tại các điểm tính của tấm phù hợp 

quy luật cơ học cho mỗi trường hợp cả về mặt định tính và định lượng, điều 

này một lần nữa cho thấy chương trình tính do tác giả lập trong chương 2 sử 

dụng để tính toán là có cơ sở tin cậy.  
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3.2.2.6. Ảnh hưởng của chiều dày tấm: 

 Khảo sát bài toán với chiều dày h của tấm biến thiên từ 0,005m đến 

0,03m. Kết quả biến thiên các giá trị lớn nhất về chuyển vị, vận tốc, gia tốc 

và ứng suất tại điểm tính thuộc tấm thể hiện như trong bảng 3.7 và đồ thị các 

hình 3.22, 3.23, 3.24 và 3.25 

Bảng 3.7. Biến thiên các đại lượng lớn nhất của chuyển vị, gia tốc 
và ứng suất theo chiều dày tấm 

h[m] 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,03 

maxW [cm] 4,751 2,674 1,579 1,072 0,8370 0,758 

max
W [m/s2] 3,861 8,413 11,509 13,895 15,292 16,272 

A
max .107 

[N/m2] 
9,508 6,893 5,406 4,664 4,237 4,116 

B
max .107 

[N/m2] 
28,31 21,16 16,83 13,87 12,240 11,42 

 
Hình 3.22. Quan hệ maxW tại điểm A và chiều dày của tấm 
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Hình 3.23. Quan hệ maxW tại điểm A và chiều dày của tấm 

 
Hình 3.24. Quan hệ max

y , max
x tại điểm A, B và chiều dày của tấm 
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Hình 3.25. Đáp ứng độ võng tại điểm A theo thời gian với các chiều dày khác 

nhau (h = [0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,025; 0,030]m) 

Nhận xét: Trường hợp tấm có vết nứt chịu khối lượng di động, các 

đại lượng lớn nhất, như: độ võng, vận tốc, gia tốc và ứng suất tại các điểm 

tính thuộc tấm không tỷ lệ với chiều dày như tấm không có vết nứt. Cụ thể 

với trường hợp tính toán ở trên cho thấy khi chiều dày tấm tăng từ 0,005m 

đến 0,03m thì cả chuyển vị, ứng suất và gia tốc đều thay đổi lớn (chuyển vị 

và ứng suất giảm: 6,26 lần - chuyển vị, 2,31 lần - ứng suất tại A và 2,48 lần 

- ứng suất tại B; gia tốc tăng: 4,21 lần). Trong đó, các giá trị trên thay đổi 

(tăng, giảm) nhanh khi chiều dày tấm thay đổi từ 0,005m đến 0,02m, sau 

đó tốc độ thay đổi chậm hơn. 

3.3. Tấm có vết nứt chịu tác dụng của hệ dao động di động 

 Xét bài toán với các thông số kết cấu, vật liệu và liên kết mô tả như 

mục 3.2.1, trong đó tải trọng di động tác dụng lên tấm là hệ dao động 1 bậc 

tự do như trên hình 2.7 (ký hiệu MO), với: m1 = 300kg, m2 = 200kg, k = 

1,5105N/m, c = 4,5103Ns/m. Hệ dao động di chuyển với vận tốc v = 10 
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m/s. Kết quả tính được so sánh với trường hợp khối lượng m = m1 + m2 = 

500kg (ký hiệu MM) di chuyển cùng vận tốc trên tấm. Đáp ứng độ võng 

giữa tấm (điểm A) và tóm tắt các giá trị lớn nhất về độ võng, gia tốc và ứng 

suất tại các điểm tính thuộc tấm như trên hình 3.26, 3.27, 3.28 và bảng 3.8. 

Bảng 3.8. Các giá trị độ võng, gia tốc và ứng suất lớn nhất tại A và B 
(Hệ dao động và khối lượng di động tác dụng) 

Đại lượng 

Trường hợp 
maxW [cm] maxW [m/s2] A

max  [N/m2] B
max [N/m2] 

MO 0,755 13,217 3,641107 10,536107 
MM 0,837 15,292 4,237107 12,240107 

Sai khác [%] 10,86 15,70 16,37 16,17 

 

Hình 3.26. Đáp ứng độ võng tại điểm A theo thời gian 
(Hệ dao động và khối lượng di động tác dụng) 
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Hình 3.27. Đáp ứng gia tốc tại điểm A theo thời gian 

(Hệ dao động và khối lượng di động tác dụng) 

 
Hình 3.28. Đáp ứng ứng suất y tại A và x tại B theo thời gian 

(Hệ dao động và khối lượng di động tác dụng) 
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3.3.1. Ảnh hưởng của số lượng vết nứt 

 Tính toán với trường hợp tấm có 1 vết nứt, 2 vết nứt và 3 vết nứt, 

trong đó các vết nứt giống nhau và có vị trí như mô tả tại mục 3.2.2.1 nêu 

trên. Kết quả đáp ứng của các đại lượng độ võng, gia tốc và ứng suất tại 

các điểm tính thuộc tấm thể hiện như trong bảng 3.9 và đồ thị hình 3.29, 

3.30 và 3.31. 

Bảng 3.9. Các giá trị độ võng, gia tốc và ứng suất tại A và B 

Đại lượng 

Trường hợp 
maxW [cm] maxW [m/s2] A

max  [N/m2] B
max [N/m2] 

1 vết nứt 0,755 13,217 3,641107 10,536107 

2 vết nứt 0,768 33,814 5,480107 10,177107 

3 vết nứt 0,795 33,821 5,504107 10,265107 

 
Hình 3.29. Đáp ứng độ võng tại điểm A theo thời gian 

(Với các trường hợp số lượng vết nứt khác nhau) 
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Hình 3.30. Đáp ứng gia tốc tại điểm A theo thời gian 

(Với các trường hợp số lượng vết nứt khác nhau) 

 

Hình 3.31. Đáp ứng ứng suất x tại B theo thời gian 

(Với các trường hợp số lượng vết nứt khác nhau) 
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 Nhận xét: Khi số lượng vết nứt tăng với quy luật như trên, đáp ứng độ 

võng, gia tốc và ứng suất tại các điểm tính đều tăng, điều này cho thấy vết 

nứt làm giảm yếu khả năng chịu lực của kết cấu và khẳng định chương 

trình tính do tác giả lập trong chương 2 sử dụng để tính toán là có cơ sở 

đáng tin cậy. 

3.3.2. Ảnh hưởng độ cứng lò xo của hệ dao động 

 Giải bài toán với độ cứng k của lò xo của hệ dao động di động biến 

thiên từ 1,0105N/m đến 9,0105N/m, kết quả đáp ứng của độ võng, ứng 

suất tại các điểm tính thuộc tấm theo thời gian và các giá trị lớn nhất tương 

ứng với các giá trị độ cứng k khác nhau thể hiện như trên đồ thị các hình 

3.32, 3.33, 3.34, 3.35, 3.36 và bảng 3.10. 

 

Hình 3.32. Đáp ứng độ võng tại điểm A theo thời gian 

(Với các trường hợp độ cứng lò xo khác nhau) 
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Hình 3.33. Đáp ứng ứng suất x tại B theo thời gian 

(Với các trường hợp độ cứng lò xo khác nhau) 

 

Hình 3.34. Quan hệ độ võng lớn nhất Wmax tại điểm A và độ cứng lò xo 
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Hình 3.35. Quan hệ gia tốc lớn nhất maxW tại điểm A và độ cứng lò xo 

 

Hình 3.36. Quan hệ ứng suất lớn nhất tại A, B và độ cứng lò xo 
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Bảng 3.10. Biến thiên các giá trị lớn nhất theo độ cứng lò xo 

Đại lượng 

k105[N/m] 
maxW [cm] maxW [m/s2] A

max  [N/m2] B
max [N/m2] 

1,0 0,081 8,942 0,813107   0,842107 

1,5 1,012 13,217 1,364107 10,536107 

2,0 1,075 19,415 2,285107 11,284107 

2,5 1,078 23,073 3,150107 11,553107 

3,5 1,033 21,224 4,036107 11,363107 

6,0 0,905 17,740 2,380107 11,213107 

9,0 0,783 12,360 1,554107 8,693107 

 Nhận xét: Độ cứng lò xo của hệ dao động di động có ảnh hưởng đáng 

kể đến đáp ứng động lực học của tấm, với bài toán khảo sát cho thấy khi độ 

cứng lò xo tăng, đáp ứng độ võng của tấm biến thiên không theo quy luật 

tăng hay giảm một cách đơn thuần, trong vùng biến thiên của độ cứng lò xo 

như trên ta thấy khi k = 1,5105N/m và k = 2,5105N/m thì đáp ứng độ võng 

có xu hướng tăng theo thời gian, còn các giá trị khác thì đáp ứng này giảm. 

Bên cạnh đó, các giá trí lớn nhất về độ võng, gia tốc và ứng suất tại các điểm 

tính biến thiên tăng ứng với k  [1,0 - 2,5]105N/m và giảm ứng với k  [2,5- 

9,0]105N/m. Sở dĩ có hiện tượng trên, theo tác giả là khi thay đổi độ cứng lò 

xo đã làm cho tần số dao động của hệ dao động thay đổi, cùng với tần số dao 

động của tấm sẽ ảnh hưởng đến dao động chung của hệ. 

3.3.3. Ảnh hưởng vận tốc của hệ dao động 

 Tính toán với trường hợp vận tốc di chuyển của hệ dao động thay đổi từ 

6m/s đến 14m/s, kết quả đáp ứng độ võng và ứng suất tại điểm A thuộc tấm 

theo thời gian và sự thay đổi các giá trị lớn nhất của độ võng, gia tốc và ứng 

suất tại các điểm tính được thể hiện như trên hình 3.37, 3.38 và bảng 3.11. 
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Hình 3.37. Đáp ứng độ võng tại điểm A theo thời gian 

(Với các trường hợp vận tốc di chuyển của hệ dao động khác nhau) 

 
Hình 3.38. Đáp ứng ứng suất y tại A theo thời gian 

(Với các trường hợp vận tốc di chuyển của hệ dao động khác nhau)  
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Bảng 3.11. Biến thiên các giá trị lớn nhất theo vận tốc 

Đại lượng 

v [m/s] 
maxW [cm] maxW [m/s2] A

max  [N/m2] B
max [N/m2] 

6 1,211 15,429 4,352107 16,323107 

8 1,210 13,816 2,931107 13,124107 

10 1,012 13,217 1,364107 10,536107 

12 0,724 10,201 0,970107 7,718107 

14 0,537 11,897 1,137107 6,048107 

 Nhận xét: Khi tốc độ di chuyển của hệ dao động tác dụng lên tấm 

tăng từ 6m/s đến 14m/s, độ võng và ứng suất tại các điểm tính của tấm 

giảm, điểm đột biến xuất hiện xung quanh thời điểm hệ dao động đi qua vết 

nứt, nhưng quy luật không rõ ràng. Sở dĩ có hiện tượng này, theo tác giả là 

do có sự ảnh hưởng giữa tần số dao động riêng của hệ dao động và tần số 

dao động của tấm gây ra, đây chính là điểm ứng xử cơ học khác nhau của 

tấm khi chịu tác dụng của hệ dao động và khối lượng di động đối với cả 

tấm có vết nứt và không có vết nứt. 

3.3.4. Ảnh hưởng của phương vết nứt 

 Xét các trường hợp phương của vết nứt lệch với trục x một góc , bằng 

việc sử dụng phần tử tứ giác để mô phỏng PTHH đối với tấm, kết quả đáp 

ứng độ võng, gia tốc và ứng suất tại các điểm tính thể hiện như trên các hình 

3.39, 3.40 và 3.41.  
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Hình 3.39. Đáp ứng độ võng tại điểm A theo thời gian ( = 00, 300, 600, 900) 

 
Hình 3.40. Đáp ứng gia tốc tại điểm A theo thời gian ( = 00, 300, 600, 900) 
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Hình 3.41. Đáp ứng ứng suất x tại B theo thời gian  

( = 00, 300, 600, 900) 

 Nhận xét: Với bài toán đang xét, khi góc lệch của phương vết nứt so 

với trục x tăng lên thì độ võng, gia tốc và ứng suất tại các điểm tính đều 

tăng, trong đó độ võng và gia tốc tăng nhẹ, song ứng suất tại đầu vết nứt 

tăng mạnh. Cụ thể khi phương vết nứt càng gần trùng với phương cạnh 

ngắn tấm ( = 900 ) thì sẽ bất lợi về độ bền, độ ổn định cho tấm.  

3.4. Kết luận chương 3 

Một số kết quả chính trong chương này: 

- Giải các lớp bài toán khác nhau, xem xét ứng xử của tấm có vết nứt 

chịu tác dụng của 2 mô hình tải trọng thường gặp trong thực tế: mô hình 

khối lượng di động và hệ dao động di động, trong đó các thông số: kết cấu, 

tải trọng, liên kết, tính chất vết nứt thay đổi, đồng thời so sánh giữa tấm có 

vết nứt và không có vết nứt. Các kết quả, nhận xét định lượng là cơ sở cho 
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việc lựa chọn các thông số tính toán, thiết kế mới hoặc gia cường các kết 

cấu tấm không có vết nứt và có vết nứt nhằm định hướng ứng dụng trong 

thực tế, như: bản mặt cầu, tấm lát mặt đường, dải vệt chống lầy, tấm ghi 

sân bay, cầu treo hoặc cầu dây văng có khẩu độ bé, vv. 

- Từ kết quả khảo sát số cho thấy: Mô hình tải trọng di động có ảnh 

hưởng đáng kể đến đáp ứng động lực học của tấm, cụ thể với mô hình hệ 

dao động di động cho thấy các đường đáp ứng (độ võng, gia tốc, ứng suất) 

phức tạp, gồ ghề hơn trường hợp khối lượng di động tác dụng. Khi tấm có 

vết nứt, thường xuất hiện “mũi nhọn” trên các đồ thị đáp ứng độ võng, gia 

tốc, ứng suất, trong đó rõ rệt nhất là đường đáp ứng ứng suất theo thời gian 

của điểm đầu vết nứt. Với kết quả tính toán cho 2 mô hình tải trọng, có thể 

khẳng định tấm dễ mất ổn định khi chịu tác dụng của hệ dao động di động 

hơn là chịu tác dụng của khối lượng di động do độ võng dễ thay đổi đột ngột 

hoặc tăng theo thời gian, điều này cũng phù hợp với các nhận xét trước đây 

khi nghiên cứu đối với tấm không có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di 

động. Phương của vết nứt ảnh hưởng lớn đến độ võng, gia tốc và ứng suất 

của tấm, cụ thể: khi phương của vết nứt thay đổi theo xu hướng càng gần 

trùng với phương cạnh ngắn của tấm chữ nhật thì các giá trị trên đều tăng, 

trong đó sai khác lớn nhất là 19,3% - độ võng và 4,3 lần - ứng suất tại đầu 

vết nứt khi phương vết nứt trùng với phương cạnh ngắn tấm. Vì vậy, theo 

tác giả đây là vấn đề cần được chú ý trong kỹ thuật thiết kế, thi công, gia 

cường hoặc cảnh báo đối với các kết cấu tấm có vết nứt trong thực tiễn. 

- Việc khảo sát ảnh hưởng của vị trí, kích thước vết nứt, liên kết, chiều 

dày tấm đều cho kết quả phù hợp với quy luật cơ học và vật lý, điều này 

một lần nữa cho thấy chương trình CRACKED_PLATE_MOVING_2019 do 

tác giả đã lập có cơ sở tin cậy. 
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CHƯƠNG 4 
XÁC ĐỊNH PHẢN ỨNG ĐỘNG CỦA TẤM CÓ VẾT NỨT 

CHỊU TÁC DỤNG CỦA KHỐI LƯỢNG DI ĐỘNG 
BẰNG THỰC NGHIỆM 

 
4.1. Mục đích thí nghiệm 

Trong chương 2 và 3 của luận án tác giả đã trình bày thuật toán PTHH, 

chương trình tính và kết quả khảo sát số cho bài toán đáp ứng động lực học 

của tấm có và không có vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động, trong đó 

mô hình tải trọng là khối lượng và hệ dao động di động đã được xem xét. Để 

có cơ sở đánh giá mức độ phù hợp của mô hình lý thuyết và chương trình 

tính đã lập, cũng như góp phần làm phong phú thêm kết quả nghiên cứu thực 

nghiệm, trong chương này tác giả trình bày mô hình, kết quả nghiên cứu 

thực nghiệm xác định đáp ứng động của tấm không có vết nứt và có các vết 

nứt chịu tác dụng của khối lượng di động. Mục đích cụ thể của chương này 

gồm: 

- Bằng thực nghiệm xác định đáp ứng động của tấm chữ nhật thông 

qua các đặc trưng gia tốc, biến dạng cho các trường hợp: tấm không có vết 

nứt, có 1 vết nứt và có 3 vết nứt, với liên kết ngàm 2 cạnh ngắn, chịu tác 

dụng của khối lượng di động chính giữa, dọc theo chiều dài của tấm. 

- Góp phần kiểm tra, đánh giá mức độ phù hợp của mô hình lý thuyết 

và chương trình tính CRACKED_PLATE_MOVING_2019 (CPM_2019) đã 

lập trong chương 2.  

Thí nghiệm được tiến hành tại Phòng thí nghiệm Cơ học máy, cơ học - 

Học viện Kỹ thuật Quân sự, với các thiết bị đo chuyên dụng.  

4.2. Mô hình và thiết bị thí nghiệm 

4.2.1. Mô hình thí nghiệm 

Mô hình thí nghiệm là tấm chữ nhật làm bằng thép. Tấm được ngàm 

dọc theo 2 cạnh ngắn trên khung thép định hình L20 với hệ bulông vít chặt. 
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So với tấm thí nghiệm thì độ cứng của khung lớn hơn rất nhiều cho nên 

điều kiện ngàm có thể được xem là đảm bảo (Hình 4.1).           

 
Hình 4.1. Sơ đồ kết cấu tấm - khung dùng cho thí nghiệm 

Thí nghiệm đo đáp ứng biến dạng, gia tốc trong 3 trường hợp: tấm 

không có vết nứt, có 1 vết nứt chính giữa, 3 vết nứt chia đều chiều dài tấm, 

trong đó các vết nứt thủng tấm, có kích thước như nhau 2ac = 0,1m và song 

song với cạnh ngắn của tấm (Hình 4.2). 

 

a, Tấm có 1 vết nứt 
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b, Tấm có 3 vết nứt 
Hình 4.2. Mô hình tấm với các trường hợp vết nứt và vị trí đo thí nghiệm 

 

 

Hình 4.3. Mẫu thí nghiệm 
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4.2.2. Thiết bị thí nghiệm 

4.2.2.1. Các thiết bị tạo tải: 

Khối lượng di động hình trụ, di chuyển dọc chiều dài tấm theo 

đường thẳng chính giữa tấm. Vận tốc di chuyển của khối lượng được tạo 

ra bằng hệ dây - ròng rọc - mô tơ điều chỉnh tốc độ vô cấp. Trong đó mô 

tơ dùng trong thí nghiệm là loại WUMA, thông số kỹ thuật: 

- Công suất 0,18 - 7,5 kW; 

- Phạm vi điều chỉnh tốc độ: 200 - 1000 vòng/phút; 

- Điện áp sử dụng: 220V. 

Máy kéo, nén vạn năng MTS-810 Landmark và cân điện tử BC-Ohaus 

(Mỹ) được sử dụng để xác định các tính chất cơ lý của tấm dùng trong thí 

nghiệm. Đây là các loại máy thí nghiệm sản xuất từ năm 2010. Máy MTS-

810 Landmark là hệ thống sinh lực vạn năng hiện đại, máy hoạt động theo 

nguyên lý kết hợp điện tử - thủy lực, có khả năng thực hiện các thí nghiệm: 

kéo, nén uốn, cắt và thử nghiệm từ biến dưới tác dụng của tải tĩnh và động, 

trong điều kiện nhiệt độ thường hoặc nhiệt độ cao lên đến 12000C. Tải 

trọng lớn nhất máy có thể đạt được là 500kN. Quá trình thí nghiệm, đáp 

ứng biến dạng theo tải trọng được ghi lại thông qua các đầu đo biến dạng 

(extensometer) kiểu cơ học - điện và bộ xử lý tín hiệu được tích hợp vào 

máy. Các thông số kỹ thuật của hệ thống sinh lực MTS-810 Landmark cụ thể 

như sau: 

- Tải trọng lớn nhất: 500kN; 

- Khoảng cách tối đa giữa 2 đầu kẹp mẫu: 2108mm; 

- Độ rộng giữa 2 cột: 762mm; 

- Nhiệt độ thử nghiệm lớn nhất: 12000C; 

- Kiểu sinh tải: tĩnh và động; 
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- Tần số dao động dọc lớn nhất khi tạo tải trọng động: 12Hz. 

- Chuẩn đo của extensometer: 10mm, 20mm, 50mm. 

Sau khi thí nghiệm, xác định được tính chất cơ lý của tấm: mô đun 

đàn hồi E = 2,08.1011N/m2, hệ số Poát-xông  = 0,3, khối lượng riêng  = 

7810kg/m3. 

4.2.2.2. Cảm biến gia tốc và cảm biến biến dạng: 

Cảm biến gia tốc dùng trong thí nghiệm là loại PCB (Hình 4.4a), có 

các thông số kỹ thuật như sau: 

Đường kính 10mm, trọng lượng: 8 gram, độ nhạy: 10mV/g, dải tần số 

đo: 1,0Hz  20kHz, dải động học:  250g, độ phân dải: 40g Hz , tần số 

cộng hưởng: > 35kHz, độ tuyến tính: 0.1%, dải nhiệt độ hoạt động: -400C 

đến +800C, pick lớn nhất: 1000g (g - gia tốc trọng trường), phương pháp 

định vị: Bằng keo dán. 

Cảm biến dùng trong thí nghiệm để đo biến dạng là loại HBM của 

hãng Kyowa Nhật Bản, có chuẩn đo 2mm (Hình 4.4b). 

                                                                        
        a, Cảm biến gia tốc PCB                          b, Cảm biến biến dạng HBM 

Hình 4.4. Cảm biến gia tốc, cảm biến biến dạng 

4.2.2.3. Thiết bị đo dao động: 

Thiết bị đo dao động dùng trong thí nghiệm là hệ thống đo rung, ồn, 

biến dạng, do hãng LMS (Bỉ) sản xuất (Hình 4.5). Máy có cấu trúc mở theo 

chuẩn công nghiệp. Trên máy có 16 khe cắm tương đương với 16 kênh đo 

đồng thời. Theo đó, để đo một đại lượng cơ học nào đó, như: chuyển vị, gia 

tốc, lực, ... cần có một mô đun đo tương ứng cắm vào một trong 16 khe 
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này. Bằng việc tổ hợp các mô đun cần thiết cho mỗi lần đo khiến việc đo 

lường trong các thí nghiệm trở nên đơn giản và linh hoạt hơn các mô đun 

đơn. 

 
Hình 4.5. Hệ thống đo rung, ồn, biến dạng LMS 

Các thông số kỹ thuật cơ bản của máy đo dao  động đa năng LMS: 

- Số lượng kênh đo tối đa: 16 kênh, 

- Độ chính xác: 0,0025%, 

- Độ phân giải ADC: 24 bit, 

- Tần số lấy mẫu: 102,4 kHz, 

- Hiển thị tại chỗ, ghi số liệu thành file để xử lý tín hiệu số. 

4.3. Phương pháp xác định đáp ứng gia tốc, biến dạng của kết cấu 

Để xác định đáp ứng gia tốc dao động tại vị trí nào đó thuộc tấm trong 

quá trình chịu khối lượng di động ta gắn cảm biến gia tốc cố định tại điểm 

cần đo, trong đó phương trục cảm biến trùng với phương cần đo gia tốc. Cụ 

thể trong thí nghiệm của chương này, trục cảm biến gia tốc vuông góc với 

mặt trung bình tấm (Hình 4.6).   
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a) Gắn cảm biến gia tốc 

 

b) Gắn cảm biến điện trở 

Hình 4.6. Gắn cảm biến lên tấm 
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 Dưới tác dụng của tải trọng, tấm dao động làm đầu đo  của cảm biến 

gia tốc dao động theo đồng thời gây ra biến dạng cho cảm biến, chúng tạo 

ra tín hiệu và được truyền về máy tính để xử lý. Kết quả mỗi lần đo, ứng 

với một đầu đo có được bộ số liệu thể hiện đáp ứng gia tốc theo thời gian 

tại vị trí trên kết cấu mà tại đó gắn đầu đo gia tốc. Từ đáp ứng gia tốc - thời 

gian, với bộ xử lý deflection analysis được tích hợp trong máy tính, sau khi 

phân tích ta có được đáp ứng chuyển vị theo phương vuông góc với mặt 

trung bình tấm tại điểm đo theo thời gian.  

Để đo biến dạng tỷ đối tại một điểm theo phương cần đo, ta tiến hành 

dán cảm biến biến dạng tại vị trí đó sao cho phương của cảm biến trùng với 

phương cần xác định biến dạng. Để kết quả đo được chính xác, cảm biến 

phải đảm bảo bám dính tuyệt đối với bề mặt tấm. Điều này được tác giả 

thực hiện bằng việc làm sạch bề mặt tấm trước khi dán tấm điện trở bằng 

keo dán chuyên dụng. Dưới tác dụng của tải trọng, tấm bị biến dạng làm 

cho cảm biến biến dạng theo. Tín hiệu về đáp ứng biến dạng tại điểm đo 

được thu thập bởi phần mềm chuyên dụng của máy đo.  

Việc tính toán số để so sánh với kết quả thí nghiệm được tác giả thực 

hiện bởi chương trình tính CRACKED_PLATE_MOVING_2019, trong đó 

mô hình tính và tải trọng được mô phỏng như điều kiện các thí nghiệm. 

4.4. Phân tích và xử lý kết quả thí nghiệm  

 Bộ số liệu đo được các mô đun và phần mềm tương ứng trong hệ 

thống thiết bị đo động đa kênh lưu trữ cho mỗi lần thí nghiệm, đây là bộ số 

liệu “thô”, chưa được phân tích, xử lý thống kê. Các số liệu này cần phải 

được phân tích, xử lý theo lý thuyết thống kê để có được tính đại diện cho 

các chỉ tiêu thí nghiệm. Trình tự các bước xử lý số liệu thí nghiệm dùng 

trong thí nghiệm cụ thể như sau [2]: 



 

 

100 

 Giả sử, tại mỗi điểm cần xác định đáp ứng gia tốc theo thời gian, ta 

tiến hành thực hiện n lần đo, trong đó mỗi lần đo có được một cặp số liệu 

[Ni, ti], với i là số hiệu của bước thời gian trích mẫu thí nghiệm của máy 

đo. Các bước xử lý số liệu gồm: 

Bước 1. Xuất bộ số liệu đo của n lần đo từ máy tính. 

Bước 2. Xác định giá trị trung bình N  của từng đại lượng cần đo trên 

dãy số liệu (Ni)j, với j 1,n : 

 
n

i j
j 1

1
N N

n 
            (4.1) 

Bước 3. Tập hợp số liệu 
i i

N , t   , có được đáp ứng của số liệu đo sau 

khi xử lý thống kê theo thời gian. 

Bước 4. Vẽ đáp ứng theo thời gian và xác định giá trị lớn nhất 
max

N , 

nhỏ nhất 
min

N của bộ số liệu sau khi đã xử lý: 

  
max i

min i

N =max N

N =min N





         (4.2) 

Bước 5. Đánh giá, nhận xét kết quả. 

4.5. Thí nghiệm và kết quả thí nghiệm  

Thí nghiệm với tấm chữ nhật, bằng vật liệu thép, có kích thước hình 

học: chiều dài Lp = 1,5m, chiều rộng Wp = 0,6m, chiều dày h = 0,005m. 

Tấm có các vết nứt thủng, hở giống nhau, có chiều dài 2ac = 0,1m, được bố 

trí vuông góc với đường thẳng chính giữa tấm (Hình 4.2). Khối lượng m di 

chuyển với vận tốc v theo quỹ đạo thẳng y = Wp/2 dọc phương trục Ox. 

Thí nghiệm với các trường hợp: tấm không có vết nứt (TH1) và tấm có vết 

nứt, trong đó tấm có 01 vết nứt (TH2) và tấm có 03 vết nứt (TH3) được tác 

giả sử dụng để thí nghiệm. Vị trí đo được thể hiện như trên hình 4.2. Các 

thông số cụ thể của thí nghiệm: Khối lượng m = 6kg di chuyển với vận tốc 

quy đổi v = 0,5m/s. Hình 4.7 minh họa một số hình ảnh thí nghiệm. 
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Hình 4.7. Một số hình ảnh thí nghiệm 
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 Kết quả thí nghiệm sau khi phân tích có được đáp ứng độ võng theo 

thời gian tại điểm giữa tấm thể hiện như hình 4.8. 

 
Hình 4.8. Đáp ứng độ võng theo thời gian tại điểm giữa tấm 

Nhận xét: Số lượng vết nứt ảnh hưởng lớn đến cả hình dạng và độ lớn 

đường cong đáp ứng độ võng của tấm theo thời gian, cụ thể trong thí 

nghiệm trên: khi tấm có 3 vết nứt thì đồ thị đường cong đáp ứng độ võng 

theo thời gian có độ gồ ghề lớn hơn nhiều so với tấm không có vết nứt, 

đồng thời cường độ cũng lớn hơn khá nhiều (18% đối với tấm có 3 vết nứt 

và 7,5% đối với tấm có 1 vết nứt). 

Từ kết quả đáp ứng gia tốc theo thời gian, bằng phương pháp biến đổi 

Fourier nhanh (phân tích FFT) có được đáp ứng biên độ - tần số của tấm. 

Trên hình 4.9, 4.10 cho thấy kết quả phân tích biên độ - tần số của tấm tại 

điểm đo gia tốc theo thí nghiệm của các trường hợp tấm dùng trong thí 

nghiệm và kết quả tính toán lý thuyết bởi chương trình tính 

CRACKED_PLATE_MOVING_2019 đã lập ở chương 2. 
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Hình 4.9. Đáp ứng biên độ - tần số của tấm không có vết nứt 

 

Hình 4.10. Đáp ứng biên độ - tần số của tấm có 3 vết nứt 
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Bảng 4.1 là kết quả thí nghiệm và tính toán lý thuyết tần số riêng đầu 

tiên của các trường hợp tấm dùng trong thí nghiệm. 

Bảng 4.1. Tần số riêng đầu tiên của tấm 

Trường hợp của tấm 
Tần số riêng f1 [Hz] Sai khác 

[%] Lý thuyết Thực nghiệm 

Không có vết nứt (TH1) 12,25 12,75 3,92 

Có 1 vết nứt (TH2) 10,65 11,15 4,48 

Có 3 vết nứt (TH3) 9,25 10,05 7,96 

Nhận xét: Đồ thị đáp ứng biên độ - tần số của tấm trong các trường 

hợp cho kết quả thí nghiệm và tính toán lý thuyết là khá đồng dạng, trong 

đó sai số giữa 2 phương pháp đối với tần số dao động riêng đầu tiên dao 

động từ 3,92% đến 7,96%, điều này cùng với các phân tích trong chương 2 

và chương 3 cho thấy mô hình và chương trình tính đã thiết lập trong 

chương 2 của luận án là phù hợp và tin cậy. Đồng thời, kết quả tần số riêng 

thu được từ tính toán lý thuyết bé hơn tần số đo đạc thực nghiệm. Điều này 

có thể lý giải như sau: mô hình vết nứt thủng theo lý thuyết là lý tưởng, còn 

mô hình vết nứt thủng thực nghiệm được tạo ra bằng cưa lưỡi tròn nên có 

thể không thể là lý tưởng mà chỉ là gần đúng, do đó tần số vẫn cao hơn. 

Ngoài ra, biên độ chuyển vị đo được (Hình 4.9 và 4.10) trong thực nghiệm 

tại tần số đầu tiên lớn hơn biên độ dao động tính theo lý thuyết, sự sai khác 

này theo tác giả có thể là do ảnh hưởng của tiếp xúc tại các bu lông liên kết 

giữa tấm và khung (ngay lúc tải tác dụng có sự xê dịch, sau đó xê dịch này 

mới được khử hết trong quá trình chịu tải tiếp theo) hoặc hệ số cản tính 

toán lý thuyết chưa phù hợp với thực tế của mô hình thí nghiệm.  
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4.6. Kết luận chương 4 

Một số kết quả chính đạt được: 

- Góp phần nâng cao trình độ, năng lực cho tác giả luận án trong việc 

tổ chức, thực hiện thí nghiệm xác định các tính chất cơ lý của vật liệu và 

ứng xử cơ học của kết cấu tấm chịu tải trọng động nói chung và tải trọng di 

động nói riêng. 

- Có được bộ số liệu thí nghiệm làm cơ sở cho việc kiểm tra, đối 

chứng với kết quả tính toán lý thuyết bằng chương trình tính 

CRACKED_PLATE_MOVING_2019, cho phép đánh giá mức độ phù hợp 

của mô hình, thuật toán và độ tin cậy của chương trình tính đã lập. Ngoài 

ra, kết quả so sánh giữa tính toán lý thuyết và thực nghiệm cho phép 

khuyến cáo kỹ thuật trên cho tấm có vết nứt. 

- Bộ số liệu và kết quả thí nghiệm góp phần làm phong phú thêm cho 

lĩnh vực thực nghiệm xác định đáp ứng động lực học của tấm có hoặc 

không có vết nứt chịu tác dụng của khối lượng di động. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

1/ Những đóng góp mới của luận án: 

 1. Trên cơ sở các công bố liên quan đến vết nứt của tấm, đã phát 

triển và cụ thể hóa được các quan hệ ứng xử và các ma trận đối với phần 

tử tấm có vết nứt, chịu uốn cùng với việc xây dựng các ma trận bổ sung 

do khối lượng di động và hệ dao động di động gây ra, đã thiết lập các 

phương trình mô tả dao động của tấm có vết nứt chịu tác dụng của 2 mô 

hình tải trọng di động nêu trên, trong đó lý thuyết chuyển vị bậc nhất của 

tấm đã được sử dụng. 

 2. Thiết lập thuật toán PTHH và chương trình tính CRACKED_ 

PLATE_MOVING_2019 (CPM_2019) để giải phương trình vi phân có hệ 

số phụ thuộc thời gian, tính chất vết nứt… mô tả dao động của tấm có vết 

nứt chịu tác dụng của khối lượng di động và hệ dao động di động. Chương 

trình tính đã được kiểm chứng và cho thấy đảm bảo tin cậy.  

 3. Kết quả khảo sát số trên nhiều bài toán với các thông số kết cấu, vết 

nứt, tải trọng, điều kiện liên kết thay đổi, cho thấy ảnh hưởng của chúng 

đến đáp ứng động lực học của tấm có vết nứt chịu tải trọng di động. Trước 

hết, kết quả nghiên cứu cho thấy ảnh hưởng của vết nứt trong ứng xử cơ 

học của tấm là đáng kể, không thể bỏ qua, tiếp theo các nhận xét, đánh giá 

và khuyến cáo kỹ thuật với các kết quả khảo sát khác có ý nghĩa khoa học 

và thực tiễn trong lĩnh vực: giao thông vận tải, đảm bảo vượt sông, chống 

lầy cho xe cơ giới.  

 4. Bộ số liệu thực nghiệm trên mô hình với các trường hợp tấm thép 

không có vết nứt và có số lượng vết nứt khác nhau cho phép đánh giá đáp 

ứng động của tấm chịu tác dụng của khối lượng di động. Kết quả thực 

nghiệm đã góp phần kiểm tra và cho phép khẳng định sự phù hợp của mô 

hình, thuật toán và độ tin cậy của chương trình tình CPM_2019 do tác giả 

đã lập. Ngoài ra, kết quả thí nghiệm góp phần làm phong phú thêm trong 
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nghiên cứu thực nghiệm đối với kết cấu tấm có vết nứt và không có vết nứt 

chịu tác dụng của tải trọng di động. 

2/ Nhận xét và kiến nghị: 

 Từ các kết quả đạt được trong luận án, tác giả có một số nhận xét và 

kiến nghị sau: 

 1. Mô hình tải trọng di động có ảnh hưởng đáng kể đến đáp ứng động 

lực học của tấm, cụ thể với mô hình hệ dao động di động cho thấy các 

đường đáp ứng (độ võng, gia tốc, ứng suất) phức tạp, gồ ghề hơn trường 

hợp khối lượng di động tác dụng. Với tấm có vết nứt, thường xuất hiện 

“mũi nhọn” trên các đồ thị đáp ứng này, trong đó rõ rệt nhất là đường đáp 

ứng ứng suất theo thời gian của điểm đầu vết nứt. Với kết quả tính toán cho 

2 mô hình tải trọng, có thể khẳng định tấm dễ mất ổn định khi chịu tác 

dụng của hệ dao động di động hơn là chịu tác dụng của khối lượng di động 

do độ võng dễ thay đổi đột ngột hoặc tăng theo thời gian, điều này cũng 

phù hợp với các nhận xét trước đây khi nghiên cứu đối với tấm không có 

vết nứt chịu tác dụng của tải trọng di động. Phương của vết nứt ảnh hưởng 

lớn đến độ võng, gia tốc và ứng suất của tấm, cụ thể với bài toán khảo sát 

trong luận án: khi phương của vết nứt thay đổi theo xu hướng càng gần 

trùng với phương cạnh ngắn của tấm chữ nhật (trong khi tải trọng di 

chuyển dọc, song song với cạnh dài) thì các giá trị trên đều tăng, trong đó 

sai khác lớn nhất là 19,3% - độ võng và 4,3 lần - ứng suất tại đầu vết nứt. 

Vì vậy, theo tác giả đây là vấn đề cần được chú ý trong kỹ thuật thiết kế, 

thi công, gia cường hoặc cảnh báo với các kết cấu tấm có vết nứt trong 

thực tiễn. 

 2. Độ cứng lò xo của hệ dao động di động có ảnh hưởng đáng kể đến 

đáp ứng động lực học của tấm, với bài toán khảo sát cho thấy khi độ cứng 

lò xo tăng, đáp ứng độ võng của tấm biến thiên không theo quy luật tăng 

hay giảm một cách đơn thuần, trong vùng biến thiên của độ cứng lò xo như 
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trên ta thấy khi k = 1,5105N/m và k = 2,5105N/m thì đáp ứng độ võng có 

xu hướng tăng theo thời gian, còn các giá trị khác thì đáp ứng này giảm. 

Bên cạnh đó, các giá trị lớn nhất về độ võng, gia tốc và ứng suất tại các 

điểm tính biến thiên tăng ứng với k  [1,0 - 2,5]105N/m và giảm ứng với 

k  [2,5- 9,0]105N/m. Sở dĩ có hiện tượng trên, theo tác giả khi thay đổi 

độ cứng lò xo đã làm cho tần số dao động của hệ dao động thay đổi, cùng 

với tần số dao động của tấm sẽ ảnh hưởng đến dao động chung của hệ. 

 3. Kết quả tần số riêng thu được từ tính toán lý thuyết bé hơn thí 

nghiệm cho thấy tính toán lý thuyết kém an toàn theo điều kiện cứng hơn 

nhưng lại an toàn về bền hơn thí nghiệm. 

 4. Lĩnh vực nghiên cứu của luận án có thể phát triển tiếp theo các 

hướng sau: 

 - Phân tích động lực hệ liên hợp tấm - dây - cột chịu tác dụng đồng 

thời của tải trọng di động (đoàn tải trọng di động) và lực khí động, trong đó 

có kể đến ảnh hưởng của các vết nứt trên tấm. 

 - Mô hình hoá tương tác xe - mặt đường - nền đường, trong đó xe 

được mô hình bởi hệ dao động, mặt đường được mô hình hoá bởi tấm có 

hoặc không có vết nứt, nền là hữu hạn bởi các phần tử khối, đồng thời xét 

cả quá trình di chuyển của tải trọng. 

 - Nghiên cứu thực nghiệm đối với kết cấu tấm có vết nứt trên các loại 

liên kết khác nhau: liên kết tập trung hoặc tấm trên nền biến dạng chịu tác 

dụng của các phương tiện thực như xe bánh lốp, bánh xích di chuyển. 
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PHỤ LỤC 1. Một số biểu thức 

1. Sơ đồ bố trí hệ lực nút độc lập {F} trên phần tử: 

 

Hình 1.1 PL. Lực nút phần tử tấm chữ nhật chịu uốn 

 

Hình 1.2 PL. Lực tĩnh tương đương trong phần tử tấm chữ nhật chịu uốn 
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2. Đồ thị hàm kiểm tra 1 và 2: 

 

 
Hình 1.3 PL. Quan hệ hàm kiểm tra với kích thước phần tử [47] 
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3. Ma trận biến đổi [G]:  
 

 

2 2 3 2 2 3 3 3

2 2 3 2

2 2 2 3

2 2 3 2 2 3 3 3

2 2 3 2

2 2 2 3
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G
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PHỤ LỤC 2. Mã nguồn chương trình CPM_2019 

%------------------------- CRACKED_PLATE_ MOVING_2019.m---------------
--------- 
clear all; 
echo off; 
%----------------------------------------------------------- 
global  nNode ...   % So nut cua ket cau 
        nDof ...    % So bac tu do cua ket cau 
        nDof1 ... 
        nElem ...   % So phan tu 
        Coords ...  % Bang toa do nut 
        Dof ... % Bang danh so bac tu do cua nut (danh so lai 
bang cach toi uu bang nay) 
        Edof ...    % Bang danh so bac tu do cua phan tu 
        b2 ...      % Gia tri ban dau 
        nhist ...   % Cac bac tu do khao sat lay so lieu dau ra 
        nMode ...   % So dang dao dong rieng can phan tich 
%------------------------------------------------------------ 
% Cac bien trung gian 
%------------------------------------------------------------ 
function [Ne,Nex,Ney,Nexx,Neyy,Nexy]=platshape(ex,ey,x,y) 
%------------------------------------------------------------ 
a=ex(3)-ex(1); b=ey(3)-ey(1); 
N=[1 x y x^2 x*y y^2 x^3 x^2*y x*y^2 y^3 x^3*y x*y^3]; 
Nx=[0 1 0 2*x y 0 3*x^2 2*x*y y^2 0 3*x^2*y y^3]; 
Nxx=[0 0 0 2 0 0 6*x 2*y 0 0 6*x*y 0]; 
Nxy=[0 0 0 0 1 0 0 2*x 2*y 0 3*x^2 3*y^2]; 
Ny=[0 0 1 0 x 2*y 0 x^2 2*x*y 3*y^2 y 3*x*y^2]; 
Nyy=[0 0 0 0 0 2 0 0 2*x 6*y 1 6*x*y]; 
a2=a*a;a3=a2*a;b2=b*b;b3=b2*b;ab=a*b; 
% Ma tran C 
C=[ 1 -a -b a2 ab b2 -a3 -a2*b -a*b2 -b3 a3*b a*b3; 
    0  0 1 0 -a -2*b 0 a2 2*ab 3*b2 -a3 -3*a*b2; 
    0 -1 0 2*a b 0 -3*a2 -2*ab -b2 0 3*a2*b b3; 
    1 a -b a2 -ab b2 a3 -a2*b a*b2 -b3 -a3*b -a*b3; 
    0 0 1 0 a -2*b 0 a2 -2*ab 3*b2 a3 3*a*b2; 
    0 -1 0 -2*a b 0 -3*a2 2*ab -b2 0 3*a2*b b3; 
    1 a b a2 ab b2 a3 a2*b a*b2 b3 a3*b a*b3; 
    0  0 1 0 a 2*b 0 a2 2*ab 3*b2 a3 3*a*b2; 
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    0 -1 0 -2*a -b 0 -3*a2 -2*ab -b2 0 -3*a2*b -b3; 
    1 -a b a2 -ab b2 -a3 a2*b -a*b2 b3 -a3*b -a*b3; 
    0 0 1 0 -a 2*b 0 a2 -2*ab 3*b2 -a3 -3*a*b2; 
    0 -1 0 2*a -b 0 -3*a2 2*ab -b2 0 -3*a2*b -b3]; 
C1=inv(C); 
Ne=N*C1;Nex=Nx*C1;Ney=Ny*C1;Nexx=Nxx*C1;Neyy=Nyy*C1;Nexy=Nxy*C1; 
%--------------------------end------------------------------- 
global  E A rho nuy h ...    % Cac ma tran cung, khoi luong 
va can cua ket cau 
        Surf ...    % Index cua cac phan tu be mat tiep xuc 
voi tai trong di dong 
        l ... 
        Ex Ey ... 
        k m c ... 
        ep ... 
        i ... 
        Elem ...    % Index cua Node theo Phan tu 
        mP cP kP ... 
        hs g Qt Pt Kt Ct Mt Jx k1 k2 
%------------------------------------------------------------ 
% Cac ket qua tinh 
%------------------------------------------------------------ 
function []=datain(filename) 
%Doc so lieu ket cau tu file vao cac bien tong the 
khai_bao_chung; 
%------------------------------------------------------------ 
%Doc file so lieu nut 
%------------------------------------------------------------ 
%fid = fopen(cat(2,filename,'.dat'),'r'); 
fid = fopen(cat(2,filename,'.txt'),'r'); 
if fid<0 
    disp('Thieu file so lieu, chuong trinh khong the tiep 
tuc'); 
    beep; 
end; 
temp = fscanf(fid, '%d %d %d %f %f %f %f %f', 7); 
nElem = temp(1); 
nNode = temp(2); 
nDof = temp(3); 
E = temp(4); 
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nuy=temp(5); 
rho = temp(6); 
h = temp(7); 
% Mang Dof : Ma bac tu do cua cac nut 
for i=1:nNode 
    for j=1:3 
        Dof(i,j)=(i-1)*3+j; 
    end; 
end; 
% Ma bac tu do can ve do thi 
nh = fscanf(fid, '%d', 1); 
nhist = fscanf(fid, '%d', nh); 
nhist = nhist'; 
Coords = fscanf(fid, '%f', [2, nNode]); 
Coords = Coords'; 
Elem = fscanf(fid, '%d', [5, nElem]); 
Elem = Elem'; 
Edof = zeros(nElem,13); 
for i=1:nElem 
    Edof(i,1) = Elem(i,1); 
    Edof(i,2) = Dof(Elem(i,2),1); 
    Edof(i,3) = Dof(Elem(i,2),2); 
    Edof(i,4) = Dof(Elem(i,2),3); 
    Edof(i,5) = Dof(Elem(i,3),1); 
    Edof(i,6) = Dof(Elem(i,3),2); 
    Edof(i,7) = Dof(Elem(i,3),3); 
    Edof(i,8) = Dof(Elem(i,4),1); 
    Edof(i,9) = Dof(Elem(i,4),2); 
    Edof(i,10) = Dof(Elem(i,4),3); 
    Edof(i,11) = Dof(Elem(i,5),1); 
    Edof(i,12) = Dof(Elem(i,5),2); 
    Edof(i,13) = Dof(Elem(i,5),3); 
end 
nb = fscanf(fid,'%d', 1); 
b2 = fscanf(fid, '%d', [2, nb]); 
b2 = b2'; 
% Doc so lieu tai trong di dong 
temp = fscanf(fid, '%f', 1); 
mP = temp(1); 
fclose(fid); 
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function []=dataout(fname,dt,d0,varargin) 
global nhist; 
d0 = d0'; 
[n,m] = size(d0); 
fid = fopen(fname,'wt+'); 
for j=1:length(nhist) 
    fprintf(fid,'%s%d\t','d',nhist(j)); 
end 
fprintf(fid,'\n'); 
for i=1:n 
    fprintf(fid,'%e\t',(i-1)*dt); 
    for j=1:length(nhist) 
        fprintf(fid,'%e\t',d0(i,nhist(j))); 
    end 
    fprintf(fid,'\n'); 
end 
u = min(d0,[],1); 
fprintf(fid,'max value:\n') 
for i=1:length(nhist) 
    fprintf(fid,'d%d=%e\n',nhist(i),u(nhist(i))); 
end 
clear u; 
fclose(fid); 
function [K]=loxodanhoi(K) 
hesolx=12500*8; 
nutlx=[15 17 19 21 29 31 33 35 43 45 47 49]; 
s=size(nutlx); 
solx=s(2); 
for i=1:solx 
    nut=nutlx(i); 
    k=(nut-1)*3+1; 
    K(k,k)=K(k,k)+hesolx; 
end; 
function 
[t,Q,V,W]=MovMassModeFun(nDof,nMode,Omega2,Phi,Edof,Elem,Coor
ds,mP,nElem,Ex,Ey,C0) 
%------------------------------------------------------------ 
ag=9.81;beta=1/4;gama=1/2;hs=1; 
S=4; % Chieu ngang cua tam 
v=12; %m/s 
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vx=v;vy=10;wx=0;wy=0; 
T=S/v; % Tong thoi gian tichs phan 
nt=201; 
dt=T/(nt-1); 
t=(0:dt:T); 
f = zeros(nDof, nt);%f(13,1) = -10*sin(2*pi*1*t); 
d0 = zeros(nMode,nt); %started at death status 
v0 = zeros(nMode,nt);  
w0 = zeros(nMode,nt); 
for j1=1:nt-1 % Chu trinh theo buoc thoi gian 
        K=zeros(nDof);M=zeros(nDof); 
        %C=C0; 
        P0 = zeros(nDof,1); 
        t1 = t(j1); 
        xt=v*t1; 
        yt=1.75; 
        % Tim phan tu chua mass 
        imass=0;je=1; 
        while (imass==0) 
            x1=Ex(je,1); % Toa do X nut 1 cua phan tu je 
            x2=Ex(je,2); % Toa do X nut 2 cua phan tu je 
            y1=Ey(je,1); % Toa do Y nut 1 cua phan tu je 
            y3=Ey(je,3); % Toa do Y nut 3 cua phan tu je 
            if ((xt>=x1) & (xt<=x2) & (yt>=y1) & (yt<=y3) ) 
                imass=je; 
                x=xt-x1; 
                y=yt-y1; 
            end; 
            je=je+1; 
        end; 
% Cac ham dang phan tu tam chiu uon 
[Ne,Nex,Ney,Nexx,Neyy,Nexy]=platshape(Ex(imass,:),Ey(imass,:),x
,y); 
% Tap hop cac ma tran Mt,Kt,Ct,Pt do khoi luong di dong gay ra 
        Mp=hs*mP*Ne'*Ne; 
        Cp=hs*2*mP*Ne'*(vx*Nex+vy*Ney); 
Kp=hs*mP*Ne'*(vx^2*Nexx+vy^2*Neyy+2*vx*vy*Nexy+wx*Nex+wy*Ney); 
Pp=Ne'*(-mP*ag);%function Pt=mz.g.sin(a.t)attachonthemoving load 
        [Kt,Pt] = assem(Edof(imass,:),K,Kp,P0,Pp);    %assemble 
[Kt] & [Pt] at the same time 
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        Mt=assem(Edof(imass,:),M,Mp); 
        Ct=assem(Edof(imass,:),C0,Cp); 
% Tao he phuong trinh cap nMode 
        mI=eye(nMode,nMode);Om2=zeros(nMode); 
        for imode=1:nMode 
            Om2(imode,imode)=Omega2(imode); 
        end; 
        Ms=mI+Phi'*Mt*Phi; 
        Cs=Phi'*Ct*Phi; % Con thieu C cuar ket cau, vao sau  
        Ks=Om2+Phi'*Kt*Phi; 
        Ps=Phi'*Pt; 
        % Tich phan so bang Newmark 
        At=Ms+gama*dt*Cs+beta*(dt^2)*Ks; 
        w0(:,j1+1)=(At^-1)*(Ps-Cs*(v0(:,j1)+(1-
gama)*dt*w0(:,j1)) ...  
            -Ks*(d0(:,j1)+dt*v0(:,j1)+(0.5-
beta)*(dt^2)*w0(:,j1))); 
        v0(:,j1+1)=v0(:,j1)+(1-
gama)*dt*w0(:,j1)+gama*dt*w0(:,j1+1); 
        d0(:,j1+1)=d0(:,j1)+dt*v0(:,j1)+dt^2*(0.5-
beta)*w0(:,j1)+dt^2*beta*w0(:,j1+1); 
end %of for j1 
Q=Phi*d0;V=Phi*v0;W=Phi*w0; 
global K M C; %Cac ma tran cung, khoi luong va can cua ket cau 
datain2('TestMovMass');  % Tham so: ten tep du lieu dau vao 
K=zeros(nDof);  f=zeros(nDof,1); 
M=zeros(nDof); 
h=0.020; 
ep=[h];ep2=[h rho];qz=-rho*9.81; 
D=hooke(1,E,nuy); 
[Ex,Ey]=coordxtr(Edof,Coords,Dof,4); 
for i=1:nElem 
  [Ke,fe]=platre(Ex(i,:),Ey(i,:),ep,D,qz); 
  [K,f]=assem(Edof(i,:),K,Ke,f,fe); 
  Me=platrm(Ex(i,:),Ey(i,:),ep2); 
  M=assem(Edof(i,:),M,Me); 
end; 
[K]=loxodanhoi(K); % Goi ham mo ta cac lo xo dan hoi 
bc=b2;b = b2(:,1); 
%a=solveq(K,f,bc) 
figure(1);clf;eldraw2(Ex,Ey,[1,4,0],Edof(:,1)); 
hold off; echo off; 
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[La,Egv]=eigen(K,M,b); 
Freq=sqrt(La)/(2*pi); 
nMode=10; 
F0=f; 
% Tim ma tran tri nMode rieng bang pp Ritz 
[Omega2,Phi]=ritz(K,M,F0,nMode,b); 
C = 0.05*K + 0.0*M; 
[t,Q,V,W]=MovMassModeFun(nDof,nMode,Omega2,Phi,Edof,Elem,Coords
,mP,nElem,Ex,Ey,C); 
% ----- Plot time history for displacement:s ---------------- 
if length(nhist)>=2  
    figure(2), 
    set(0,'DefaultAxesColorOrder',[0 0 0],... 
      'DefaultAxesLineStyleOrder','-|--|:|-.'); 
    plot(t,Q(nhist(1),:),t,Q(nhist(2),:),'LineWidth',2); 
    grid, xlabel('t(s)'), ylabel('Z(m)'); 
    title('Do vong'); 
    legend('Nut 32 ','Nut 18',2); 
else 
    figure(2), plot(t,Q(nhist(1),:),'LineWidth',2); 
    grid, xlabel('t(s)'), ylabel('Z(m)'); 
    title('Do vong'); 
end     
%---------------------------- end --------------------------- 
Qmax=max(abs(Q(nhist(1),:))) 
echo off 
return 
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PHỤ LỤC 3. Kết quả đo thí nghiệm  
 

Lần 1 Lần 2 Lần 3 
t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 
23.64 0.00009 15.5 0.00008 46.2 0.00006 

23.6408 0.0001 15.5008 0.0001 46.2008 0.0001 
23.6416 0.0278 15.5016 0.0304 46.2016 0.029 
23.6424 -0.0043 15.5024 -0.0047 46.2024 -0.0045 
23.6432 0.0375 15.5032 0.041 46.2032 0.0392 
23.644 0.0003 15.504 0.0003 46.204 0.0003 

23.6448 0.0139 15.5048 0.0152 46.2048 0.0145 
23.6456 -0.0375 15.5056 -0.041 46.2056 -0.0392 
23.6464 0.0182 15.5064 0.0199 46.2064 0.019 
23.6472 0.0096 15.5072 0.0105 46.2072 0.01 
23.648 0.0182 15.508 0.0199 46.208 0.019 

23.6488 -0.0215 15.5088 -0.0235 46.2088 -0.0224 
23.6496 0.0278 15.5096 0.0304 46.2096 0.029 
23.6504 -0.0153 15.5104 -0.0167 46.2104 -0.016 
23.6512 0.0139 15.5112 0.0152 46.2112 0.0145 
23.652 -0.0174 15.512 -0.0191 46.212 -0.0182 

23.6528 0.0096 15.5128 0.0105 46.2128 0.01 
23.6536 -0.0283 15.5136 -0.031 46.2136 -0.0296 
23.6544 -0.0096 15.5144 -0.0105 46.2144 -0.01 
23.6552 -0.0043 15.5152 -0.0047 46.2152 -0.0045 
23.656 -0.0402 15.516 -0.0439 46.216 -0.0419 

23.6568 -0.0096 15.5168 -0.0105 46.2168 -0.01 
23.6576 -0.052 15.5176 -0.0569 46.2176 -0.0543 
23.6584 -0.0278 15.5184 -0.0304 46.2184 -0.029 
23.6592 -0.0681 15.5192 -0.0745 46.2192 -0.0711 

23.66 -0.0375 15.52 -0.041 46.22 -0.0392 
23.6608 -0.0841 15.5208 -0.0919 46.2208 -0.0877 
23.6616 -0.0643 15.5216 -0.0703 46.2216 -0.0671 
23.6624 -0.0793 15.5224 -0.0867 46.2224 -0.0827 
23.6632 -0.1157 15.5232 -0.1266 46.2232 -0.1208 
23.664 -0.075 15.524 -0.082 46.224 -0.0782 

23.6648 -0.1446 15.5248 -0.1582 46.2248 -0.1509 
23.6656 -0.2239 15.5256 -0.2449 46.2256 -0.2337 
23.6664 -0.1736 15.5264 -0.1898 46.2264 -0.1811 
23.6672 -0.2422 15.5272 -0.2648 46.2272 -0.2527 
23.668 -0.1629 15.528 -0.1781 46.228 -0.17 

23.6688 -0.1715 15.5288 -0.1875 46.2288 -0.179 
23.6696 -0.2497 15.5296 -0.2731 46.2296 -0.2606 
23.6704 -0.359 15.5304 -0.3925 46.2304 -0.3746 
23.6712 -0.2958 15.5312 -0.3234 46.2312 -0.3086 
23.672 -0.3183 15.532 -0.3481 46.232 -0.3322 

23.6728 -0.284 15.5328 -0.3106 46.2328 -0.2964 
23.6736 -0.3761 15.5336 -0.4113 46.2336 -0.3925 
23.6744 -0.4019 15.5344 -0.4395 46.2344 -0.4194 
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23.6752 -0.3537 15.5352 -0.3868 46.2352 -0.3691 
23.676 -0.4673 15.536 -0.511 46.236 -0.4876 

23.6768 -0.4715 15.5368 -0.5156 46.2368 -0.492 
23.6776 -0.5305 15.5376 -0.5801 46.2376 -0.5535 
23.6784 -0.4747 15.5384 -0.5191 46.2384 -0.4954 
23.6792 -0.4072 15.5392 -0.4453 46.2392 -0.4249 

23.68 -0.554 15.54 -0.6058 46.24 -0.5781 
23.6808 -0.6151 15.5408 -0.6727 46.2408 -0.6419 
23.6816 -0.5176 15.5416 -0.566 46.2416 -0.5402 
23.6824 -0.6708 15.5424 -0.7335 46.2424 -0.7 
23.6832 -0.7073 15.5432 -0.7734 46.2432 -0.738 
23.684 -0.6526 15.544 -0.7136 46.244 -0.681 

23.6848 -0.7223 15.5448 -0.7898 46.2448 -0.7537 
23.6856 -0.7127 15.5456 -0.7793 46.2456 -0.7437 
23.6864 -0.7544 15.5464 -0.8249 46.2464 -0.7872 
23.6872 -0.704 15.5472 -0.7699 46.2472 -0.7347 
23.688 -0.7823 15.548 -0.8555 46.248 -0.8164 

23.6888 -0.7459 15.5488 -0.8156 46.2488 -0.7783 
23.6896 -0.7876 15.5496 -0.8613 46.2496 -0.8219 
23.6904 -0.8112 15.5504 -0.8871 46.2504 -0.8465 
23.6912 -0.8252 15.5512 -0.9023 46.2512 -0.8611 
23.692 -0.7405 15.552 -0.8097 46.252 -0.7727 

23.6928 -0.7726 15.5528 -0.8449 46.2528 -0.8062 
23.6936 -0.8252 15.5536 -0.9023 46.2536 -0.8611 
23.6944 -0.8015 15.5544 -0.8765 46.2544 -0.8364 
23.6952 -0.674 15.5552 -0.7371 46.2552 -0.7034 
23.696 -0.689 15.556 -0.7535 46.256 -0.719 

23.6968 -0.5455 15.5568 -0.5965 46.2568 -0.5692 
23.6976 -0.5969 15.5576 -0.6527 46.2576 -0.6229 
23.6984 -0.5326 15.5584 -0.5824 46.2584 -0.5558 
23.6992 -0.5733 15.5592 -0.6269 46.2592 -0.5982 

23.7 -0.4651 15.56 -0.5086 46.26 -0.4853 
23.7008 -0.4844 15.5608 -0.5297 46.2608 -0.5055 
23.7016 -0.6612 15.5616 -0.723 46.2616 -0.69 
23.7024 -0.5498 15.5624 -0.6012 46.2624 -0.5737 
23.7032 -0.4662 15.5632 -0.5098 46.2632 -0.4865 
23.704 -0.3215 15.564 -0.3516 46.264 -0.3355 

23.7048 -0.2936 15.5648 -0.3211 46.2648 -0.3064 
23.7056 -0.4426 15.5656 -0.4839 46.2656 -0.4618 
23.7064 -0.2508 15.5664 -0.2742 46.2664 -0.2617 
23.7072 -0.2658 15.5672 -0.2906 46.2672 -0.2773 
23.708 -0.135 15.568 -0.1477 46.268 -0.1409 

23.7088 -0.1939 15.5688 -0.2121 46.2688 -0.2024 
23.7096 -0.2186 15.5696 -0.2391 46.2696 -0.2281 
23.7104 -0.0857 15.5704 -0.0938 46.2704 -0.0895 
23.7112 -0.1436 15.5712 -0.157 46.2712 -0.1498 
23.712 -0.1715 15.572 -0.1875 46.272 -0.179 

23.7128 -0.0643 15.5728 -0.0703 46.2728 -0.0671 
23.7136 -0.1033 15.5736 -0.1129 46.2736 -0.1078 
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23.7144 -0.0964 15.5744 -0.1054 46.2744 -0.1006 
23.7152 -0.0321 15.5752 -0.0351 46.2752 -0.0335 
23.716 -0.0764 15.576 -0.0836 46.276 -0.0798 

23.7168 -0.0375 15.5768 -0.041 46.2768 -0.0392 
23.7176 -0.0611 15.5776 -0.0668 46.2776 -0.0637 
23.7184 -0.0527 15.5784 -0.0577 46.2784 -0.055 
23.7192 -0.0932 15.5792 -0.1019 46.2792 -0.0973 

23.72 -0.0406 15.58 -0.0444 46.28 -0.0423 
23.7208 -0.0096 15.5808 -0.0105 46.2808 -0.01 
23.7216 -0.0319 15.5816 -0.0349 46.2816 -0.0333 
23.7224 -0.0043 15.5824 -0.0047 46.2824 -0.0045 
23.7232 -0.0232 15.5832 -0.0254 46.2832 -0.0242 
23.724 -0.0184 15.584 -0.0201 46.284 -0.0192 

23.7248 0.0043 15.5848 0.0047 46.2848 0.0045 
23.7256 -0.0321 15.5856 -0.0351 46.2856 -0.0335 
23.7264 0.0043 15.5864 0.0047 46.2864 0.0045 
23.7272 -0.0081 15.5872 -0.0089 46.2872 -0.0085 
23.728 -0.0075 15.588 -0.0080 46.288 -0.0084 

23.7288 -0.0067 15.5888 -0.0073 46.2888 -0.007 
23.7296 0.0139 15.5896 0.0152 46.2896 0.0145 
23.7304 -0.0215 15.5904 -0.0235 46.2904 -0.0224 
23.7312 -0.0041 15.5912 -0.0045 46.2912 -0.0043 
23.732 -0.0182 15.592 -0.0199 46.292 -0.019 

23.7328 0.0007 15.5928 0.0008 46.2928 0.0007 
23.7336 0.0139 15.5936 0.0152 46.2936 0.0145 
23.7344 -0.0011 15.5944 -0.0012 46.2944 -0.0011 
23.7352 -0.0043 15.5952 -0.0047 46.2952 -0.0045 
23.736 0.0019 15.596 0.002 46.296 0.0019 

Lần 4 Lần 5 Lần 6 
t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 
23.64 0.00007 15.5 0 46.2 0.00006 

23.6408 0.0001 15.5008 0.0001 46.2008 0.0001 
23.6416 0.0271 15.5016 0.0288 46.2016 0.0299 
23.6424 -0.0042 15.5024 -0.0045 46.2024 -0.0046 
23.6432 0.0366 15.5032 0.0389 46.2032 0.0403 
23.644 0.0003 15.504 0.0003 46.204 0.0003 

23.6448 0.0136 15.5048 0.0144 46.2048 0.0149 
23.6456 -0.0366 15.5056 -0.0389 46.2056 -0.0403 
23.6464 0.0178 15.5064 0.0189 46.2064 0.0196 
23.6472 0.0094 15.5072 0.01 46.2072 0.0103 
23.648 0.0178 15.508 0.0189 46.208 0.0196 

23.6488 -0.0209 15.5088 -0.0222 46.2088 -0.023 
23.6496 0.0271 15.5096 0.0288 46.2096 0.0299 
23.6504 -0.0149 15.5104 -0.0158 46.2104 -0.0164 
23.6512 0.0136 15.5112 0.0144 46.2112 0.0149 
23.652 -0.017 15.512 -0.0181 46.212 -0.0187 

23.6528 0.0094 15.5128 0.01 46.2128 0.0103 
23.6536 -0.0276 15.5136 -0.0294 46.2136 -0.0304 
23.6544 -0.0094 15.5144 -0.01 46.2144 -0.0103 
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23.6552 -0.0042 15.5152 -0.0045 46.2152 -0.0046 
23.656 -0.0392 15.516 -0.0416 46.216 -0.0431 

23.6568 -0.0094 15.5168 -0.01 46.2168 -0.0103 
23.6576 -0.0507 15.5176 -0.0539 46.2176 -0.0559 
23.6584 -0.0271 15.5184 -0.0288 46.2184 -0.0299 
23.6592 -0.0664 15.5192 -0.0706 46.2192 -0.0731 

23.66 -0.0366 15.52 -0.0389 46.22 -0.0403 
23.6608 -0.082 15.5208 -0.0871 46.2208 -0.0903 
23.6616 -0.0627 15.5216 -0.0666 46.2216 -0.069 
23.6624 -0.0773 15.5224 -0.0822 46.2224 -0.0851 
23.6632 -0.1128 15.5232 -0.1199 46.2232 -0.1242 
23.664 -0.0731 15.524 -0.0777 46.224 -0.0805 

23.6648 -0.141 15.5248 -0.1499 46.2248 -0.1553 
23.6656 -0.2183 15.5256 -0.2321 46.2256 -0.2404 
23.6664 -0.1692 15.5264 -0.1799 46.2264 -0.1863 
23.6672 -0.2361 15.5272 -0.251 46.2272 -0.26 
23.668 -0.1588 15.528 -0.1688 46.228 -0.1748 

23.6688 -0.1672 15.5288 -0.1777 46.2288 -0.1841 
23.6696 -0.2435 15.5296 -0.2588 46.2296 -0.2681 
23.6704 -0.35 15.5304 -0.372 46.2304 -0.3854 
23.6712 -0.2884 15.5312 -0.3065 46.2312 -0.3175 
23.672 -0.3103 15.532 -0.3299 46.232 -0.3417 

23.6728 -0.2769 15.5328 -0.2943 46.2328 -0.3049 
23.6736 -0.3667 15.5336 -0.3898 46.2336 -0.4038 
23.6744 -0.3919 15.5344 -0.4165 46.2344 -0.4314 
23.6752 -0.3448 15.5352 -0.3665 46.2352 -0.3797 
23.676 -0.4556 15.536 -0.4842 46.236 -0.5016 

23.6768 -0.4597 15.5368 -0.4886 46.2368 -0.5061 
23.6776 -0.5172 15.5376 -0.5498 46.2376 -0.5695 
23.6784 -0.4628 15.5384 -0.492 46.2384 -0.5096 
23.6792 -0.397 15.5392 -0.422 46.2392 -0.4371 

23.68 -0.5401 15.54 -0.5741 46.24 -0.5947 
23.6808 -0.5998 15.5408 -0.6375 46.2408 -0.6604 
23.6816 -0.5047 15.5416 -0.5365 46.2416 -0.5557 
23.6824 -0.654 15.5424 -0.6952 46.2424 -0.7201 
23.6832 -0.6896 15.5432 -0.733 46.2432 -0.7593 
23.684 -0.6363 15.544 -0.6763 46.244 -0.7005 

23.6848 -0.7042 15.5448 -0.7485 46.2448 -0.7753 
23.6856 -0.6948 15.5456 -0.7386 46.2456 -0.765 
23.6864 -0.7355 15.5464 -0.7818 46.2464 -0.8099 
23.6872 -0.6864 15.5472 -0.7296 46.2472 -0.7558 
23.688 -0.7628 15.548 -0.8108 46.248 -0.8398 

23.6888 -0.7272 15.5488 -0.773 46.2488 -0.8007 
23.6896 -0.7679 15.5496 -0.8163 46.2496 -0.8455 
23.6904 -0.791 15.5504 -0.8407 46.2504 -0.8709 
23.6912 -0.8045 15.5512 -0.8552 46.2512 -0.8858 
23.692 -0.722 15.552 -0.7674 46.252 -0.7949 

23.6928 -0.7533 15.5528 -0.8007 46.2528 -0.8294 
23.6936 -0.8045 15.5536 -0.8552 46.2536 -0.8858 



 138 

23.6944 -0.7815 15.5544 -0.8307 46.2544 -0.8605 
23.6952 -0.6572 15.5552 -0.6985 46.2552 -0.7236 
23.696 -0.6718 15.556 -0.7141 46.256 -0.7397 

23.6968 -0.5318 15.5568 -0.5653 46.2568 -0.5856 
23.6976 -0.582 15.5576 -0.6186 46.2576 -0.6408 
23.6984 -0.5193 15.5584 -0.552 46.2584 -0.5718 
23.6992 -0.559 15.5592 -0.5941 46.2592 -0.6154 

23.7 -0.4535 15.56 -0.482 46.26 -0.4993 
23.7008 -0.4723 15.5608 -0.502 46.2608 -0.52 
23.7016 -0.6447 15.5616 -0.6852 46.2616 -0.7098 
23.7024 -0.536 15.5624 -0.5698 46.2624 -0.5902 
23.7032 -0.4545 15.5632 -0.4831 46.2632 -0.5005 
23.704 -0.3135 15.564 -0.3332 46.264 -0.3452 

23.7048 -0.2863 15.5648 -0.3043 46.2648 -0.3152 
23.7056 -0.4315 15.5656 -0.4587 46.2656 -0.4751 
23.7064 -0.2445 15.5664 -0.2599 46.2664 -0.2692 
23.7072 -0.2591 15.5672 -0.2754 46.2672 -0.2853 
23.708 -0.1317 15.568 -0.14 46.268 -0.145 

23.7088 -0.1891 15.5688 -0.201 46.2688 -0.2082 
23.7096 -0.2132 15.5696 -0.2266 46.2696 -0.2347 
23.7104 -0.0836 15.5704 -0.0889 46.2704 -0.0921 
23.7112 -0.14 15.5712 -0.1488 46.2712 -0.1541 
23.712 -0.1672 15.572 -0.1777 46.272 -0.1841 

23.7128 -0.0627 15.5728 -0.0666 46.2728 -0.069 
23.7136 -0.1007 15.5736 -0.107 46.2736 -0.1109 
23.7144 -0.094 15.5744 -0.0999 46.2744 -0.1035 
23.7152 -0.0313 15.5752 -0.0333 46.2752 -0.0345 
23.716 -0.0745 15.576 -0.0792 46.276 -0.0821 

23.7168 -0.0366 15.5768 -0.0389 46.2768 -0.0403 
23.7176 -0.0595 15.5776 -0.0633 46.2776 -0.0655 
23.7184 -0.0514 15.5784 -0.0546 46.2784 -0.0566 
23.7192 -0.0909 15.5792 -0.0966 46.2792 -0.1 

23.72 -0.0396 15.58 -0.042 46.28 -0.0436 
23.7208 -0.0094 15.5808 -0.01 46.2808 -0.0103 
23.7216 -0.0311 15.5816 -0.0331 46.2816 -0.0343 
23.7224 -0.0042 15.5824 -0.0045 46.2824 -0.0046 
23.7232 -0.0226 15.5832 -0.0241 46.2832 -0.0249 
23.724 -0.018 15.584 -0.0191 46.284 -0.0198 

23.7248 0.0042 15.5848 0.0045 46.2848 0.0046 
23.7256 -0.0313 15.5856 -0.0333 46.2856 -0.0345 
23.7264 0.0042 15.5864 0.0045 46.2864 0.0046 
23.7272 -0.0079 15.5872 -0.0084 46.2872 -0.0087 
23.728 -0.0069 15.588 -0.0073 46.288 -0.0083 

23.7288 -0.0065 15.5888 -0.0069 46.2888 -0.0072 
23.7296 0.0136 15.5896 0.0144 46.2896 0.0149 
23.7304 -0.0209 15.5904 -0.0222 46.2904 -0.023 
23.7312 -0.004 15.5912 -0.0043 46.2912 -0.0044 
23.732 -0.0178 15.592 -0.0189 46.292 -0.0196 

23.7328 0.0007 15.5928 0.0007 46.2928 0.0007 
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23.7336 0.0136 15.5936 0.0144 46.2936 0.0149 
23.7344 -0.0011 15.5944 -0.0011 46.2944 -0.0012 
23.7352 -0.0042 15.5952 -0.0045 46.2952 -0.0046 
23.736 0.0018 15.596 0.0019 46.296 0.002 

Lần 7 Lần 8 Lần 9 
t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 
23.64 0.00005 15.5 0.00006 46.2 0.00008 

23.6408 0.0001 15.5008 0.0001 46.2008 0.0001 
23.6416 0.0293 15.5016 0.0274 46.2016 0.0275 
23.6424 -0.0045 15.5024 -0.0042 46.2024 -0.0043 
23.6432 0.0395 15.5032 0.0369 46.2032 0.0371 
23.644 0.0003 15.504 0.0003 46.204 0.0003 

23.6448 0.0147 15.5048 0.0137 46.2048 0.0137 
23.6456 -0.0395 15.5056 -0.0369 46.2056 -0.0371 
23.6464 0.0192 15.5064 0.0179 46.2064 0.018 
23.6472 0.0101 15.5072 0.0095 46.2072 0.0095 
23.648 0.0192 15.508 0.0179 46.208 0.018 

23.6488 -0.0226 15.5088 -0.0211 46.2088 -0.0212 
23.6496 0.0293 15.5096 0.0274 46.2096 0.0275 
23.6504 -0.0161 15.5104 -0.015 46.2104 -0.0151 
23.6512 0.0147 15.5112 0.0137 46.2112 0.0137 
23.652 -0.0184 15.512 -0.0172 46.212 -0.0172 

23.6528 0.0101 15.5128 0.0095 46.2128 0.0095 
23.6536 -0.0298 15.5136 -0.0279 46.2136 -0.028 
23.6544 -0.0101 15.5144 -0.0095 46.2144 -0.0095 
23.6552 -0.0045 15.5152 -0.0042 46.2152 -0.0043 
23.656 -0.0423 15.516 -0.0396 46.216 -0.0397 

23.6568 -0.0101 15.5168 -0.0095 46.2168 -0.0095 
23.6576 -0.0548 15.5176 -0.0512 46.2176 -0.0514 
23.6584 -0.0293 15.5184 -0.0274 46.2184 -0.0275 
23.6592 -0.0718 15.5192 -0.067 46.2192 -0.0673 

23.66 -0.0395 15.52 -0.0369 46.22 -0.0371 
23.6608 -0.0886 15.5208 -0.0828 46.2208 -0.083 
23.6616 -0.0677 15.5216 -0.0633 46.2216 -0.0635 
23.6624 -0.0835 15.5224 -0.078 46.2224 -0.0783 
23.6632 -0.1219 15.5232 -0.1139 46.2232 -0.1143 
23.664 -0.079 15.524 -0.0738 46.224 -0.074 

23.6648 -0.1524 15.5248 -0.1424 46.2248 -0.1428 
23.6656 -0.2359 15.5256 -0.2204 46.2256 -0.2211 
23.6664 -0.1828 15.5264 -0.1708 46.2264 -0.1714 
23.6672 -0.2551 15.5272 -0.2384 46.2272 -0.2391 
23.668 -0.1716 15.528 -0.1603 46.228 -0.1608 

23.6688 -0.1807 15.5288 -0.1688 46.2288 -0.1694 
23.6696 -0.2631 15.5296 -0.2458 46.2296 -0.2466 
23.6704 -0.3782 15.5304 -0.3534 46.2304 -0.3545 
23.6712 -0.3116 15.5312 -0.2911 46.2312 -0.2921 
23.672 -0.3353 15.532 -0.3133 46.232 -0.3143 

23.6728 -0.2992 15.5328 -0.2796 46.2328 -0.2805 
23.6736 -0.3962 15.5336 -0.3702 46.2336 -0.3714 
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23.6744 -0.4234 15.5344 -0.3956 46.2344 -0.3969 
23.6752 -0.3726 15.5352 -0.3481 46.2352 -0.3493 
23.676 -0.4923 15.536 -0.46 46.236 -0.4614 

23.6768 -0.4967 15.5368 -0.4641 46.2368 -0.4656 
23.6776 -0.5589 15.5376 -0.5222 46.2376 -0.5238 
23.6784 -0.5001 15.5384 -0.4673 46.2384 -0.4688 
23.6792 -0.429 15.5392 -0.4008 46.2392 -0.4021 

23.68 -0.5836 15.54 -0.5453 46.24 -0.5471 
23.6808 -0.6481 15.5408 -0.6055 46.2408 -0.6075 
23.6816 -0.5453 15.5416 -0.5095 46.2416 -0.5112 
23.6824 -0.7067 15.5424 -0.6603 46.2424 -0.6624 
23.6832 -0.7451 15.5432 -0.6962 46.2432 -0.6984 
23.684 -0.6875 15.544 -0.6424 46.244 -0.6444 

23.6848 -0.7609 15.5448 -0.711 46.2448 -0.7132 
23.6856 -0.7508 15.5456 -0.7015 46.2456 -0.7037 
23.6864 -0.7948 15.5464 -0.7426 46.2464 -0.745 
23.6872 -0.7417 15.5472 -0.693 46.2472 -0.6952 
23.688 -0.8242 15.548 -0.7701 46.248 -0.7726 

23.6888 -0.7858 15.5488 -0.7342 46.2488 -0.7366 
23.6896 -0.8298 15.5496 -0.7753 46.2496 -0.7778 
23.6904 -0.8546 15.5504 -0.7985 46.2504 -0.8011 
23.6912 -0.8693 15.5512 -0.8122 46.2512 -0.8148 
23.692 -0.7801 15.552 -0.7289 46.252 -0.7312 

23.6928 -0.814 15.5528 -0.7605 46.2528 -0.763 
23.6936 -0.8693 15.5536 -0.8122 46.2536 -0.8148 
23.6944 -0.8444 15.5544 -0.789 46.2544 -0.7915 
23.6952 -0.7101 15.5552 -0.6635 46.2552 -0.6656 
23.696 -0.7259 15.556 -0.6783 46.256 -0.6804 

23.6968 -0.5747 15.5568 -0.5369 46.2568 -0.5386 
23.6976 -0.6289 15.5576 -0.5876 46.2576 -0.5895 
23.6984 -0.5611 15.5584 -0.5243 46.2584 -0.526 
23.6992 -0.604 15.5592 -0.5643 46.2592 -0.5661 

23.7 -0.49 15.56 -0.4578 46.26 -0.4593 
23.7008 -0.5103 15.5608 -0.4768 46.2608 -0.4784 
23.7016 -0.6966 15.5616 -0.6509 46.2616 -0.6529 
23.7024 -0.5792 15.5624 -0.5412 46.2624 -0.5429 
23.7032 -0.4911 15.5632 -0.4589 46.2632 -0.4604 
23.704 -0.3387 15.564 -0.3165 46.264 -0.3175 

23.7048 -0.3093 15.5648 -0.289 46.2648 -0.2899 
23.7056 -0.4662 15.5656 -0.4356 46.2656 -0.437 
23.7064 -0.2642 15.5664 -0.2469 46.2664 -0.2476 
23.7072 -0.28 15.5672 -0.2616 46.2672 -0.2625 
23.708 -0.1423 15.568 -0.1329 46.268 -0.1334 

23.7088 -0.2043 15.5688 -0.1909 46.2688 -0.1915 
23.7096 -0.2303 15.5696 -0.2152 46.2696 -0.2159 
23.7104 -0.0903 15.5704 -0.0844 46.2704 -0.0847 
23.7112 -0.1513 15.5712 -0.1413 46.2712 -0.1418 
23.712 -0.1807 15.572 -0.1688 46.272 -0.1694 

23.7128 -0.0677 15.5728 -0.0633 46.2728 -0.0635 
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23.7136 -0.1088 15.5736 -0.1017 46.2736 -0.102 
23.7144 -0.1016 15.5744 -0.0949 46.2744 -0.0952 
23.7152 -0.0339 15.5752 -0.0316 46.2752 -0.0317 
23.716 -0.0805 15.576 -0.0752 46.276 -0.0755 

23.7168 -0.0395 15.5768 -0.0369 46.2768 -0.0371 
23.7176 -0.0643 15.5776 -0.0601 46.2776 -0.0603 
23.7184 -0.0555 15.5784 -0.0519 46.2784 -0.0521 
23.7192 -0.0982 15.5792 -0.0917 46.2792 -0.092 

23.72 -0.0427 15.58 -0.0399 46.28 -0.0401 
23.7208 -0.0101 15.5808 -0.0095 46.2808 -0.0095 
23.7216 -0.0337 15.5816 -0.0314 46.2816 -0.0315 
23.7224 -0.0045 15.5824 -0.0042 46.2824 -0.0043 
23.7232 -0.0245 15.5832 -0.0229 46.2832 -0.0229 
23.724 -0.0194 15.584 -0.0181 46.284 -0.0182 

23.7248 0.0045 15.5848 0.0042 46.2848 0.0043 
23.7256 -0.0339 15.5856 -0.0316 46.2856 -0.0317 
23.7264 0.0045 15.5864 0.0042 46.2864 0.0043 
23.7272 -0.0086 15.5872 -0.008 46.2872 -0.008 
23.728 -0.0081 15.588 -0.0072 46.288 -0.0069 

23.7288 -0.007 15.5888 -0.0066 46.2888 -0.0066 
23.7296 0.0147 15.5896 0.0137 46.2896 0.0137 
23.7304 -0.0226 15.5904 -0.0211 46.2904 -0.0212 
23.7312 -0.0043 15.5912 -0.0041 46.2912 -0.0041 
23.732 -0.0192 15.592 -0.0179 46.292 -0.018 

23.7328 0.0007 15.5928 0.0007 46.2928 0.0007 
23.7336 0.0147 15.5936 0.0137 46.2936 0.0137 
23.7344 -0.0011 15.5944 -0.0011 46.2944 -0.0011 
23.7352 -0.0045 15.5952 -0.0042 46.2952 -0.0043 
23.736 0.002 15.596 0.0018 46.296 0.0018 

Lần 10 Lần 11 Lần 12 
t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 
23.64 0 15.5 0.00006 46.2 0.00005 

23.6408 0.0001 15.5008 0.0001 46.2008 0.0001 
23.6416 0.03 15.5016 0.0275 46.2016 0.0286 
23.6424 -0.0046 15.5024 -0.0043 46.2024 -0.0044 
23.6432 0.0404 15.5032 0.0371 46.2032 0.0386 
23.644 0.0003 15.504 0.0003 46.204 0.0003 

23.6448 0.015 15.5048 0.0137 46.2048 0.0143 
23.6456 -0.0404 15.5056 -0.0371 46.2056 -0.0386 
23.6464 0.0196 15.5064 0.018 46.2064 0.0188 
23.6472 0.0103 15.5072 0.0095 46.2072 0.0099 
23.648 0.0196 15.508 0.018 46.208 0.0188 

23.6488 -0.0231 15.5088 -0.0212 46.2088 -0.0221 
23.6496 0.03 15.5096 0.0275 46.2096 0.0286 
23.6504 -0.0165 15.5104 -0.0151 46.2104 -0.0157 
23.6512 0.015 15.5112 0.0137 46.2112 0.0143 
23.652 -0.0188 15.512 -0.0172 46.212 -0.018 

23.6528 0.0103 15.5128 0.0095 46.2128 0.0099 
23.6536 -0.0305 15.5136 -0.028 46.2136 -0.0292 
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23.6544 -0.0103 15.5144 -0.0095 46.2144 -0.0099 
23.6552 -0.0046 15.5152 -0.0043 46.2152 -0.0044 
23.656 -0.0432 15.516 -0.0397 46.216 -0.0414 

23.6568 -0.0103 15.5168 -0.0095 46.2168 -0.0099 
23.6576 -0.056 15.5176 -0.0514 46.2176 -0.0536 
23.6584 -0.03 15.5184 -0.0275 46.2184 -0.0286 
23.6592 -0.0733 15.5192 -0.0672 46.2192 -0.0701 

23.66 -0.0404 15.52 -0.0371 46.22 -0.0386 
23.6608 -0.0905 15.5208 -0.083 46.2208 -0.0866 
23.6616 -0.0692 15.5216 -0.0635 46.2216 -0.0662 
23.6624 -0.0853 15.5224 -0.0783 46.2224 -0.0816 
23.6632 -0.1246 15.5232 -0.1143 46.2232 -0.1191 
23.664 -0.0807 15.524 -0.074 46.224 -0.0772 

23.6648 -0.1557 15.5248 -0.1428 46.2248 -0.1489 
23.6656 -0.241 15.5256 -0.2211 46.2256 -0.2305 
23.6664 -0.1868 15.5264 -0.1714 46.2264 -0.1787 
23.6672 -0.2606 15.5272 -0.2391 46.2272 -0.2493 
23.668 -0.1753 15.528 -0.1608 46.228 -0.1677 

23.6688 -0.1846 15.5288 -0.1693 46.2288 -0.1765 
23.6696 -0.2688 15.5296 -0.2465 46.2296 -0.257 
23.6704 -0.3864 15.5304 -0.3544 46.2304 -0.3695 
23.6712 -0.3183 15.5312 -0.292 46.2312 -0.3044 
23.672 -0.3426 15.532 -0.3143 46.232 -0.3276 

23.6728 -0.3057 15.5328 -0.2804 46.2328 -0.2923 
23.6736 -0.4048 15.5336 -0.3714 46.2336 -0.3872 
23.6744 -0.4326 15.5344 -0.3968 46.2344 -0.4137 
23.6752 -0.3807 15.5352 -0.3492 46.2352 -0.3641 
23.676 -0.5029 15.536 -0.4614 46.236 -0.481 

23.6768 -0.5075 15.5368 -0.4655 46.2368 -0.4853 
23.6776 -0.571 15.5376 -0.5238 46.2376 -0.546 
23.6784 -0.511 15.5384 -0.4687 46.2384 -0.4886 
23.6792 -0.4383 15.5392 -0.402 46.2392 -0.4191 

23.68 -0.5963 15.54 -0.547 46.24 -0.5703 
23.6808 -0.6621 15.5408 -0.6074 46.2408 -0.6332 
23.6816 -0.5572 15.5416 -0.5111 46.2416 -0.5328 
23.6824 -0.722 15.5424 -0.6623 46.2424 -0.6905 
23.6832 -0.7613 15.5432 -0.6983 46.2432 -0.728 
23.684 -0.7024 15.544 -0.6443 46.244 -0.6717 

23.6848 -0.7774 15.5448 -0.7131 46.2448 -0.7435 
23.6856 -0.7671 15.5456 -0.7036 46.2456 -0.7336 
23.6864 -0.812 15.5464 -0.7449 46.2464 -0.7765 
23.6872 -0.7578 15.5472 -0.6951 46.2472 -0.7247 
23.688 -0.8421 15.548 -0.7724 46.248 -0.8053 

23.6888 -0.8028 15.5488 -0.7364 46.2488 -0.7678 
23.6896 -0.8478 15.5496 -0.7777 46.2496 -0.8107 
23.6904 -0.8732 15.5504 -0.801 46.2504 -0.8351 
23.6912 -0.8882 15.5512 -0.8147 46.2512 -0.8494 
23.692 -0.797 15.552 -0.7311 46.252 -0.7622 

23.6928 -0.8316 15.5528 -0.7629 46.2528 -0.7953 
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23.6936 -0.8882 15.5536 -0.8147 46.2536 -0.8494 
23.6944 -0.8627 15.5544 -0.7914 46.2544 -0.8251 
23.6952 -0.7255 15.5552 -0.6655 46.2552 -0.6938 
23.696 -0.7416 15.556 -0.6803 46.256 -0.7093 

23.6968 -0.5871 15.5568 -0.5386 46.2568 -0.5615 
23.6976 -0.6425 15.5576 -0.5894 46.2576 -0.6144 
23.6984 -0.5733 15.5584 -0.5259 46.2584 -0.5483 
23.6992 -0.6171 15.5592 -0.566 46.2592 -0.5901 

23.7 -0.5006 15.56 -0.4592 46.26 -0.4788 
23.7008 -0.5214 15.5608 -0.4783 46.2608 -0.4986 
23.7016 -0.7117 15.5616 -0.6528 46.2616 -0.6806 
23.7024 -0.5918 15.5624 -0.5428 46.2624 -0.5659 
23.7032 -0.5018 15.5632 -0.4603 46.2632 -0.4799 
23.704 -0.3461 15.564 -0.3175 46.264 -0.331 

23.7048 -0.316 15.5648 -0.2899 46.2648 -0.3022 
23.7056 -0.4764 15.5656 -0.437 46.2656 -0.4556 
23.7064 -0.2699 15.5664 -0.2476 46.2664 -0.2581 
23.7072 -0.2861 15.5672 -0.2624 46.2672 -0.2736 
23.708 -0.1454 15.568 -0.1333 46.268 -0.139 

23.7088 -0.2087 15.5688 -0.1915 46.2688 -0.1996 
23.7096 -0.2353 15.5696 -0.2159 46.2696 -0.2251 
23.7104 -0.0923 15.5704 -0.0847 46.2704 -0.0883 
23.7112 -0.1545 15.5712 -0.1418 46.2712 -0.1478 
23.712 -0.1846 15.572 -0.1693 46.272 -0.1765 

23.7128 -0.0692 15.5728 -0.0635 46.2728 -0.0662 
23.7136 -0.1112 15.5736 -0.102 46.2736 -0.1063 
23.7144 -0.1038 15.5744 -0.0952 46.2744 -0.0993 
23.7152 -0.0346 15.5752 -0.0317 46.2752 -0.0331 
23.716 -0.0823 15.576 -0.0755 46.276 -0.0787 

23.7168 -0.0404 15.5768 -0.0371 46.2768 -0.0386 
23.7176 -0.0657 15.5776 -0.0603 46.2776 -0.0628 
23.7184 -0.0567 15.5784 -0.0521 46.2784 -0.0543 
23.7192 -0.1003 15.5792 -0.092 46.2792 -0.0959 

23.72 -0.0437 15.58 -0.0401 46.28 -0.0418 
23.7208 -0.0103 15.5808 -0.0095 46.2808 -0.0099 
23.7216 -0.0344 15.5816 -0.0315 46.2816 -0.0329 
23.7224 -0.0046 15.5824 -0.0043 46.2824 -0.0044 
23.7232 -0.025 15.5832 -0.0229 46.2832 -0.0239 
23.724 -0.0198 15.584 -0.0182 46.284 -0.019 

23.7248 0.0046 15.5848 0.0043 46.2848 0.0044 
23.7256 -0.0346 15.5856 -0.0317 46.2856 -0.0331 
23.7264 0.0046 15.5864 0.0043 46.2864 0.0044 
23.7272 -0.0088 15.5872 -0.008 46.2872 -0.0084 
23.728 -0.0081 15.588 -0.0071 46.288 -0.0070 

23.7288 -0.0072 15.5888 -0.0066 46.2888 -0.0069 
23.7296 0.015 15.5896 0.0137 46.2896 0.0143 
23.7304 -0.0231 15.5904 -0.0212 46.2904 -0.0221 
23.7312 -0.0044 15.5912 -0.0041 46.2912 -0.0042 
23.732 -0.0196 15.592 -0.018 46.292 -0.0188 
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23.7328 0.0007 15.5928 0.0007 46.2928 0.0007 
23.7336 0.015 15.5936 0.0137 46.2936 0.0143 
23.7344 -0.0012 15.5944 -0.0011 46.2944 -0.0011 
23.7352 -0.0046 15.5952 -0.0043 46.2952 -0.0044 
23.736 0.002 15.596 0.0018 46.296 0.0019 

Lần 13 Lần 14 Lần 15 
t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 t w [m/s2].10-3 
23.64 0.00006 15.5 0.00008 46.2 0 

23.6408 0.0001 15.5008 0.0001 46.2008 0.0001 
23.6416 0.0296 15.5016 0.0299 46.2016 0.0297 
23.6424 -0.0046 15.5024 -0.0046 46.2024 -0.0046 
23.6432 0.0399 15.5032 0.0403 46.2032 0.04 
23.644 0.0003 15.504 0.0003 46.204 0.0003 

23.6448 0.0148 15.5048 0.015 46.2048 0.0148 
23.6456 -0.0399 15.5056 -0.0403 46.2056 -0.04 
23.6464 0.0194 15.5064 0.0196 46.2064 0.0194 
23.6472 0.0102 15.5072 0.0103 46.2072 0.0102 
23.648 0.0194 15.508 0.0196 46.208 0.0194 

23.6488 -0.0228 15.5088 -0.0231 46.2088 -0.0229 
23.6496 0.0296 15.5096 0.0299 46.2096 0.0297 
23.6504 -0.0163 15.5104 -0.0164 46.2104 -0.0163 
23.6512 0.0148 15.5112 0.015 46.2112 0.0148 
23.652 -0.0186 15.512 -0.0188 46.212 -0.0186 

23.6528 0.0102 15.5128 0.0103 46.2128 0.0102 
23.6536 -0.0301 15.5136 -0.0304 46.2136 -0.0302 
23.6544 -0.0102 15.5144 -0.0103 46.2144 -0.0102 
23.6552 -0.0046 15.5152 -0.0046 46.2152 -0.0046 
23.656 -0.0427 15.516 -0.0432 46.216 -0.0429 

23.6568 -0.0102 15.5168 -0.0103 46.2168 -0.0102 
23.6576 -0.0553 15.5176 -0.0559 46.2176 -0.0555 
23.6584 -0.0296 15.5184 -0.0299 46.2184 -0.0297 
23.6592 -0.0724 15.5192 -0.0732 46.2192 -0.0727 

23.66 -0.0399 15.52 -0.0403 46.22 -0.04 
23.6608 -0.0894 15.5208 -0.0904 46.2208 -0.0897 
23.6616 -0.0684 15.5216 -0.0691 46.2216 -0.0686 
23.6624 -0.0843 15.5224 -0.0852 46.2224 -0.0846 
23.6632 -0.1231 15.5232 -0.1244 46.2232 -0.1235 
23.664 -0.0797 15.524 -0.0806 46.224 -0.08 

23.6648 -0.1538 15.5248 -0.1555 46.2248 -0.1543 
23.6656 -0.2381 15.5256 -0.2407 46.2256 -0.2389 
23.6664 -0.1846 15.5264 -0.1866 46.2264 -0.1852 
23.6672 -0.2575 15.5272 -0.2603 46.2272 -0.2583 
23.668 -0.1732 15.528 -0.1751 46.228 -0.1738 

23.6688 -0.1824 15.5288 -0.1844 46.2288 -0.183 
23.6696 -0.2656 15.5296 -0.2684 46.2296 -0.2664 
23.6704 -0.3818 15.5304 -0.3859 46.2304 -0.383 
23.6712 -0.3145 15.5312 -0.3179 46.2312 -0.3155 
23.672 -0.3385 15.532 -0.3422 46.232 -0.3396 

23.6728 -0.302 15.5328 -0.3053 46.2328 -0.303 
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23.6736 -0.4 15.5336 -0.4043 46.2336 -0.4013 
23.6744 -0.4274 15.5344 -0.432 46.2344 -0.4288 
23.6752 -0.3761 15.5352 -0.3802 46.2352 -0.3773 
23.676 -0.4969 15.536 -0.5023 46.236 -0.4985 

23.6768 -0.5014 15.5368 -0.5068 46.2368 -0.503 
23.6776 -0.5642 15.5376 -0.5703 46.2376 -0.5659 
23.6784 -0.5049 15.5384 -0.5103 46.2384 -0.5064 
23.6792 -0.433 15.5392 -0.4377 46.2392 -0.4344 

23.68 -0.5892 15.54 -0.5955 46.24 -0.591 
23.6808 -0.6542 15.5408 -0.6613 46.2408 -0.6563 
23.6816 -0.5505 15.5416 -0.5565 46.2416 -0.5522 
23.6824 -0.7134 15.5424 -0.7211 46.2424 -0.7157 
23.6832 -0.7522 15.5432 -0.7603 46.2432 -0.7545 
23.684 -0.694 15.544 -0.7015 46.244 -0.6962 

23.6848 -0.7681 15.5448 -0.7764 46.2448 -0.7705 
23.6856 -0.7579 15.5456 -0.7661 46.2456 -0.7603 
23.6864 -0.8023 15.5464 -0.811 46.2464 -0.8048 
23.6872 -0.7487 15.5472 -0.7568 46.2472 -0.7511 
23.688 -0.832 15.548 -0.841 46.248 -0.8346 

23.6888 -0.7932 15.5488 -0.8018 46.2488 -0.7957 
23.6896 -0.8376 15.5496 -0.8467 46.2496 -0.8403 
23.6904 -0.8628 15.5504 -0.8721 46.2504 -0.8655 
23.6912 -0.8776 15.5512 -0.887 46.2512 -0.8803 
23.692 -0.7875 15.552 -0.796 46.252 -0.79 

23.6928 -0.8217 15.5528 -0.8306 46.2528 -0.8243 
23.6936 -0.8776 15.5536 -0.887 46.2536 -0.8803 
23.6944 -0.8524 15.5544 -0.8617 46.2544 -0.8551 
23.6952 -0.7168 15.5552 -0.7246 46.2552 -0.7191 
23.696 -0.7328 15.556 -0.7407 46.256 -0.7351 

23.6968 -0.5801 15.5568 -0.5864 46.2568 -0.5819 
23.6976 -0.6348 15.5576 -0.6417 46.2576 -0.6368 
23.6984 -0.5665 15.5584 -0.5726 46.2584 -0.5682 
23.6992 -0.6097 15.5592 -0.6163 46.2592 -0.6116 

23.7 -0.4946 15.56 -0.5 46.26 -0.4962 
23.7008 -0.5152 15.5608 -0.5207 46.2608 -0.5168 
23.7016 -0.7032 15.5616 -0.7108 46.2616 -0.7054 
23.7024 -0.5847 15.5624 -0.591 46.2624 -0.5865 
23.7032 -0.4958 15.5632 -0.5011 46.2632 -0.4974 
23.704 -0.342 15.564 -0.3457 46.264 -0.343 

23.7048 -0.3123 15.5648 -0.3156 46.2648 -0.3132 
23.7056 -0.4707 15.5656 -0.4758 46.2656 -0.4722 
23.7064 -0.2667 15.5664 -0.2696 46.2664 -0.2675 
23.7072 -0.2827 15.5672 -0.2857 46.2672 -0.2835 
23.708 -0.1436 15.568 -0.1452 46.268 -0.1441 

23.7088 -0.2063 15.5688 -0.2085 46.2688 -0.2069 
23.7096 -0.2325 15.5696 -0.235 46.2696 -0.2333 
23.7104 -0.0912 15.5704 -0.0922 46.2704 -0.0915 
23.7112 -0.1527 15.5712 -0.1543 46.2712 -0.1532 
23.712 -0.1824 15.572 -0.1844 46.272 -0.183 
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23.7128 -0.0684 15.5728 -0.0691 46.2728 -0.0686 
23.7136 -0.1099 15.5736 -0.111 46.2736 -0.1102 
23.7144 -0.1026 15.5744 -0.1037 46.2744 -0.1029 
23.7152 -0.0342 15.5752 -0.0346 46.2752 -0.0343 
23.716 -0.0813 15.576 -0.0822 46.276 -0.0816 

23.7168 -0.0399 15.5768 -0.0403 46.2768 -0.04 
23.7176 -0.0649 15.5776 -0.0656 46.2776 -0.0651 
23.7184 -0.0561 15.5784 -0.0567 46.2784 -0.0562 
23.7192 -0.0991 15.5792 -0.1002 46.2792 -0.0994 

23.72 -0.0431 15.58 -0.0436 46.28 -0.0433 
23.7208 -0.0102 15.5808 -0.0103 46.2808 -0.0102 
23.7216 -0.034 15.5816 -0.0343 46.2816 -0.0341 
23.7224 -0.0046 15.5824 -0.0046 46.2824 -0.0046 
23.7232 -0.0247 15.5832 -0.025 46.2832 -0.0248 
23.724 -0.0196 15.584 -0.0198 46.284 -0.0197 

23.7248 0.0046 15.5848 0.0046 46.2848 0.0046 
23.7256 -0.0342 15.5856 -0.0346 46.2856 -0.0343 
23.7264 0.0046 15.5864 0.0046 46.2864 0.0046 
23.7272 -0.0087 15.5872 -0.0087 46.2872 -0.0087 
23.728 -0.00092 15.588 -0.0074 46.288 -0.0078 

23.7288 -0.0071 15.5888 -0.0072 46.2888 -0.0071 
23.7296 0.0148 15.5896 0.015 46.2896 0.0148 
23.7304 -0.0228 15.5904 -0.0231 46.2904 -0.0229 
23.7312 -0.0044 15.5912 -0.0044 46.2912 -0.0044 
23.732 -0.0194 15.592 -0.0196 46.292 -0.0194 

23.7328 0.0007 15.5928 0.0007 46.2928 0.0007 
23.7336 0.0148 15.5936 0.015 46.2936 0.0148 
23.7344 -0.0011 15.5944 -0.0012 46.2944 -0.0012 
23.7352 -0.0046 15.5952 -0.0046 46.2952 -0.0046 
23.736 0.002 15.596 0.002 46.296 0.002 
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