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LỜI CẢM ƠN

Trong quá trình nghiên cứu và hoàn thành luận án, nghiên cứu sinh đã nhận

được nhiều sự giúp đỡ và đóng góp quý báu.

Trước tiên, nghiên cứu sinh xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến các Thầy

hướng dẫn PGS. TS Hoàng Văn Phúc và TS Trần Văn Khẩn. Các Thầy

không những là người hướng dẫn, giúp đỡ nghiên cứu sinh hoàn thành luận

án này mà còn là người truyền thụ động lực, quyết tâm cho nghiên cứu sinh

vượt qua những khó khăn trong quá trình nghiên cứu.

Nghiên cứu sinh chân thành cảm ơn các Thầy trong Ban chủ nhiệm Khoa

Vô tuyến điện tử và tập thể Thầy, Cô giáo trong Bộ môn Thông tin và Bộ

môn Kỹ thuật vi xử lý đã luôn quan tâm, tạo điều kiện, giúp đỡ nghiên cứu

sinh trong quá trình học tập tại Khoa và Bộ môn.

Tiếp theo, nghiên cứu sinh xin chân thành cảm ơn Phòng Sau đại học-Học

viện Kỹ thuật Quân sự, Học viện Phòng không -Không quân đã luôn tạo điều

kiện, giúp đỡ để nghiên cứu sinh hoàn thành được luận án này.

Cuối cùng, nghiên cứu sinh xin gửi lời cảm ơn sâu sắc tới bạn bè và các

đồng nghiệp đã luôn động viên, giúp đỡ và chia sẻ những khó khăn trong quá

trình làm luận án. Xin gửi lời cảm ơn đến những người thân trong gia đình

đã động viên và là chỗ dựa vững chắc cho nghiên cứu sinh hoàn thành luận

án.
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DANH MỤC CÁC TỪ VIẾT TẮT

Từ viết tắt Nghĩa Tiếng Anh Nghĩa Tiếng Việt

ADP Area-Delay product Tích diện tích và độ giữ

chậm

ASIC Application Specific Inte-

grated Circuit

Công nghệ ASIC

CORDIC Coordinate Rotation Digi-

tal Computer

Thuật toán CORDIC

DAC Digital to analog converter Bộ chuyển đổi số thành

tương tự

DDFS Direct Digital Frequency

Synthesizer

Bộ tổ hợp tần số trực tiếp

DSP Digital Signal Processing Xử lý tín hiệu số

FPGA Field programmable gate

array

Công nghệ FPGA

FSM Finite State Machine Phương pháp máy trạng

thái hữu hạn

HNS Hybrid Number System Hệ thống số lai

LNS Logarithmic Number Sys-

tem

Hệ thống số logarithm

v
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LOD Leading-One Detector Bộ phát hiện bit ’1’ đầu

tiên

LPF Low-pass Filter Lọc thông thấp

LSB Least Significant Bit Bit có trọng số nhỏ nhất

LUT Look-up Table Bảng tra

MAE Maximum Absolute Error Lỗi tuyệt đối cực đại

MAEP Maximum Absolute Error

Percentage

Phần trăm lỗi tuyệt đối cực

đại

MSB Most Significant Bit Bit có trọng số lớn nhất

MTM Multipartite Table Method Phương pháp bảng nhiều

phần

MUX Multiplexer Bộ ghép kênh

PA Phase Accumulator Bộ tích lũy pha

PAC Phase to Amplitude Con-

verter

Bộ chuyển đổi pha thành

biên độ

ROM Read-only Memory Bộ nhớ chỉ đọc

SBTM Symmetric Bipartite Table

Method

Phương pháp bảng hai

phần đối xứng

SC Stochastic Computing Tính toán ngẫu nhiên

SFDR Spurious Free Dynamic

Range

Khoảng động nhiễu tự do

SN Stochastic Numbers Các số ngẫu nhiên

SNG Stochastic Number Gener-

ator

Bộ tạo số ngẫu nhiên
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VHDL Very High Speed Inte-

grated Circuit Hardware

Description Language

Ngôn ngữ mô tả phần cứng

VHDL

VLSI Very Large Scale Integra-

tion

Công nghệ tích hợp cỡ rất

lớn



DANH MỤC HÌNH VẼ

1.1 Quá trình trích đặc trưng tiếng nói theo phương pháp MFCC. . . 11

1.2 Phương pháp BTM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Phương pháp MTM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4 Phương pháp độ chênh lệch. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.5 Phương pháp tính toán sử dụng SC. . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.6 Qui trình tạo lõi IP tính toán. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.7 Qui trình kiểm chứng lõi IP tính toán. . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1 Phân bố tài nguyên phần cứng cho bộ xử lý HNS. . . . . . . . . 31

2.2 Phương pháp xấp xỉ đề xuất. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.3 Sai số của phương pháp xấp xỉ đề xuất. . . . . . . . . . . . . . . 42

2.4 Phần trăm sai số của phương pháp xấp xỉ đề xuất. . . . . . . . . 42

2.5 Kiến trúc đề xuất cho bộ tính toán logarithm 16 bit. . . . . . . . 44

2.6 Netlist được tổng hợp của bộ chuyển đổi logarithm 16 bit sử

dụng thư viện ASIC SOTB CMOS 65nm. . . . . . . . . . . . . . 45

2.7 Layout của bộ chuyển đổi logarithm 16-bit (145× 145µm). . . . 46

3.1 Sơ đồ khối đơn giản của DDFS và các tín hiệu trong DDFS. . . . 50

3.2 Vòng pha số. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Kiến trúc DDFS lợi dụng tính đối xứng góc 1/4 của sóng sin. . . 52

3.4 Kiến trúc Sunderland. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

viii



ix

3.5 Phương pháp nén biên độ sin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.6 So sánh sai số của hàm xấp xỉ đề xuất với trong [68] và [69]. . . . 66

3.7 Kiến trúc bộ chuyển đổi pha-biên độ của phương pháp đề xuất. . 67

3.8 Dạng sóng tín hiệu sin đầu ra mô phỏng trên Modelsim. . . . . . 68

4.1 Nội suy bậc 1 và bậc 2 các hàm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2 Phân chia biến đầu vào thành hai phần. . . . . . . . . . . . . . 73

4.3 Xấp xỉ mức thứ nhất của hàm f(x) trong đoạn thứ i (n1 = 2). . 74

4.4 Hàm lỗi do xấp xỉ mức 1 đối với hàm log2(x) với n1 = 3. . . . . 74

4.5 Xấp xỉ hàm hàm ei(x
′) bằng hai cặp đoạn đối xứng. . . . . . . . 76

4.6 Kiến trúc phần cứng tổng quát. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.1 Mạch nhân trong tính toán ngẫu nhiên. . . . . . . . . . . . . . . 85

5.2 Mạch SC thực thi hàm Z = 1
4

+ 1
2
X1X2 . . . . . . . . . . . . . . 85

5.3 Mạch cộng trong tính toán ngẫu nhiên. . . . . . . . . . . . . . . 86

5.4 Các bộ chuyển đổi SC: (a) nhị phân sang ngẫu nhiên; (b) ngẫu

nhiên sang nhị phân. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.5 SNG được đề xuất bởi Gupta và Kumaresan [79]. . . . . . . . . 88

5.6 Một số thành phần cơ bản của SC. . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.7 Thực thi hàm dựa trên SC sử dụng đa thức Bernstien. . . . . . . 91

5.8 Thực thi hàm f(x) = 1
4

+ 9
8
x − 15

8
x2 + 5

4
x3 trên SC sử dụng

đa thức Bernstien. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.9 Thực thi hàm tanh(G
2
x) trên SC sử dụng phương pháp FSM. . . 92

5.10 Sơ đồ chuyển trạng thái của phương pháp FSM đề xuất trong [96]. 93

5.11 Kiến trúc hoàn chỉnh cho thực thi các hàm sử dụng FSM [96]. . . 93



x

5.12 Kiến trúc phần cứng thực thi hàm ln(1+x) sử dụng khai triển

Maclaurin bậc 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.13 Kiến trúc thực thi hàm tanhx sử dụng khai triển Maclaurin

bậc 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.14 Kiến trúc thực thi hàm sigmoid(x) sử dụng khai triển Maclau-

rin bậc 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.15 Kiến trúc thực thi hàm sinx sử dụng khai triển Maclaurin bậc 7. 97

5.16 Kiến trúc thực thi hàm cosx sử dụng khai triển Maclaurin bậc 8. 97

5.17 Kiến trúc thực thi hàm e−x sử dụng khai triển Maclaurin bậc 5. . 98

5.18 Kiến trúc thực thi hàm e−2x sử dụng khai triển Maclaurin bậc 7. 99

5.19 Kiến trúc thực thi hàm sinπx
π

sử dụng khai triển Maclaurin bậc 9. 100

5.20 Hàm ln(1 + x) lý tưởng và xấp xỉ tuyến tính 8 đoạn. . . . . . . 102

5.21 Kiến trúc phần cứng thực thi hàm ln(1 +x), tanhx sigmoid,

sinx. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.22 Kiến trúc phần cứng thực thi hàm e−x. . . . . . . . . . . . . . . 105

5.23 Thao tác tính 1-ax trong SC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.24 Kiến trúc phần cứng thực thi hàm cosx. . . . . . . . . . . . . . 107

5.25 Kiến trúc phần cứng thực thi hàm e−2x. . . . . . . . . . . . . . . 107

5.26 Kiến trúc phần cứng thực thi hàm sin(πx)

π
. . . . . . . . . . . . . . 108

5.27 Kiến trúc phần cứng thực thi hàm log2(1 + x). . . . . . . . . . . 109

5.28 Kiến trúc phần cứng chung thực thi nhiều hàm toán học. . . . . 110

5.29 Lỗi trước và sau hiệu chỉnh hàm ln(1 + x). . . . . . . . . . . . 112



DANH MỤC BẢNG

1.1 Sai số cực đại và trung bình sai số trong xấp xỉ đa thức bậc 1

của hàm ex trên khoảng [−1, 1] với các phương pháp khác nhau. 15

1.2 Thuật toán tìm hệ số tối ưu trong từng phân đoạn. . . . . . . . 25

1.3 Các hệ số cho xấp xỉ tuyến tính hàm sinx bằng 4 phân đoạn. . . 26

2.1 Độ chính xác của các phương pháp dựa trên phương thức Mitchell. 37

2.2 Các hệ số ai, bi của bước thứ nhất. . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3 Thuật toán tìm hệ số bi tối ưu trong từng phân đoạn. . . . . . . 40

2.4 Các hệ số ai, bi của bước thứ hai. . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.5 Phân tích sai số và so sánh của phương pháp đề xuất. . . . . . . 43

2.6 Kết quả thực thi và so sánh trên FPGA. . . . . . . . . . . . . . 45

2.7 Kết quả thực thi và so sánh trên ASIC của phương pháp đề xuất. 45

3.1 Lỗi cực đại và độ giảm từ nhớ sin-LUT với số phân đoạn khác nhau.64

3.2 Giá trị các hệ số tối ưu của hàm xấp xỉ tuyến tính 8 phân đoạn. . 65

3.3 So sánh độ chênh lệch cực đại và số bit giảm của từ nhớ trong

sin-LUT. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.4 So sánh phương pháp đề xuất với các trong phương pháp trước đó.68

4.1 Thuật toán tìm hệ số tối ưu của xấp xỉ mức 2 . . . . . . . . . . 77

4.2 Khoảng giá trị đầu vào chuẩn hóa của các hàm . . . . . . . . . . 77

xi



xii

4.3 Các hệ số aij và bij tối ưu ở mức xấp xỉ thứ 2 của hàm log2(1+

x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4 Kết quả thực thi của các kiến trúc đề xuất trên FPGA Xilinx

Virtex 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.5 Kết quả tổng hợp và so sánh trên ASIC . . . . . . . . . . . . . . 80

4.6 Sai số của các module phần cứng. . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.7 Các sai số thành phần và sai số tổng cộng của thực thi các hàm. 82

5.1 Hệ số của các hàm ln(1 + x), tanh(x) và sigmoid(x). . . . . . . 102

5.2 Hệ số của các hàm sinx, cosx và e−x. . . . . . . . . . . . . . . 103

5.3 Hệ số của các hàm e−2x, sin(πx)

π
và log2(1 + x). . . . . . . . . . . 103

5.4 Kết quả thực thi trên FPGA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.5 Kết quả thực thi trên ASIC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.6 So sánh lỗi của phương pháp đề xuất với các phương pháp khác. 113



DANH MỤC KÝ HIỆU TOÁN HỌC

Ký hiệu Ý nghĩa

x x là biến số

log2(•) lô-ga-rít cơ số 2
(
n

k

) ∆
= n!

k!(n−k)!
, với 0 ≤ k ≤ n

b•c Lấy phần nguyên

d•e lấy số nguyên lớn hơn gần nhất

sigmoid Hàm sigmoid, sigmoid
∆
= 1−e−x

1+e−x

tanh Hàm tang hyperbol, tanh
∆
= 1−e−2x

1+e−2x

xiii



MỞ ĐẦU

1. Bối cảnh và động lực nghiên cứu

Hiện nay các hệ thống xử lý tín hiệu số (DSP: Digital Signal Processing)

có mặt trong hầu hết các hệ thống điện tử và truyền thông. Cùng với các

nhu cầu ngày càng tăng của các ứng dụng DSP, thị trường các thiết bị DSP

đã có những tăng trưởng mạnh mẽ. Bên cạnh đó, sự phát triển nhanh chóng

của các thiết bị và hạ tầng cho truyền thông không dây là một lý do quan

trọng cho sự tăng trưởng của thị trường DSP toàn cầu.

Cùng với nhu cầu ngày càng lớn của các ứng dụng DSP có công suất thấp,

tài nguyên nhỏ, hiệu năng cao và sự phát triển không ngừng của công nghệ

mạch tích hợp, có thể thấy xu hướng của các DSP trong tương lai là:

• Các lõi DSP hiện đại sẽ hoạt động ở tần số rất cao. Ví dụ như bộ xử lý

DSP C6000 của hãng Texas Instruments có tần số hoạt động là 1,2 GHz.

Tuy nhiên tần số công tác vẫn là một hạn chế và cần có các giải pháp

khác nhau để khắc phục hạn chế này.

• Các kiến trúc đa xử lý và đa lõi ngày các được ứng dụng nhiều trong các

bộ xử lý để tăng hiệu năng của các hệ thống DSP và là một giải pháp

cho bài toán hạn chế tần số công tác. Hơn nữa kiến trúc đa lõi trong các

bộ xử lý cũng là một phương pháp đạt được hiệu năng cao.

• Các kiến trúc lai (hay trộn) giữa các lõi DSP, đơn vị vi điều khiển (MCU:

microcontroler Unit) và bộ đồng xử lý cũng là một xu hướng cho các hệ

1
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thống DSP hiện đại và tương lai để ứng dụng cho các bộ xử lý đa ứng

dụng và các hệ thống đa phương tiện.

• Nhiều thành phần chuyên dụng sẽ được tính toán và thiết kế trước trong

các hệ thống DSP để tăng tốc hệ thống và tạo ra khả năng xử lý tín hiệu

thích nghi hiệu năng cao.

• Các hệ thống số lai (HNS: Hybrid Number System) và hệ thống số trộn

(Mixed Radix Number System) hứa hẹn là một giải pháp tốt cho cân

bằng giữa hiệu năng tính toán và công suất tiêu thụ.

Các hàm toán học như hàm lượng giác (sinx, cosx), hàm mũ (2x), hàm

logarithm (log2(x)), hàm nghịch đảo (1/x), hàm căn bậc hai (
√
x) (trong

luận án này gọi chung là các hàm cơ sở ), là rất phổ biến trong nhiều ứng

dụng xử lý tín hiệu số và giữ vai trò quan trọng trong quyết định tốc độ xử

lý và tài nguyên tiêu tốn của các bộ xử lý. Các bộ xử lý hiện đại với yêu cầu

ngày càng cao về tốc độ, chiếm ít tài nguyên và công suất thấp đặt ra yêu

cầu phải có các giải pháp thiết kế các đơn vị phần cứng tính toán các hàm

toán học trên một cách hiệu quả.

Hơn nữa, cùng với xu hướng phát triển mạnh mẽ của thị trường DSP các

hệ thống và thiết bị DSP sẽ được sử dụng ngày càng nhiều trong các ứng

dụng. Cùng với đó là càng nhiều yêu cầu đặt ra đối với các lõi phần cứng

chuyên dụng cho tính toán các hàm toán học cả về hiệu năng và ứng dụng,

nhất là trong các hệ thống xử lý ảnh 3-D và hệ thống đa phương tiện tốc độ

cao. Việc sử dụng nhiều các mạch nhân, đặc biệt là các kiến trúc song song

có thể dẫn đến độ phức tạp hệ thống cao và công suất tiêu thụ lớn. Như đã

chỉ ra trong [1], một ứng dụng dựng ảnh 3-D cần 90% các thao tác là thực
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hiện các phép tính chia, nhân, khai căn. Theo nghiên cứu của B. G. Nam và

các cộng sự trong [2] cho thấy một bộ xử lý ảnh 3-D điển hình sử dụng rất

nhiều các phép tính như nhân, chia, bình phương và lũy thừa cùng với các

thao tác cơ bản như cộng và trừ. Do đó, các thành phần tính toán các thao

tác số học với độ phức tạp phần cứng thấp là một yêu cầu đặt ra cho các ứng

dụng DSP.

Sự phát triển không ngừng của công nghệ tích hợp cho phép thiết kế và

thực thi các bộ xử lý tinh vi với các thuật toán phức tạp có tốc độ tính toán

cao. Ngoài ra, mật độ tích hợp cao cũng tạo ra các mạch DSP nhỏ hơn. Tuy

nhiên, với nhu cầu ngày càng tăng nhanh của các thiết bị điện tử thông minh

không dây, các thiết bị cầm tay, điện thoại di động, yêu cầu về hệ thống DSP

công suất thấp và nhỏ gọn ngày càng đặt ra cấp thiết. Các ứng dụng này,

không chỉ yêu cầu tốc độ xử lý cao mà còn đòi hỏi công suất tiêu thụ thấp,

tài nguyên tiêu tốn ít (nhất là các thiết bị sử dụng pin). Trong khi đó, các

bộ nhân song song như đã nói ở trên thường làm cho hệ thống có độ phức

tạp cao và công suất tiêu thụ lớn.

Vì vậy, cần có các giải pháp khác nhau để đạt được kiến trúc tính toán

hiệu quả mà không phải sử dụng nhiều mạch nhân phức tạp trong khi vẫn

đạt được hiệu năng tính toán cần thiết. Do đó, nhiều nghiên cứu đã tập trung

tìm kiếm các giải pháp khác nhau để đạt được các kiến trúc tính toán hiệu

quả. Cùng với sự phát triển mạnh mẽ của công nghệ mạch tích hợp, thì một

trong những giải pháp hứa hẹn đạt được hiệu quả đó là phương pháp tính

toán dựa trên bộ nhớ hay tổng quát hơn là tính toán dựa trên bảng tra (LUT:

Lookup Table).

Theo báo cáo của chỉ dẫn quốc tế về công nghệ bán dẫn (ITRS: Interna-
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tional Technology Roadmap for Semiconductors) năm 2010 các bộ nhớ nhúng

đã trở nên nhanh hơn, mật độ tích hợp cao hơn, công suất tiêu thụ nhỏ hơn

và chiếm phần lớn trong các hệ thống trên chip (SoC: System on Chip). Theo

báo cáo của ITRS xu thế sử dụng bộ nhớ trong SoC năm 2014 là hơn 92%.

Vì vậy, tính toán dựa trên cơ sở bảng tra LUT kết hợp với một số mạch logic

đơn giản là một giải pháp hứa hẹn đạt được hiệu quả cao. Bởi vì, tính toán

dựa trên bảng LUT khác với tính toán trực tiếp bởi các mạch logic phức tạp.

Nó tạo ra kết quả tính toán bằng cách truy cập vào bộ nhớ đã được lưu trữ

các kết quả được tính toán trước. Vì vậy, nó sẽ tăng tốc độ tính toán vì thời

gian chủ yếu là để truy nhập bộ nhớ. Phương pháp này cũng hứa hẹn làm

giảm công suất tiêu thụ động bởi vì nó tối thiểu hóa tốc độ chuyển mạch.

Nhược điểm của tính toán trên bảng LUT là khi toán hạng đầu vào có độ

rộng bit lớn thì sẽ làm tăng kích thước của bảng LUT. Do đó, để giảm kích

thước của bảng LUT cần phải có các giải pháp hiệu quả. Trong đó, phương

pháp kết hợp bảng LUT với một vài mạch logic đơn giản dựa trên các thuật

toán tối ưu là một giải pháp hứa hẹn đạt được các kiến trúc phần cứng đơn

giản và hiệu quả về tốc độ, công suất thấp, tài nguyên tiêu tốn ít. Vì vậy,

luận án sẽ tập trung nghiên cứu thực thi một vài hàm toán học ứng dụng

trong DSP dựa trên phương pháp nêu trên.

Ngoài ra, trong một vài năm gần đây kỹ thuật tính toán ngẫu nhiên (SC:

Stochastic computing) thu hút được sự quan tâm trong thiết kế phần cứng

các mạch số học có độ phức tạp rất thấp. Đó cũng là cơ sở để tạo động lực

cho nghiên cứu trong luận án này nhằm đạt được các kiến trúc tính toán hiệu

quả dựa trên SC.
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2. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Luận án này tập trung nghiên cứu tìm phương pháp để đạt được kiến trúc

phần cứng hiệu quả cho thực hiện các hàm toán học phổ biến ứng dụng trong

xử lý tín hiệu số. Vì các ứng dụng DSP có đặc điểm riêng, nó khác với các

ứng dụng tính toán nói chung nên phương pháp thực thi và kiến trúc cũng

phải phù hợp. Một số đặc điểm quan trọng của các ứng dụng DSP được xem

xét như sau:

• Cho phép lỗi: lỗi có thể được chấp nhận trong các ứng dụng DSP chẳng

hạn như trong các bộ lọc số, xử lý ảnh và video. Vì vậy, độ phức tạp

phần cứng có thể giảm đáng kể bằng việc sử dụng một số kỹ thuật như

cắt bớt độ dài bit trong kết quả cuối cùng trong một số thao tác số học

hay như rút gọn kích thước của bảng LUT trong một số trường hợp.

• Các ứng dụng DSP với độ phức tạp thấp là đòi hỏi ngày càng cao do

nhu cầu lớn của các thiết bị điện tử cầm tay và di động. Các thiết bị

điện tử ngày càng trở lên nhỏ gọn hơn. Mặc dù công nghệ mạch tích hợp

đã phát triển mạnh nhưng vẫn có những đòi hỏi cao cho việc phát triển

các phương pháp hiệu quả ở mức kiến trúc và mức hệ thống cho các ứng

dụng DSP độ phức tạp thấp.

• Các ứng dụng DSP công suất thấp đã ngày càng phổ biến hơn do nhu

cầu ngày càng tăng của các thiết bị dùng pin. Vì vậy, nghiên cứu các

phương pháp thiết kế để đưa ra các kiến trúc nhằm giảm công suất tiêu

thụ là một yêu cầu đặt ra cho các hệ thống DSP.

Vì vậy đối tượng và phạm vi nghiên cứu của luận án là tìm các phương

pháp hiệu quả phù hợp với các ứng dụng xử lý tín hiệu số theo các đặc điểm

như trên.
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3. Đóng góp của luận án

Một số đóng góp chính của luận án có thể được tóm tắt như sau:

1. Đề xuất một phương pháp phương pháp xấp xỉ hàm logarithm nhị phân

và kiến trúc phần cứng thực hiện chuyển đổi logarithm nhị phân. Tính

toán trên miền logarithm sẽ đơn giản một số thao tác phức tạp từ đó

giảm độ phức tạp phần cứng. Ngoài ra, tính toán hàm logarithm là một

thao tác không thể thiếu trong nhiều ứng dụng DSP. Kiến trúc của bộ

chuyển đổi logarithm nhị phân đề xuất đạt được độ phức tạp phần cứng

thấp. Đóng góp của đề xuất này được trình bày trong các công trình số

1 và số 2.

2. Đề xuất một phương pháp cải tiến cho bộ chuyển đổi pha thành biên độ

cho tính toán hàm sin ứng dụng trong bộ tổng hợp tần số số trực tiếp.

Phương pháp đề xuất đã cải thiện độ phức tạp kiến trúc bộ chuyển đổi

pha thành biên độ trong DDFS. Đóng góp của đề xuất này được trình

bày trong công trình số 3.

3. Đề xuất một phương pháp xấp xỉ và các hàm toán học phổ biến trong

DSP dựa trên xấp xỉ tuyến tính hai mức. Phương pháp đề xuất đã được

áp dụng cho thực thi phần cứng 6 hàm toán học điển hình. Các kết quả

thực thi cho thấy phương pháp đề xuất đạt được hiệu quả về tốc độ.

Đóng góp của đề xuất này được trình bày trong công trình số 4.

4. Đề xuất phương pháp thực thi phần cứng tính toán các hàm toán học

dựa trên tính toán ngẫu nhiên kết hợp với xấp xỉ các hàm toán học phức

tạp bằng các hàm tuyến tính phân đoạn đều. Các kết quả thực thi theo
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phương pháp đề xuất đã cải thiện được hiệu năng của các lõi tính toán.

Đóng góp của đề xuất này được trình bày trong công trình số 5 và số 6.

4. Bố cục luận án

Luận án được tổ chức thành 5 chương, bố cục cụ thể như sau:

• Chương 1: CƠ SỞ VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

Trong chương này trình bày những kiến thức cơ sở liên quan tới luận án

bao gồm: khái quát về sử dụng các hàm toán học trong các ứng dụng

DSP; các phương pháp thiết kế phần cứng cho tính toán hàm toán học.

Chương này cũng trình bày phương pháp chung cho thực thi phần cứng

các hàm toán học được áp dụng trong luận án.

• Chương 2: THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN LOGARITHM NHỊ

PHÂN

Trong chương này trình bày tổng hợp các phương pháp thực thi hàm

logarithm nhị phân trên cơ sở phương pháp của Mitchell. Từ đó đề xuất

một phương pháp xấp xỉ hàm logarithm dựa trên kỹ thuật xấp xỉ phân

đoạn tuyến tính với các hệ số tối ưu có kết hợp bảng LUT sửa lỗi. Đề

xuất một kiến trúc phần cứng tính toán hàm logarithm nhị phân, thực

thi kiến trúc đề xuất trên FPGA và ASIC được thực hiện và so sánh với

các nghiên cứu trước đó.

• Chương 3: THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN HÀM SIN

Chương này trình bày một cải tiến trong phương pháp tính toán hàm

sin ứng dụng cho bộ tổ hợp tần số trực tiếp. Phương pháp đề xuất dựa

trên xấp xỉ tuyến tính đều có kết hợp với LUT sửa lỗi. Các phân tích và
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tối ưu số được sử dụng để đạt được lỗi xấp xỉ tối thiểu và kiến trúc phần

cứng có độ phức tạp thấp. Dựa trên phương pháp đề xuất, một kiến trúc

bộ tổ hợp tần số trực tiếp được đề xuất và thực thi. Các kết quả thực

thi được so sánh với các nghiên cứu tương tự cho thấy đạt được cải thiện

về tài nguyên phần cứng.

• Chương 4: THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN HÀM TOÁN HỌC

DỰA TRÊN XẤP XỈ TUYẾN TÍNH HAI MỨC

Chương này sẽ trình bày một phương pháp mới để thực thi các hàm toán

học phổ biến trong xử lý tín hiệu số. Phương pháp đề xuất dựa trên xấp

xỉ tuyến tính hai mức trong đó có sử dụng nội suy đối xứng. Kiến trúc

tổng quát của phương pháp đề xuất được đưa ra và áp dụng cho thực

thi 6 hàm toán học điển hình. Các kết quả thực thi trên FPGA và ASIC

cho thấy hiệu quả về tốc độ thực thi.

• Chương 5: THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN CÁC HÀM TOÁN

HỌC SỬ DỤNG LOGIC NGẪU NHIÊN VÀ XẤP XỈ PHÂN ĐOẠN

TUYẾN TÍNH ĐỀU

Tính toán các hàm toán học như các hàm lượng giác, hàm logarithm,

hàm mũ, hàm sigmoid, tanh là đòi hỏi đặt ra trong nhiều ứng dụng của

DSP và mạng nơ-ron. Chương này trình bày một phương pháp mới để

thực thi phần cứng tính toán các hàm toán học nói trên. Phương pháp

đề xuất dựa trên xấp xỉ các hàm toán học bằng các các hàm tuyến tính

phân đoạn đều. Sau đó, các hàm xấp xỉ tuyến tính được thực thi dựa

trên logic ngẫu nhiên. Các kết quả thực thi cho thấy phương pháp đề

xuất đã cải thiện hiệu năng của các mạch tính toán so với các phương

pháp trước đó.



Chương 1

CƠ SỞ VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

1.1. Các hàm toán học trong xử lý tín hiệu số

Các hệ thống xử lý tín hiệu số thực hiện các chức năng khác nhau đều dựa

trên một tập hợp các thao tác tính toán cơ bản được thực hiện trên phần

cứng. Các thao tác tính toán cơ bản bao gồm phép cộng, phép nhân cho đến

các hàm cơ sở như các hàm lượng giác, hàm mũ, khai căn, logarithm. . . Các

hàm cơ sở đóng vai trò quan trọng trong nhiều ứng dụng bao gồm khoa học

tính toán, đồ họa máy tính, các ứng dụng đồ họa 3D, xử lý tín hiệu số và

thiết kế có hỗ trợ máy tính (CAD: Computer Aided Design) [3–6]. Thiết kế

phần cứng hiệu quả cho tính toán các hàm toán học này có ý nghĩa quan

trọng trong nâng cao hiệu năng các hệ thống xử lý tín hiệu số.

Trong ứng dụng DSP, một thao tác thường xuyên là phải tính toán hàm

sin(ωt) ở đây t là thời điểm lấy mẫu và t = kts với fs = 1
ts
là tần số lấy mẫu.

sin(ωt) = sin(2π f kts) = sin(2π
f

fs
k) (1.1)

Tần số số của sóng sin f/fs có độ chính xác yêu cầu là 1/N nó là tần số

được lượng tử từ f = m
N
fs , vậy tất cả hàm cần tính toán có dạng sau:

sin(2π
m

N
k) = sin(

2π

N
i) i = mk = 0, ..., N (1.2)

Trong các ứng dụng xử lý âm thanh, tần số lấy mẫu fs tùy thuộc vào các

loại âm thanh, ví dụ như tín hiệu thoại sử dụng fs = 8KHz, tần số lấy

9
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mẫu tiếng nói con người là fs = 40KHz, âm nhạc theo tiêu chuẩn MP3 có

fs = 44, 1KHz. . . Như vậy, chẳng hạn với tiếng nói con người với độ chính

xác yêu cầu khoảng 0, 1Hz có khoảng N = 400000 giá trị khác nhau được

yêu cầu. Do đó, sử dụng bảng tra là không thực tế cho các ứng dụng này.

Một phương pháp thường sử dụng để tính toán các hàm lượng giác là dùng

xấp xỉ bằng chuỗi Taylor.

sin(x) = x− 1
3!
x3 + 1

5!
x5 − 1

7!
x7 + · · ·

cos(x) = 1− 1
2!
x2 + 1

4!
x4 − 1

6!
x6 + · · ·

(1.3)

Xấp xỉ này sử dụng một số số hạng đầu tiên của khai triển và điều chỉnh

các hệ số của khai triển nhằm tăng độ chính xác. Tuy nhiên phương pháp

này đòi hỏi các mạch tính toán tính toán có độ phức tạp lớn.

Ngoài ra, tính toán hàm sin có thể được sử dụng trong bộ tổ hợp tần số

số, bộ trộn tần, bộ điều chế và giải điều chế và nhiều ứng dụng trong các hệ

thống truyền thông số.

Hàm logarithm là thao tác chính trong các ứng dụng chuyển đổi tỷ số công

suất và phổ công suất sang biểu diễn dạng đề-xi-bel, trong các ứng dụng xử lý

âm thanh [7]. Tính toán hàm logarithm còn là thao tác không thể thiếu trong

các hệ thống số logarithm (LNS: Logarithmic Number System) để chuyển đổi

dữ liệu đầu vào sang miền logarithm.

Hàm logarithm cơ số hai được quan tâm hơn cả trong thực thi tính toán

hàm logarithm. Bởi vì, không mất tính tổng quát, hàm logarithm của các cơ

số khác có thể được tính thông qua hàm logarithm cơ số hai như công thức

sau:

loga(x) = (log2a)−1log2(x) (1.4)
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Tính toán hàm logarithm còn được ứng dụng trong kỹ thuật nén ảnh và

nhận dạng tiếng nói. Trong nhận dạng tiếng nói và tổng quát là xử lý tiếng

nói, trích đặc trưng tiếng nói là một bước tính toán không thể thiếu. Trong

đó, MFCC (Mel frequency cepstral coefficients) là một phương pháp hiệu quả

cho trích đặc trưng tiếng nói [8]. Hình 1.1 biểu diễn quá trình trích đặc trưng

tiếng nói theo phương pháp MFCC.

Tạo cửa sổTạo cửa sổ FFTFFT Bộ lọc MelBộ lọc Mel

LOGLOGDCTDCT
Hệ số đặc 

trưng

Tín hiệu 

tiếng nói

Hình 1.1: Quá trình trích đặc trưng tiếng nói theo phương pháp MFCC.

Đầu tiên, tín hiệu tiếng nói được tạo khung và tạo cửa sổ. Tạo khung tín

hiệu là quá trình chặn tín hiệu tiếng nói thành các khung gồm N mẫu trên

miền thời gian. Sau bước tạo khung mỗi một khung đơn lẻ sẽ được tạo cửa sổ

bởi một hàm cửa sổ. Việc tạo cửa sổ nhằm tối thiểu hóa sự gián đoạn tại điểm

đầu và điểm cuối của mỗi khung. Các khung và hàm cửa sổ sẽ được nhân với

nhau. Giả sử hàm cửa sổ được định nghĩa là W (n), 0 ≤ n ≤ N − 1, ở đây

N là số mẫu trong một cửa sổ bất kỳ, thì tín hiệu đầu ra sau khi tạo của sổ

sẽ là Y (n) = X(n) ×W(n), 0 ≤ n ≤ N − 1 với X(n) là tín hiệu đầu

vào khối tạo của sổ. Trong các hàm cửa sổ sử dụng phổ biến nhất là cửa sổ

Hamming. Hàm cửa sổ Hamming được định nghĩa như sau

W(n) = 0, 54 − 0, 46× cos(2πn/(N− 1)); 0 ≤ n ≤ N− 1 (1.5)
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Sau khi được tạo cửa sổ tín hiệu sẽ được thực hiện biến đổi Fourier nhanh

để chuyển tín hiệu từ miền thời gian sang miền tần số. Tín hiệu sau khi thực

hiện biến đổi Fourier sẽ được cho qua một bộ lọc Mel để tạo ra thang tần số

Mel phù hợp với đặc tính tiếp nhận tần số của hệ thống thính giác con người.

Sau bộ lọc Mel, phép tính logarithm sẽ được thực hiện như công thức (1.6).

Cuối cùng một phép biến đổi Cosine rời rạc sẽ được thực hiện để tạo ra các

hệ số MFCC

FMel = 781× log2(1 + fnorm), (1.6)

ở đây FMel là chỉ đặc trưng MFCC và fnorm giá trị tần số chuẩn hóa nhận

được bởi mô-đun FFT.

Trong kỹ thuật đồ họa 3D, hơn 80% thời gian xử lý của bộ xử lý đồ họa

là để thực hiện dựng ảnh (render), hơn nữa hơn 90% thời gian xử lý dựng

ảnh là thực hiện tính toán các hàm toán học cơ sở [1]. Vì vậy, các hàm toán

học cơ sở được sử dụng thường xuyên trong ứng dụng xử lý đồ họa 3D và nó

quyết định tốc độ xử lý của các đơn vị xử lý đồ họa.

Một thao tác thường xuyên trong tạo ảnh 3D là nội suy giá trị các thuộc

tính phổ biến như màu sắc, tọa độ kết cấu từ một giá trị nguyên thủy. Để

nhận được giá trị chính xác, cần nội suy một hàm của thuộc tính, kết quả

nội suy sau đó được chuyển bằng một hàm nghịch đảo để tạo ra giá trị cuối

cùng tại mỗi điểm ảnh. Các hàm khác cũng được thường xuyên sử dụng

trong các chương trình dựng bóng điểm ảnh. Mạch tính toán hàm căn bậc

hai là một hàm phổ biến trong tạo bóng độ sáng. Ngoài ra, các hàm như

2x, log2(x), sinx và cosx là thao tác quan trọng trong chương trình tạo

bóng của kỹ thuật đồ họa [9].
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Như vậy, tính toán các hàm toán học là yêu cầu đặt ra trong hầu hết các

ứng dụng DSP. Với các yêu cầu ngày càng cao về tài nguyên và tốc độ của

các bộ xử lý DSP, cần có các giải pháp thiết kế phần cứng hiệu quả cho tính

toán các hàm toán học.

1.2. Các phương pháp thực thi phần cứng cho tính toán các

hàm toán học

Tính toán các hàm cơ sở là yêu cầu đặt ra trong nhiều ứng dụng của xử lý

tín hiệu số. Mặc dù các chương trình phần mềm có thể tính toán các hàm cơ

sở một cách chính xác, nhưng chúng thường có độ trễ lớn và không phù hợp

với các ứng dụng cường độ tính toán cao và đòi hỏi thời gian thực. Thực thi

các hàm cơ sở bằng phần cứng có ưu điểm đáng kể về mặt tốc độ cũng như

khả năng tăng thông lượng bằng việc sử dụng song song nhiều mô-đun phần

cứng.

Các yêu cầu ngày càng lớn về tốc độ và thông lượng của nhiều ứng dụng

là một động lực cho việc phát triển các phương pháp phần cứng để tính toán

các hàm cơ sở với tốc độ cao. Hơn nữa, phần cứng tính toán các hàm cơ sở

một cách hiệu quả và chính xác là cần thiết trong nhiều ứng dụng như đơn

vị xử lý đồ họa (GPUs: Graphics Processing Units), các bộ xử lý tín hiệu số

(DSPs: Digital Signal Processors), bộ đồng xử lý số dấu phẩy động của bộ

xử lý đa năng và ASIC [10–12].

1.2.1. Phương pháp xấp xỉ bằng đa thức

Phương pháp xấp xỉ bằng đa thức là một giải pháp phổ biến trong xấp xỉ

các hàm toán học. Trong đó, một hàm f sẽ được xấp xỉ bởi một đa thức p
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có bậc d trong khoảng [a, b]. Đa thức xấp xỉ có dạng như sau:

p(x) = cdx
d + cd−1x

d−1 + ......+ c1x+ c0, (1.7)

với qui tắc của Horner, đa thức trên có thể được viết lại dưới dạng:

p(x) = ((cdx+ cd−1)x+ ...)x+ c0, (1.8)

ở đây x là dữ liệu đầu vào. Để tối thiểu hóa sai số xấp xỉ ε = ‖p− f‖,
phương pháp xấp xỉ minimax thường được sử dụng. Trong đó, cực đại của trị

tuyệt đối sai số sẽ được tối thiểu hóa. Sai số cho phương pháp xấp xỉ minimax

sẽ là:

‖p− f‖ = max
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| (1.9)

với [a, b] là khoảng xấp xỉ. Nhiều nghiên cứu đã dựa vào các phương pháp khác

nhau như phương pháp sử dụng khai triển Taylor, phương pháp Legendre,

phương pháp Chebyshev, xấp xỉ Minimax để tối thiểu hóa lỗi cực đại. Bảng

1.1 biểu diễn sai số cực đại và trung bình sai số của xấp xỉ hàm ex trên

khoảng [−1, 1] bằng xấp xỉ sử dụng đa thức bậc nhất với các phương pháp

khác nhau. Có thể thấy rằng phương pháp minimax cho sai số cực đại là nhỏ

nhất còn phương pháp Legrendre tạo ra trung bình sai số nhỏ nhất. Vì vậy,

khi đòi hỏi sai số cực đại là nhỏ thì phương pháp minimax được sử dụng. Đa

thức minimax thường được xác định dựa trên kiểu lặp sử dụng thuật toán

chuyển đổi Remex [13], nó thường được sử dụng để xác định các hệ số tối ưu

cho bộ lọc số.

Sidahao và các cộng sự trong [14] đã xấp xỉ các hàm trên toàn bộ khoảng

giá trị của nó bằng các đa thức bậc cao. Phương pháp này có ưu điểm là yêu

cầu bộ nhớ thấp, tuy nhiên nó có độ giữ chậm lớn. Hơn nữa, nhìn chung là
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Bảng 1.1: Sai số cực đại và trung bình sai số trong xấp xỉ đa thức bậc 1 của hàm ex

trên khoảng [−1, 1] với các phương pháp khác nhau.

Phương pháp Taylor Legendre Chebyshev Minimax

Lỗi cực đại 0,718 0,439 0,372 0,279

Trung bình lỗi 0,246 0,162 0,184 0,190

khó chấp nhận được với các hàm có tính phi tuyến lớn. Pineiro và các cộng

sự trong [15] đã chia khoảng giá trị của hàm thành một số đoạn đều và xấp

xỉ mỗi đoạn bằng các đa thức minimax bậc hai. Phương pháp này phù hợp

với ước lượng các hàm với độ chính xác vừa phải (nhỏ hơn 24 bit).

1.2.2. Phương pháp bảng chia đôi và bảng nhiều phần

Phương pháp bảng chia đôi (BTM: Bipartite Method) phân chia đầu vào

x có độ rộng n bit thành 3 phần x0, x1, x2 với độ rộng bit tương ứng là

n0, n1, n2. Giả sử rằng 0 ≤ x < 1, thì đầu vào x có thể được biểu diễn như

sau:

x = x0 + x1 × 2−n0 + x2 × 2−(n0 + n1). (1.10)

Sử dụng khai triển Taylor tại điểm x0 + x1 × 2−n0, hàm f(x) có thể được

biểu diễn như sau:

f(x) = f(x0 + x1 × 2−n0) + x2 × 2−(n0 +n1)f ′(x0 + x1 × 2−n0) + εapx,

(1.11)

ở đây, εapx biểu diễn lỗi xấp xỉ gây ra bởi việc loại bỏ các số hạng bậc cao

trong khai triển. Sau khi xấp xỉ đạo hàm f ′(x0 + x1 × 2−n0) bằng f ′(x0)

sẽ phát sinh một lỗi khác là εslp, do đó công thức (1.11) sẽ được viết lại như



16

sau:

f(x) = f(x0 + x1 × 2−n0)︸ ︷︷ ︸
F0(x0, x1)

+ x2 × 2−(n0 +n1)f ′(x0)︸ ︷︷ ︸
F1(x0,x2)

+ εapx + εslp

≈ f̃(x) = F0(x0, x1) + F1(x0, x2). (1.12)

x0

TO
F0(x0, x1)

TIV
F1(x0, x2)

x1 x2

Bộ cộng

n0 n1 n2

WTIVWT0

( )f x

Hình 3: Phương pháp BTM

Trong phương pháp cộng bảng đối xứng (STAM: Symmetric Table 

Addition Method) [18] sử dụng tổng cộng m  LUT, đầu vào được chia thành 

1m  phần.

0 0 1 1( )

0 1 2 2 mn n n n

mx x x x     
      (0.7) 

với cặp chỉ số 
0 1( , )x x của 

0 1n n  bit dùng để định địa chỉ cho TIV và 

1m   cặp chỉ số 
0 1( , ), 1,2, ..., 1ix x i m    của 

0 1in n   bit dùng để định địa chỉ 

cho ( 1)m  TOi. So với phương pháp BTM thì khi thực thi phương pháp 

STAM sẽ đạt được kích thước tổng cộng của các LUT nhỏ hơn bởi vì TO ban 

đầu đã được chia thành vài các TOi, thực ra BTM là một trường hợp đặc biệt 

của STAM với 2m  . 

Trong phương pháp bảng nhiều phần [19] ngoài việc khai thác tính đối 

xứng của các TO như trong [17], [18] kích thước của các TO và kích thước 

tổng cộng của bảng sẽ giảm hơn nữa bằng việc cho phép phân chia chỉ số đầu 

tiên trong cặp chỉ số định địa chỉ cho các TO thành các phần khác nhau. 1m   

Hình 1.2: Phương pháp BTM.

Vậy phương pháp bảng chia đôi xấp xỉ hàm f(x) bởi hàm f̃(x) sử dụng

hai LUT. LUT thứ nhất được gọi là bảng các giá trị khởi tạo (TIV: Table of

Initial Values) sẽ chứa F0(x0, x1) được định chỉ số bằng x0, x1 và LUT thứ

hai gọi là bảng độ dịch (TO: Table of Offsets) chứa F1(x0, x2) được định chỉ

số bởi x0, x2. Độ rộng bit của các phần chia nhỏ đầu vào n0, n1, n2 (tương

ứng với số đầu vào của LUT) và các độ rộng bit của từ nhớ trong LUT (ký

hiệu là wTIV và wTO) sẽ được lựa chọn sao cho thỏa mãn độ chính xác yêu
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cầu. Với các thiết kế yêu cầu độ chính xác trung thực thì lỗi tổng cộng thường

nhỏ hơn 1 đơn vị có trọng số nhỏ nhất (ulp: unit in the least position). Các

độ rộng bit wTIV , wTO bao gồm cả các bit yêu cầu đầu ra và các bit bảo vệ,

các bit dư thừa sẽ không được xem xét. Như chỉ ra trong [16] lỗi làm tròn

cuối cùng có thể giảm nhỏ hơn 0,5 ulp nếu chúng ta tạo ra bit 1 ở vị trí tiếp

theo của bit bảo vệ cuối cùng trước khi các giá trị được lưu trữ vào trong

TIV và các TO. Ngoài ra, trong [17] chỉ ra rằng kích thước của các TO có

thể giảm đi một nửa nếu sử dụng tính đối xứng của các nội dung chứa trong

TO.

Trong phương pháp cộng bảng đối xứng (STAM: Symmetric Table Addi-

tion Method) [18] sử dụng tổng cộngm LUT, đầu vào được chia thànhm + 1

phần.

x = x0 + x1 × 2−n0 + · · · + xm × 2−(n0 +n1 + ···+nm−1), (1.13)

với cặp chỉ số (x0, x1) của n0 + n1 bit dùng để định địa chỉ cho TIV và

m − 1 cặp chỉ số (x0, xi+1), i = 1, 2, ... , m− 1 của n0 + ni+1 bit dùng

để định địa chỉ cho (m− 1) TOi. So với phương pháp BTM thì khi thực thi

phương pháp STAM sẽ đạt được kích thước tổng cộng của các LUT nhỏ hơn

bởi vì TO ban đầu đã được chia thành một số TOi, thực ra BTM là một

trường hợp đặc biệt của STAM với m = 2.

Trong phương pháp bảng nhiều phần [19] ngoài việc khai thác tính đối

xứng của các TO như trong [17] [18] kích thước của các TO và kích thước

tổng cộng của bảng sẽ giảm hơn nữa bằng việc cho phép phân chia chỉ số

đầu tiên trong cặp chỉ số định địa chỉ cho các TO thành các phần khác nhau.

m − 1 bảng TOi, i = 1, 2, ... , m − 1 sẽ được chỉ số bởi (x0,i, xi+ 1), i =
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1, 2, ... , m−1 ở đây x0,i không nhất thiết phải bằng x0,0, cặp chỉ số đầu tiên

sẽ được sử dụng để định địa chỉ cho TIV. Vậy, STAM có thể được coi là một

trường hợp đặc biệt của phương pháp bảng nhiều phần tổng quát hơn với

x0,i = x0,0, i = 1, 2, ... , m − 1. Hình 1.3 biểu diễn kiến trúc tổng quát

của phương pháp bảng nhiều phần. Kích thước của TIV và các TO tương

ứng là 2n0,0 +n1 × wTIV = 2α × w bit và 2n0,i +ni+1 × wTOi bit. Ở đây wTIV

và wTOi là độ rộng từ nhớ trong TIV và các TO.

x0 x1 x2 x3 xm

TIV TO1 TO2 TOm-1

Mạch cộng nhiều đầu vào

n0 n2 n3 nm

n0,0 n0,1 n0,2 n0,m-1

W TO2
wTO1

w TOm1
w

n0

f(x)

Hình 1.3: Phương pháp MTM.

1.2.3. Thuật toán CORDIC

CORDIC là viết tắt của COordinate Rotations DIgital Computer là phương

pháp nổi tiếng để tính toán các hàm toán học một cách đơn giản và hiệu quả.

Thuật toán CORDIC được đưa ra bởi Volder trong [20] cho tính toán các

hàm lượng giác, nhân, chia và chuyển đổi các kiểu dữ liệu. Sau đó được tổng

quát hóa để tính toán cho các hàm hyperbolic bởi Walther [21]. Thuật toán
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CORDIC được ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực tính toán, nó là một

phương pháp hiệu quả trong thực thi phần cứng các hàm cơ sở.

Thuật toán CORDIC dựa trên các công thức lặp đơn giản, trong đó việc

thực thi chỉ bởi các phép cộng và dịch nhằm tránh việc sử dụng các thao

tác nhân và chia phức tạp. Thuật toán CORDIC tổng quát bao gồm ba công

thức lặp cơ bản sau:

xk+1 = xk −mδkyk2−k

yk+1 = yk + δkxk2
−k (1.14)

zk+1 = zk − δkσk.

Các hằng số m, δk và σk phụ thuộc vào tính toán cụ thể được thực hiện,

cụ thể như sau:

• m sẽ nhận một trong các giá trị 0,1 hoặc -1. m = 1 sử dụng cho tính

toán các hàm lượng giác và hàm lượng giác ngược. m = −1 sử dụng cho

tính toán các hàm hyberbolic và hyberbolic ngược, các hàm mũ, hàm

logarithm cũng như hàm căn bậc hai. m = 1 được dùng cho thực hiện

các thao tác nhân và chia.

• δk là một trong hai hàm dấu sau:

δk = sign(zk) =





1, zk ≥ 0

−1, zk < 0
hoặc δk = −sign(yk) =





1, yk < 0

−1, yk ≥ 0

(1.15)

Trường hợp đầu thường được gọi là chế độ quay, trong đó giá trị z được

điều khiển tiến tới 0, còn trường hợp thứ hai gọi là chế độ véc-tơ, trong

chế độ này giá trị của y được điều khiển về 0.
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• Giá trị σk là các hằng số được lưu trữ trong bảng và nó tùy thuộc vào

giá trị của m. Với m = 1, σk = tan−12−k với m = 0, σk = 2−k và với

m = −1, σk = tanh−12−k.

Để sử dụng các công thức này x1, y1 và z1 cần được gán các giá trị ban đầu

phù hợp. Một trong các đầu vào này, ví dụ như z1, có thể là giá trị của sin

hyperbol mà chúng ta cần xấp xỉ, sinh(z1). Trong tất cả các trường hợp các

giá trị bắt đầu cần phải được hạn chế tới một khoảng xác định xung quanh

điểm bắt đầu để đảm bảo tính hội tụ. Khi các vòng lặp được thực hiện, một

trong các biến có xu hướng tiến đến không trong khi đó các biến khác sẽ xấp

xỉ đến giá trị cần tính toán.

Nhược điểm chính của thuật toán CORDIC là nó có tính hội tụ tuyến tính

dẫn đến thời gian thực hiện cũng tỷ lệ tuyến tính với số bit của toán hạng.

Nói một cách khác, thuật toán CORDIC dựa trên các kiến trúc lặp nên độ

giữ chậm lớn, nhất là khi các toán hạng đầu vào có độ rộng bit lớn. Ngoài ra

CORDIC cũng có một hạn chế nữa là nó chỉ tính toán được một số các hàm

toán học nhất định.

1.2.4. Xấp xỉ hữu tỷ

Phương pháp xấp xỉ hữu tỷ là một phương pháp hiệu quả trong ước lượng

các hàm giải tích. Phương pháp này thực hiện xấp xỉ một hàm f(x) bởi một

hàm hữu tỷ Rmn(x). Hàm xấp xỉ Rmn(x) là một hàm được biểu diễn bởi tỷ

số của hai đa thức Pm(x) và Qn(x) có bậc tương ứng là m và n như công

thức (1.16).

f(x) ≈ Rmn(x) =
Pm(x)

Qn(x)
=

pmx
m + pm−1x

m−1 + ... + p1x + p0

qnxn + qn−1xn−1 + ... + q1x + q0

. (1.16)
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Nếu các đa thức Pm(x) và Qn(x) là các đa thức có bậc tương ứng là m

và n thì đa thức hữu tỷ Rmn(x) được tạo bởi tỷ số giữa chúng có thể đạt

được độ chính xác tương tự với trường hợp xấp xỉ bằng đa thức có bậc là

m + n. Xấp xỉ đa thức là một trường hợp đặc biệt của xấp xỉ hữu tỷ với

Pm(x) = Rm0(x). Ưu điểm của xấp xỉ hữu tỷ so với xấp xỉ đa thức (với cùng

độ chính xác yêu cầu) là bậc các đa thức sẽ nhỏ hơn và do đó đòi hỏi ít hơn

các thao tác cộng và nhân. Hơn nữa, xấp xỉ hữu tỷ cho phép thực hiện các

đa thức tử số và mẫu số đồng thời nên sẽ cải thiện được hiệu năng tính toán.

Tuy nhiên nhược điểm của phương pháp xấp xỉ hữu tỷ là yêu cầu phải thực

hiện các thao tác chia và do đó nó gây ra độ giữ chậm lớn.

Xấp xỉ hữu tỷ thường được sử dụng để thay thế cho phương pháp xấp xỉ

đa thức trong các trường hợp các hàm cần xấp xỉ chứa các điểm cực như

tan(x) hoặc các đường tiệm cận như tan−1(x). Nhìn chung, xấp xỉ hữu tỷ là

phương pháp hiệu quả để tính toán các hàm trong các bộ vi xử lý. Tuy nhiên

nó không phù hợp trong thực thi các hàm trên FPGA do đòi hỏi các bộ chia.

Thực thi phần cứng của xấp xỉ hữa tỷ đã được nghiên cứu trong [22].

1.3. Phương pháp thực thi các hàm toán học sử dụng trong

luận án

1.3.1. Phương pháp chung thiết kế các lõi phần cứng tính toán

Mục tiêu của luận án đặt ra là thiết kế các lõi phần cứng thực thi một số

hàm toán học điển hình ứng dụng trong DSP. Để dung hòa giữa độ phức tạp

của phần cứng và hiệu năng tính toán (độ chính xác, tốc độ thực hiện. . . )

phương pháp đưa ra trong luận án là thực hiện tính toán các hàm toán học

dựa trên xấp xỉ các hàm phức tạp bằng một hàm đơn giản hơn và dễ thực
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thi bằng phần cứng đồng thời sử dụng một tầng bù sai số do xấp xỉ.

Về tổng quát, các hàm xấp xỉ thường là các hàm đa thức với số bậc đa

thức xác định. Xấp xỉ đa thức bậc cao cho phép đạt được độ chính xác tốt.

Tuy nhiên, khi sử dụng xấp xỉ bằng các đa thức bậc cao sẽ làm tăng độ phức

tạp phần cứng cũng như độ trễ tính toán. Phương pháp xấp xỉ tuyến tính

cho phép kiến trúc thực hiện đơn giản hơn, tuy nhiên sai số xấp xỉ sẽ lớn hơn

so với việc sử dụng các hàm xấp xỉ bậc cao.

Với mục đích giảm độ phức tạp phần cứng của các lõi tính toán các hàm

toán học và với mức sai số có thể chấp nhận của các ứng dụng DSP, trong

luận án này sử dụng phương pháp xấp xỉ tuyến tính phân đoạn đều. Sau đó,

việc bù sai số xấp xỉ có thể thực hiện bằng cách sử dụng một LUT có kích

thước nhỏ hoặc tiếp tục sử dụng xấp xỉ tuyến tính các hàm sai số của xấp xỉ

ban đầu có lợi dụng các đặc trưng của hàm sai số để giảm chi phí phần cứng

và tăng tốc độ. Hình 1.4 mô tả phương pháp thực hiện trong luận án này.

Mạch xấp xỉ 

đơn giản

Mạch xấp xỉ 

đơn giản

Tầng bù lỗiTầng bù lỗi

Mạch kết 

hợp

Mạch kết 

hợp
x f(x)

Hình 1.4: Phương pháp độ chênh lệch.

Từ đó có thể thấy, phương pháp đưa ra cần phải giải quyết các vấn đề cơ

bản sau:
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• Cần có các thuật toán để tìm các hàm xấp xỉ phân đoạn tuyến tính tối

ưu theo tiêu chí đơn giản về thực thi nhằm giảm độ phức tạp phần cứng.

• Có các thuật toán để đảm bảo kích thước bảng LUT là tối ưu nhằm đơn

giản phần cứng và tăng tốc độ tính toán, giảm công suất tiêu thụ.

• Khảo sát các đặc trưng của các hàm lỗi gây ra bởi xấp xỉ ban đầu để có

thể lợi dụng cho tầng xấp xỉ bù lỗi nhằm đạt được kiến trúc hiệu quả.

Như vậy, phương pháp thực hiện của luận án là dựa trên kỹ thuật xấp xỉ

các hàm toán học bằng các hàm tuyến tính phân đoạn. Yêu cầu đặt ra là khi

xấp xỉ các hàm toán học bằng các hàm tuyến tính phân đoạn là tìm các hệ

số của hàm xấp xỉ sao cho dung hòa về các tiêu chí lỗi xấp xỉ và chi phí phần

cứng thực thi. Hơn nữa, do sử dụng bảng LUT để giảm giảm sai số, nên việc

tính toán dựa trên LUT cũng được xem xét nghiên cứu.

Ngoài ra, lý thuyết về tính toán ngẫu nhiên (SC: Stochastic Computing)

cho phép ứng dụng để thực thi các đơn vị số học với chi phí rất thấp và lỗi

chấp nhận được. Đặc tính cơ bản của SC là một số được biểu diễn bởi một

chuỗi bit và được xử lý bởi các mạch rất đơn giản, ví dụ như phép nhân trong

SC được thực hiện chỉ bởi một cổng AND. Trong luận án này, còn sử dụng

phương pháp thực thi các hàm toán học dựa trên xấp xỉ hàm phức tạp bằng

các hàm tuyến tính phân đoạn đều. Sau đó, các hàm xấp xỉ sẽ được thực thi

dựa trên logic ngẫu nhiên. Hình 1.5 mô tả phương pháp thực thi các hàm

dựa trên kết hợp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều và sử dụng SC. Trong đó,

hàm cần tính toán được xấp xỉ bằng các hàm tuyến tính phân đoạn. Sau đó,

được chuyển đổi sang các số ngẫu nhiên bằng mạch tạo số ngẫu nhiên (SNG:

Stochastic Number Generator) để thực hiện các thao tác tính toán trên các
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số ngẫu nhiên. Kết quả sau đó được chuyển đổi về các số nhị phân truyền

thống bằng một bộ đếm để tạo ra kết quả cuối cùng.

Xấp xỉ phân 

đoạn tuyến 

tính dều

Xấp xỉ phân 

đoạn tuyến 

tính dều

SNGSNG
Mạch tính 

toán trên logic 

ngẫu nhiên

Mạch tính 

toán trên logic 

ngẫu nhiên
CounterCounter

Tính toán trên SC

x f(x)

Hình 1.5: Phương pháp tính toán sử dụng SC.

1.3.2. Phương pháp xấp xỉ tuyến tính phân đoạn đều

Trong phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều, hàm cần tính toán

f(x) với x ∈ (α, β) được xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều. Trong đó, khoảng

giá trị x ∈ (α, β) được chia thành s phân đoạn đều nhau và mỗi phân đoạn

sẽ được xấp xỉ bởi một hàm tuyến tính. Để đơn giản về cấu trúc phần cứng

thì s được lựa chọn là một số lũy thừa của 2 (s = 1, 2, 4 ... 2k ). Trong phân

đoạn thứ i hàm xấp xỉ có thể được viết như công thức (1.16).

f(x) ≈ aix+ bi,
i

s
(β − α) ≤ x <

i+ 1

s
(β − α) , i = 0÷ s− 1.

(1.17)

Lỗi xấp xỉ trên phân đoạn thứ i là:

εi(x) = f(x)− (aix+ bi),
i

s
(β − α) ≤ x <

i+ 1

s
(β − α) ; i = 0÷ s− 1.

(1.18)

Với mục đích đạt được hàm xấp xỉ với độ chính xác tốt nhất có thể, trong

mỗi phân đoạn thứ i các hệ số ai và bi được tối ưu sao cho lỗi xấp xỉ εi(x) là

cực tiểu. Thuật toán tìm các hệ số tối ưu được mô tả như Bảng 1.2
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Bảng 1.2: Thuật toán tìm hệ số tối ưu trong từng phân đoạn.

1:
BEGIN : Khởi tạo mảng giá trị a

Khởi tạo mảng giá trị b

Khởi tạo đoạn giá trị i

2:

for p = 1 : length(a)

for q = 1 : length(b)

for k = 1 : length(x)

tính εi(x) theo công thức (1.17)

end

end

end

3:

for p = 1 : length(a)

for q = 1 : length(b)

tính εi max = max(εi(x))

end

end

4: Tính min(εi max)

5: END Xuất giá trị a, b tương ứng với min(εi max)

Tùy thuộc vào hàm f(x) cụ thể, cũng như các các yêu cầu cụ thể về độ

chính xác và độ phức tạp của phần cứng mà các hệ số ai và bi sẽ được ràng

buộc theo những điều kiện cụ thể. Thông thường để tránh việc sử dụng mạch

nhân trong kiến trúc thì các hệ số ai thường được ràng buộc dưới dạng một

số lũy thừa của hai hoặc là tổng của các số lũy thừa của hai. Khi đó mạch

nhân sẽ được thay thế bởi các thao tác dịch.

Ví dụ thực hiện thuật toán trên bằng một chương trình Matlab để xấp

xỉ hàm sinx với x thuộc khoảng (0, 1) bằng 4 phân đoạn đều, trong đó các

hệ số ai và bi được ràng buộc có dạng như công thức (1.18). Khi đó kết quả

các hệ số cho từng phân đoạn như trên Bảng 1.3. Trong Bảng 1.3, các giá trị

εimax là sai số xấp xỉ cực đại của phân đoạn thứ i. Giá trị εmax là giá trị sai
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số cực đại trên tất cả các phân đoạn, εmax = max
∀i
{εimax}.

ai =
5∑
j=0

p.2j, p = {0, 1};

bi = K.2−8 , K ∈ N.
(1.19)

Bảng 1.3: Các hệ số cho xấp xỉ tuyến tính hàm sin x bằng 4 phân đoạn.

Phân đoạn ai bi εimax

0 ≤ x < 0, 25 20 0 0,0026

0, 25 ≤ x < 0, 5 2−1 + 2−2 + 2−3 + 2−4 3.2−8 0,0031

0, 5 ≤ x < 0, 75 2−1 + 2−2 + 2−4 19.2−8 0,0031

0, 75 ≤ x < 1 2−1 + 2−3 56.2−8 0,0059

εmax = 0, 0059

1.3.3. Qui trình thiết kế và kiểm chứng các lõi phần cứng tính toán

Hình 1.6 mô tả đề xuất một qui trình thiết kế tổng quát thực hiện xấp xỉ

hóa các hàm phức tạp trong DSP sử dụng thư viện lõi IP cứng tính toán các

hàm phức tạp cho các hệ thống DSP theo phương pháp và thuật toán tối ưu

tham số thiết kế như đã trình bày ở trên. Bằng việc sử dụng một thư viện

tạo ra các lõi IP tối ưu cùng với công cụ tự động sinh mã nguồn mô tả phần

cứng (HDL) cho các hàm này, việc thực thi các phép tính toán này sẽ được

tăng tốc với lượng tài nguyên phần cứng phát sinh là tối thiểu. Một công

cụ phần mềm hỗ trợ thiết kế tự động được phát triển để tạo ra mô tả HDL

của các khối tính toán các hàm phức tạp trên DSP, cùng với các chỉ tiêu kỹ

thuật của hệ thống cho phép xuất ra mô tả HDL cho toàn hệ thống. Từ mô

tả HDL này, lõi IP có thể được sử dụng để cấu hình cho thiết bị khả trình

FPGA hay hiện thực hóa trên thư viện chuẩn ASIC.
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Chỉ tiêu kỹ 

thuật của hệ 

thống

Chỉ tiêu kỹ 

thuật của hệ 

thống

Mô tả HDLMô tả HDL

Lõi IP 

(dạng thư viện 

thiết kế)

Lõi IP 

(dạng thư viện 

thiết kế)

Cấu hình trên 

FPGA

Cấu hình trên 

FPGA
Thực thi trên 

ASIC

Thực thi trên 

ASIC

Công cụ tự động 

thiết kế

Công cụ tự động 

thiết kế

Hình 1.6: Qui trình tạo lõi IP tính toán.

Bộ tạo đầu vào dạng 

số (FPGA)

Bộ tạo đầu vào dạng 

số (FPGA)

Bộ phân tích 

logic

Bộ phân tích 

logic

Bảng mạch 

Chip

Bảng mạch 

Chip

Matlab

(PC)

Matlab

(PC)

.csv file

Kết quả về định thờiOscilloscopeOscilloscope

Kết quả kiểm tra

Hình 1.7: Qui trình kiểm chứng lõi IP tính toán.

Hình 1.7 trình bày qui trình kiểm chứng (verification) các lõi IP thực hiện

tính toán hàm phức tạp ứng dụng trong DSP. Các mẫu hình (pattern) đầu

vào được tạo ra trên FPGA, đưa tới mạch kiểm tra của chip ASIC. Kết quả

thực hiện trên lõi IP sẽ được đưa tới máy hiện sóng (oscilloscope) để kiểm
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tra một số tham số định thời (timing) như độ trễ tính toán chẳng hạn và

bộ phân tích logic (logic analyzer) để kiểm tra chức năng, có thể kết hợp với

phần mềm Matlab trên máy tính thông qua file đầu ra dạng .csv của bộ phân

tích logic.

1.4. Kết luận chương 1

Chương này đã trình bày khái quát các vấn đề cơ bản liên quan đến các

giải pháp đề xuất trong luận án bao gồm việc sử dụng các hàm toán học

trong các ứng dụng xử lý tín hiệu số, các phương pháp điển hình trong thiết

kế phần cứng tính toán các hàm toán học. Đồng thời cũng trình bày phương

pháp chung sẽ được sử dụng trong các đề xuất để thiết kế phần cứng tính

toán các hàm toán học trong luận án.



Chương 2

THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN HÀM

LOGARITHM NHỊ PHÂN

2.1. Cơ sở và động lực nghiên cứu

Sự phát triển của công nghệ mạch tích hợp đã trở thành động lực chính

cho xử lý tín hiệu số thông qua các bộ xử lý tín hiệu số. Thông thường, quá

trình xử lý tín hiệu số đòi hỏi một số lượng lớn các thao tác số học phức tạp

như các phép nhân, chia, khai căn, lũy thừa. Ví dụ trong [1] chỉ ra là 86,5%

thời gian xử lý trong hệ thống xử lý đồ họa ba chiều thời gian thực là để

thực hiện các phép nhân và chia. Phần cứng thực thi các thao tác phức tạp

này thường tiêu tốn lượng lớn tài nguyên và công suất, do đó dẫn đến độ giữ

chậm lớn. Điều này là một thách thức đặt ra cho các bộ xử lý tín hiệu số,

nhất là các ứng dụng trong các thiết bị di động và cầm tay. Các thiết bị này

thường đòi hỏi xử lý thời gian thực, hạn chế về kích thước cũng như dung

lượng bộ nhớ và công suất tiêu thụ.

Hệ thống số logarithm (LNS: Logarithmic number system) được đề xuất

như là một sự thay thế cho các hệ thống số dấu phẩy tĩnh và dấu phẩy động

để đơn giản các thao tác số học phức tạp [23]. Chẳng hạn, các phép nhân và

chia có thể được đơn giản tương ứng thành các phép cộng và trừ, trong khi

các phép tính căn bậc hai và lũy thừa được đơn giản tương ứng thành các

phép dịch và nhân. Vì vậy, các mạch phần cứng cũng sẽ được đơn giản hơn.

29
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Ngoài ra, LNS vốn đã có các đặc tính đơn giản của hệ thống số dấu phẩy

tĩnh và đặc tính khoảng động lớn của hệ thống số dấu phẩy động. Tuy nhiên

các phép cộng và trừ trong LNS là các hàm phi tuyến. Nhiều nghiên cứu

đã được thực hiện để nhằm đơn giản phần cứng thực thi các hàm cộng/trừ

logarithm [24–28]. Để đơn giản hơn, các phương pháp lai đã được đề xuất

để kết hợp các thao tác phức tạp trong LNS với các phép cộng/trừ đơn giản

trong hệ thống số dấu phẩy động/dấu phẩy tĩnh [2, 29–31].

Hệ thống LNS hứa hẹn là phù hợp với các ứng dụng công suất thấp. Tuy

nhiên, các thao tác cộng và trừ trong LNS sẽ phức tạp hơn, nhược điểm này

dẫn đến hạn chế khả năng sử dụng rộng rãi LNS. Vì vậy một giải pháp đặt

ra là kết hợp LNS với hệ thống số nhị phân truyền thống gọi là hệ thống số

lai (HNS: Hybrid Number System) trong đó đảm bảo được ưu điểm của hai

hệ thống số này. Trong HNS các bộ chuyển đổi logarithm nhị phân (LOGC:

Logarithm Converters) và các bộ chuyển đổi logarithm ngược (ALOGC: Anti-

Logarithmic Converters) là thành phần không thể thiếu. Trong thực thi các

bộ xử lý ảnh 3D tài nguyên chiếm của các LOGC và ALOGC chiếm khoảng

64% tài nguyên tổng cộng của bộ xử lý như thể hiện ở Hình 2.1 [31]. Vì vậy,

việc giảm độ phức tạp của các bộ chuyển đổi LOGC và ALOGC sẽ dẫn tới

giảm đáng kể tài nguyên chung của các bộ xử lý tín hiệu số sử dụng HNS.

Hơn nữa, trong nhiều ứng dụng xử lý tín hiệu số thời gian thực, chẳng hạn

như các ứng dụng trong các hệ thống truyền thông không dây thì các bộ

chuyển đổi logarithm và logarithm ngược có hiệu năng cao, tiêu tốn ít tài

nguyên và công suất thấp là rất cần thiết.

LNS yêu cầu phải chuyển đổi dữ liệu đầu vào sang miền logarithm, có

nghĩa là phải tính toán logarithm của dữ liệu đầu vào, sử dụng các bộ chuyển
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để kết hợp các thao tác phức tạp trong LNS với các phép cộng/trừ đơn giản 

trong hệ thống số dấu phẩy động/dấu phẩy tĩnh [45], [46], [3], [47]. 

Hệ thống LNS hứa hẹn là phù hợp với các ứng dụng công suất thấp. tuy 

nhiên, các thao tác cộng và trừ trong LNS sẽ phức tạp hơn, nhược điểm này 

dẫn đến hạn chế khả năng sử dụng rộng rãi LNS. Vì vậy một giải pháp đặt ra 

là kết hợp LNS với hệ thống số nhị phân truyền thống gọi là hệ thống số lai 

(HNS: Hybrid Number System) trong đó đảm bảo được ưu điểm của hai hệ 

thống số này. Trong HNS các bộ chuyển đổi logarithm nhị phân (LOGC: 

logarithm converters) và các bộ chuyển đổi logarithm ngược (ALOGC: Anti-

Logarithmic Converters) là thành phần không thể thiếu. Trong thực thi các bộ 

xử lý ảnh 3D tài nguyên chiếm của các LOGC và ALOGC chiếm khoảng 64 

% tài nguyên tổng cộng của bộ xử lý như thể hiện ở hình 2.1 [48]. Vì vậy, 

việc giảm độ phức tạp của các bộ chuyển đổi LOGC và ALOGC sẽ dẫn tới 

giảm đáng kể tài nguyên chung của các bộ xử lý tín hiệu số sử dụng HNS. 

Hơn nữa, trong nhiều ứng dụng xử lý tín hiệu số thời gian thực, chẳng hạn 

như các ứng dụng trong các hệ thống truyền thông không dây thì các bộ 

chuyển đổi logarithm và logarithm ngược có hiệu năng cao, tiêu tốn ít tài 

nguyên và công suất thấp là rất cần thiết.  

 

 

Hình 2.1: Phân bố tài nguyên phần cứng cho bộ xử lý HNS. Hình 2.1: Phân bố tài nguyên phần cứng cho bộ xử lý HNS.

đổi logarithm đòi hỏi phí tổn thêm phần cứng. Về mặt lý thuyết, logarithm

của một số có độ chính xác là vô hạn. Tuy nhiên, trong thực tế logarithm

của dữ liệu đầu vào được tính toán với độ chính xác hữu hạn tùy thuộc vào

ứng dụng. Nói chung, các chuyển đổi logarithm có độ chính xác cao đòi hỏi

các bộ chuyển đổi phức tạp và làm tăng chi phí về phần cứng.

Một số phương thức khác nhau đã được để xuất cho việc thực thi phần

cứng các bộ chuyển đổi logarithm. Các phương pháp này có thể phân thành

ba loại chính: 1) các phương pháp dựa trên phương pháp Mitchell; 2) các

phương pháp dựa trên LUT và 3) các phương pháp truy toán ký số (Digit

Recurrence Methods).

Để thực thi một bộ chuyển đổi logarithm tốc độ cao và đơn giản về phần

cứng, Mitchell trong [32] đã sử dụng xấp xỉ đường cong logarithm bởi một

đoạn tuyến tính đơn giản. Phương pháp xấp xỉ của Mitchell có lỗi xấp xỉ lớn

và do đó nhiều nghiên cứu sau này đã được đề xuất để cải thiện độ chính xác

và dung hòa giữa tài nguyên, tốc độ và/hoặc công suất tiêu thụ. Các phương
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pháp này nhìn chung là chia khoảng giá trị đầu vào thành một số khoảng

nhỏ hơn (thường 2, 3, 4, 6 và 8 khoảng) và xấp xỉ mỗi khoảng giá trị đó bằng

các hàm tuyến tính và do đó đạt được lỗi xấp xỉ nhỏ hơn [33–41].

Các phương pháp dựa trên phương pháp của Mitchell là rất phù hợp với

các ứng dụng đòi hỏi độ phức tạp phần cứng thấp, công suất nhỏ và tốc độ

cao mà không đòi hỏi độ chính xác cao. Đồ họa 3D [37], phân tích độ hội tụ

của phương pháp lặp Jacobi [29], chuyển đổi cosin rời rạc và chuyển đổi cosin

rời rạc ngược cho nén ảnh [30], là các ví dụ điển hình cho việc sử dụng các bộ

tính toán logarithm mà trong đó không đòi hỏi cao về độ chính xác và cho

phép đạt hiệu quả về công suất, tài nguyên và tốc độ.

Phương pháp truy toán ký số [42–46] có thể đạt được độ chính xác cao và

hiệu quả về tài nguyên phần cứng. Tuy nhiên, phương pháp này dựa trên các

kiến trúc lặp nên thường có độ trễ tính toán lớn và do đó không phù hợp với

các ứng dụng đòi hỏi tốc độ tính toán cao. Phương pháp tính toán dựa trên

LUT đạt được độ chính xác và tốc độ tính toán cao. Tuy nhiên nó đòi hỏi

dung lượng bộ nhớ lớn nhất là khi độ rộng dữ liệu đầu vào có kích thước lớn,

dẫn đến tiêu tốn về mặt tài nguyên và công suất tiêu thụ.

Với một độ chính xác đã cho, sẽ là lý tưởng nếu chuyển đổi logarithm được

thực thi với tối thiểu về phần cứng và tốc độ cực đại. Điều này là rất quan

trọng với nhiều ứng dụng nhất là các bộ xử lý đồ họa 3D (ví dụ như bộ xử

lý đồ họa NVIDIA R© Tesla R© GPUs [47]) trong đó có hàng trăm thậm chí

là hàng nghìn lõi, mỗi lõi chứa hơn một ALU thực hiện các thao tác trong

LNS sử dụng chuyển đổi logarithm dựa trên phương pháp của Mitchell như

chỉ ra trong [37]. Vì vậy, một cải thiện nhỏ về độ phức tạp phần cứng và độ

giữ chậm cũng dẫn đến cải thiện đáng kể hiệu năng.



33

Các bộ chuyển đổi dựa trên phương pháp của Mitchell trong đó sử dụng

phương pháp xấp xỉ tuyến tính với tối ưu lỗi xấp xỉ nhìn chung là đạt được

độ chính xác không cao, nó phù hợp với các ứng dụng đòi hỏi độ phức tạp

phần cứng thấp và tốc độ cao. Để đạt được tốc độ chuyển đổi nhanh và độ

chính xác cao thì phương pháp sử dụng bảng là một giải pháp phù hợp. Tuy

nhiên, phương pháp này có một hạn chế đáng kể là đòi hỏi dung lượng bộ

nhớ lớn nhất là khi độ dài từ dữ liệu đầu vào lớn. Điều này dẫn đến làm tăng

độ phức tạp phần cứng, công suất tiêu thụ lớn và khó khăn trong sử dụng

các công cụ tổng hợp. Một giải pháp hứa hẹn cải thiện được độ chính xác mà

vẫn đảm bảo được một chi phí phần cứng nhỏ là sử dụng các xấp xỉ tuyến

tính dựa trên phương pháp của Mitchell kết hợp với một bảng LUT nhỏ để

bù lỗi nhằm tăng độ chính xác.

2.2. Các nghiên cứu liên quan

Các phương pháp chuyển đổi logarithm nhị phân dựa trên phương pháp

của Mitchell có thể đạt được kiến trúc phần cứng của các bộ chuyển đổi có

độ phức tạp thấp và tốc độ chuyển đổi nhanh, nó phù hợp với các ứng dụng

đòi hỏi hiệu quả về mặt tài nguyên, hiệu năng tính toán và không yêu cầu

cao về độ chính xác. Mục này sẽ trình bày phương pháp chuyển đổi logarithm

của Mitchell và các nghiên cứu sau đó dựa trên phương pháp đề xuất của

Mitchell nhằm cải thiện độ chính xác.

2.2.1. Phương pháp Mitchell

Mitchell trong [32] đã đề xuất một phương pháp xấp xỉ cho tính toán hàm

logarithm của một số nhị phân như sau: Về mặt toán học một số nhị phân

không dấu N trong khoảng 0 ≤ N ≤ (2n − 1)2j, ở đây j, k ∈,Z, n ∈,N,
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j ≤ k ≤ n− 1 + j và zi ∈ {0, 1} có thể biểu diễn như sau:

N = zk...z2z3z0.z−1z−2z−3...zj =
k∑

i=j

2izi (2.1)

Không mất tính tổng quát, có thể coi như zk = 1 vì nó là bit ‘1’ đầu tiên

và công thức (2.1) có thể được viết lại như sau:

N = 2k +
k−1∑

i=j

2izi = 2k(1 +
k−1∑

i=j

2i−kzi) = 2k(1 + x), (2.2)

ở đây, x =
k−1∑
i=j

2i−kzi trong khoảng [0, 1). Như vậy, logarithm cơ số 2 của

N sẽ là:

log2(N) = k + log2(1 + x), (2.3)

trong đó k = blog2(N)c và log2(1+x) tương ứng là phần nguyên và phần

thập phân của log2(N). Giá trị của k có thể nhận được bằng việc sử dụng

một bộ phát hiện bit ‘1’ đầu tiên (LOD: Leading-One Detector) trong dữ liệu

đầu vào. Vì vậy, tính toán log2(N) sẽ tùy thuộc vào tính toán log2(1 + x).

Trong phương pháp của mình, Mitchell đã tính log2(1 + x) bằng xấp xỉ đơn

giản như sau:

log2(N) ≈ k + LA1.Mitchell(1 + x) = k + x (2.4)

Phương pháp xấp xỉ của Mitchell cho phép thực thi đơn giản về phần cứng.

Tuy nhiên, độ chính xác của xấp xỉ này là thấp và do vậy nhiều nghiên cứu

đã tập trung để đề xuất các giải pháp nhằm tăng độ chính xác.

2.2.2. Các phương pháp tính toán hàm logarithm dựa trên phương pháp
Mitchell

Để cải thiện độ chính xác, một số nghiên cứu đã đề xuất các giải pháp

khác nhau cho xấp xỉ hàm log2(1 + x). Nhìn chung, các phương pháp này
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thực hiện xấp xỉ hàm log2(1 + x) bằng cách chia khoảng [0, 1) của x thành

một số đoạn, trên mỗi đoạn sử dụng một hàm xấp xỉ. Tổng quát, các hàm

xấp xỉ có thể mô tả như sau:

log2(1 + x) ∼= LAS(1 + x)

= as × x+ bs

=





x+ cs × xMSBh + ds, as ≥ 1

x+ cs × x̄MSBh + ds, as < 1,
(2.5)

ở đây, xMSBh là ký hiệu của h bit có trọng số lớn nhất của x, x̄MSBh là

số bù 1 của xMSBh. Các ký hiệu as, bs, cs và ds là các hệ số của hàm xấp xỉ

tại đoạn thứ s, S là số đoạn xấp xỉ. Trong các phương pháp trên, lỗi tuyệt

đối cực đại (MAE: Maximum Absolute Error) và phần trăm lỗi tuyệt đối cực

đại (MAPE: Maximum Absolute Percentage Error) được ký hiệu như công

thức (2.6) và (2.7). Các giải pháp đưa ra chủ yếu nhằm tìm các hệ số của

hàm xấp xỉ theo tiêu chí tối thiểu MAE và MAEP.

MAE = max
∀x
{|log2(1 + x)− LAS(1 + x)|} (2.6)

MAEP = max
∀N

{|log2(1 + x)− LAS(1 + x)|
log2(N)

× 100%

}
(2.7)

Combet và các cộng sự trong [33] chia khoảng giá trị của x thành 4 phân

đoạn đều và các hệ số của hàm xấp xỉ được xác định bằng phương pháp “thử

và lỗi”. Hall và các cộng sự trong [34] đề xuất một phương pháp xấp xỉ tuyến

tính phân đoạn với 1, 2, 4 và 8 phân đoạn đều và việc tìm các hệ số hàm xấp

xỉ theo phương pháp trung bình bình phương lỗi. Dựa trên phân tích sự khác

biệt của giá trị chính xác hàm logarithm và xấp xỉ của Mitchell, SanGregory

và các cộng sự trong [35] chia khoảng giá trị x thành 2 phân đoạn và đề xuất
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chỉ sử dụng 4 MSBs của x cho công thức hàm xấp xỉ. Nhằm đạt được chi phí

phần cứng thấp, Abed và Siferd trong [36] đề xuất xấp xỉ phân đoạn tuyến

tính với 2, 3 và 6 phân đoạn. Việc xác định các hệ số thông qua mô phỏng

phần mềm. Trong đó, 3, 4 và 6 MSBs của x được sử dụng tương ứng với các

trường hợp 2, 3 và 6 phân đoạn. Kim và các cộng sự trong [37] chia khoảng

của x thành 8 phân đoạn và sử dụng 25 MSBs trong công thức xấp xỉ. Tương

tự như phương pháp ban đầu của Mitchell, Li và các cộng sự trong [38] chỉ

xấp xỉ hàm log2(1 + x) bằng một đoạn thẳng nhưng đường xấp xỉ được dịch

chuyển theo chiều thẳng đứng lên một giá trị so cho lỗi cực đại trong xấp xỉ

của Mitchell giảm đi một nửa. Bằng các phân tích về hình học của mối liên

hệ giữa đường cong log2(1 + x) với một hình bình hành, Juang và các cộng

sự trong [39] đã đề xuất một xấp xỉ hai phân đoạn và chỉ sử dụng 4 MSBs

cho phương trình sửa lỗi. Một xấp xỉ với 4 phân đoạn đã được đề xuất bởi

Gutierrez và Valls trong [40], trong đó sử dụng 8 MSBs cho biểu diễn xấp

xỉ. De Caro và các cộng sự trong [41] đã đề xuất một xấp xỉ 2,4 và 8 phân

đoạn dựa trên tiêu chí tối thiểu phần trăm lỗi xấp xỉ. V.P. Hoang và C. K.

Pham trong [48] đã thực hiện xấp xỉ hàm log2(1 + x) theo phương pháp cận

đối xứng. Trong đó, xấp xỉ hàm lỗi của Mitchell bằng hai cặp đoạn đối xứng

nhằm đạt được kiến trúc phần cứng có độ phức tạp thấp.

2.2.3. Khái quát về độ chính xác

Bảng 2.1 thể hiện độ chính xác của các phương pháp chuyển đổi loga-

rithm nhị phân dựa trên phương pháp của Mitchell. Với mỗi phương pháp

các tham số gồm: số phân đoạn; lỗi dương cực đại (MPE: Maximum Pos-

itive Error); lỗi âm cực đại (MNE: Maximum Negative Error); khoảng lỗi
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Bảng 2.1: Độ chính xác của các phương pháp dựa trên phương thức Mitchell.

Phương pháp Số đoạn
MPE
(×10−3)

MNE
(×10−3)

ER
(×10−3)

MPEP
(%)

MNEP
(%)

EPR
(%)

Mitchell [32] 1 86,1 0 86,1 5,361 0 5,361

Combet [33] 4 8,0 -6,2 14,2 0,185 -0,267 0,452

Hall [34] 4 8,1 -2,3 10,4 0,126 -0,781 0,907

SanGregory [35] 4 29,3 -28,0 57,3 0,431 -1,540 1,917

Abed [36]
2 44.9 -18,3 63,2 0,930 -0,554 1,484

3 29,3 -20,8 50,1 0,431 -0,268 0,699

6 13,2 -13,0 26,2 0,153 -0,154 0,307

Kim [37] 8 2,0 -1,5 3,5 0,050 -0,044 0,094

Li [38] 1 43,0 -43,0 86,0 2,645 -4,304 6.949

Juang [39] 2 37,0 -9,8 46,8 1,079 -0,096 1,175

Gutierzet [40] 4 7,2 -7,9 15,1 0,181 -0,793 0,974

De Caro [41]
2 22,9 -28,6 51,5 0,582 -0,498 1,080

4 9.8 -6,8 16,6 0,183 -0,431 0,603

8 2,8 -2,5 5,3 0,032 -0,031 0,063

V. P. Hoang [48] 4 7,2 -7,9 15,1 0,181 -0,793 0,974

(ER: Error Range); phần trăm lỗi dương cực đại (MPEP: Maximum Pos-

itive Error Percentage) và phần trăm lỗi âm cực đại (MNEP: Maximum

Negative Error Percentage). Trong các phương pháp kể trên, phương pháp

của Kim và các cộng sự trong [37] đạt được MAE = 0, 002 là tốt nhất

(MAE = max(|MPE|, |MNE|), trong khi phương pháp của De Caro và các

cộng sự trong [41] đạt được MAEP = 0, 032% là tốt nhất.

2.3. Đề xuất phương pháp xấp xỉ hàm logarithm

Với mục đích thiết kế tạo một bộ chuyển đổi logarithm tốc độ cao và đơn

giản về phần cứng, luận án đề xuất một phương pháp xấp xỉ hàm logarithm

trên cơ sở phương pháp của Mitchell. Trong đó, hàm log2(1 +x) được xấp xỉ

bằng phương pháp phân đoạn tuyến tính. Để đơn giản về mặt cấu trúc phần

cứng thì số đoạn được chia là một số lũy thừa của 2 và các phân đoạn là đều
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nhau. Số phân đoạn lớn sẽ tăng độ chính xác tuy nhiên cũng làm tăng độ

phức tạp phần cứng. Vì vậy, để dung hòa giữa độ phức tạp phần cứng và độ

chính xác trong phương pháp đề xuất sẽ sử dụng xấp xỉ với bốn phân đoạn

(S = 4). Hàm xấp xỉ cho phân đoạn thứ i có thể viết như sau:

log2(1 + x) ≈ a(x) = aix+ bi, i = 0÷ 3. (2.8)

Để đơn giản hơn nữa trong cấu trúc phần cứng, các hệ số ai và bi trong

phương pháp đề xuất được ràng buộc theo dạng biểu diễn như công thức (2.9).



ai =

M∑
k=1

pk2
−n, pk ∈ {−1, 0, 1}

bi = Bi2
−K, Bi, K ∈ Z

(2.9)

Sai số do xấp xỉ của phân đoạn thứ i sẽ là:

E(x) = log2(1 + x)− (aix+ bi) (2.10)

Để giảm lỗi một bảng LUT được sử dụng để chứa các giá trị độ lệch để

bù lại sai số xảy ra do xấp xỉ. Hình 2.2 mô tả phương pháp xấp xỉ đề xuất.

Trong đó, các giá trị đầu vào x sẽ tương ứng cho ra các giá trị của hàm xấp

xỉ a(x) và các giá trị độ lệch giữa hàm xấp xỉ và giá trị chính xác của hàm

log2(1 + x) được lưu trong một LUT. Một bộ cộng sẽ được sử dụng để tạo

ra các giá trị hàm log2(1 + x) được xấp xỉ. Về mặt nguyên tắc, muốn tăng

độ chính xác có thể tăng kích thước của bảng LUT, tuy nhiên việc tăng kích

thước của LUT sẽ làm tăng độ phức tạp của phần cứng.

Nhằm đảm bảo lỗi xấp xỉ là nhỏ và đồng thời giảm kích thước của bảng

LUT, thuật toán đề xuất nhằm tìm giá trị tối ưu của các hệ số ai và bi sao

cho lỗi xấp xỉ là cực tiểu. Thuật toán đề xuất gồm có hai bước: bước thứ nhất

là tìm các giá trị của các hệ số ai và bi theo phương pháp trung bình bình

phương cực tiểu, bước thứ hai là gán các giá trị ai và bi có dạng như (2.9).
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Nhằm đảm bảo lỗi xấp xỉ là nhỏ và đồng thời giảm kích thước của bảng 

LUT, thuật toán đề xuất nhằm tìm giá trị tối ưu của các hệ số ai và bi sao cho 

lỗi xấp xỉ là cực tiểu. Thuật toán của chúng tôi gồm có hai bước: bước thứ 

nhất là tìm các giá trị của các hệ số ai và bi  theo phương pháp trung bình bình 

phương cực tiểu, bước thứ hai là gán các giá trị ai và bi có dạng như (3.2). 

log2(1+x)

a(x)

E(x)
(LUT)

+

x

Hình 3.1: Phương pháp xấp xỉ đề xuất

Bước 1: tìm các hệ số ai, và bi theo phương pháp trung bình bình 

phương cực tiểu.

Lấy trung bình bình phương lỗi trong khoảng [x1, x2]: 

2

1

2 2

2 1 2

2 1

1
{log (1 ) - ( )} ;   0 1

-

x

x

E x ax b dx x x
x x

         (3.4) 

Để tìm lỗi cực tiểu giải hệ sau để tìm a, b:    

2

1

2

1

2

2

2

2

-2 {log (1 ) - ( )} 00

-2{log (1 ) - ( )} 00

x

x

x

x

E x x ax b dx

a

E
x ax b dx

b

   
 

 
 

    





         

(3.5) 

Giải (3.5) với bốn đoạn đều nhau của x trong khoảng [0,1) ta có các hệ số

của bước thứ nhất (astep1, bstep1) như bảng 3.1. 

Bảng 3.1: Các hệ số ai, bi của bước thứ nhất

Hình 2.2: Phương pháp xấp xỉ đề xuất.

Bước 1: tìm các hệ số ai, và bi theo phương pháp trung bình bình phương

cực tiểu.

Lấy trung bình bình phương lỗi trong khoảng [x1, x2]

E2 =
1

x2 − x1

x2∫

x1

{log2(1 + x)− (ax+ b)}2
dx, 0 ≤ x1 < x2 < 1 (2.11)

Để tìm lỗi cực tiểu giải hệ sau để tìm a, b:




∂E2

∂a
= 0

∂E2

∂b
= 0

⇔





x2∫
x1

−2x{log2(1 + x)− (ax+ b)}dx = 0

x2∫
x1

−2{log2(1 + x)− (ax+ b)}dx = 0
(2.12)

Giải hệ (2.12) với bốn đoạn đều nhau của x trong khoảng [0, 1) ta có các

hệ số của bước thứ nhất (astep1, bstep1) như Bảng 2.2.

Bước hai: Tìm các giá trị ai và bi có dạng như công thức (2.9), bước này

được tiến hành như sau:

Trước tiên gán các giá trị ai có dạng như trong công thức (2.9) có giá trị

gần nhất với các giá trị trong bước 1 (astep1). Nhằm đạt được sự dung hòa

giữa độ phức tạp của phần cứng và độ chính xác cần đạt được, các hệ số ai

sẽ ấn định có dạng là tổng của hai số lũy thừa của 2. Ví dụ ở đoạn thứ nhất

gán a1 = 20 + 2−2 ≈ 1, 2856. Tiếp theo tìm lại giá trị bi tối ưu thỏa mãn
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Bảng 2.2: Các hệ số ai, bi của bước thứ nhất.

x astep1 bstep1

0 ≤ x < 0, 25 1,2856 0,0062

0, 25 ≤ x < 0, 5 1,05104 0,0633

0, 5 ≤ x < 0, 75 0,8890 0,1435

0, 75 ≤ x < 1 0,7701 0,2320

công thức (2.9) theo thuật toán mô tả ở Bảng 2.3. Thuật toán này sẽ tìm các

hệ số K và Bi trong công thức (2.9) nhằm tìm ra hệ số bi thỏa mãn lỗi xấp

xỉ là cực tiểu.

Bảng 2.3: Thuật toán tìm hệ số bi tối ưu trong từng phân đoạn.

1:
BEGIN : Khởi tạo mảng giá trị B

Khởi tạo mảng giá trị K

Khởi tạo đoạn giá trị i

2:

for p = 1 : length(B)

for q = 1 : length(K)

for k = 1 : length(x)

tính E(x) theo công thức (2.10)

end

end

end

3:

for p = 1 : length(K)

for q = 1 : length(B)

tính Emax = max(E(x))

end

end

4: Tính min(Emax)

5: END Xuất giá trị B,K tương ứng với min(Emax)

Sau khi thực hiện gán các giá trị ai và thực hiện tính toán các hệ số bi

theo lưu đồ thuật toán ở trên, nhận được các giá trị ai, bi sau bước thứ hai
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(astep2, bstep2) như trong Bảng 2.4.

Bảng 2.4: Các hệ số ai, bi của bước thứ hai.

x astep2 bstep2

0 ≤ x < 0, 25 20 + 2−2 2−7

0, 25 ≤ x < 0, 5 20 + 2−4 2−4

0, 5 ≤ x < 0, 75 20 − 2−3 77× 2−9

0, 75 ≤ x < 1 2−1 + 2−2 2−2

Như vậy, hàm xấp xỉ được biểu diễn như công thức (2.13)

log2(1 + x) ≈





(20 + 2−2)x+ 2−7, 0 ≤ x < 0, 25

(20 + 2−4)x+ 2−4, 0, 25 ≤ x < 0, 5

(20 − 2−3)x+ 77× 2−9, 0, 5 ≤ x < 0, 75

(2−1 + 2−2)x+ 2−2, 0, 75 ≤ x < 1

(2.13)

2.4. Phân tích sai số và so sánh

Phương pháp đề xuất được tiến hành phân tích sai số và so sánh với các

kết quả trong [34], [41] và [48] (cũng xấp xỉ tuyến tính 4 đoạn). Các tham số

được phân tích và so sánh lỗi gồm các tham số sai số (MAE, MPE, MNE),

trung bình sai số, các tham số phần trăm sai số (MPEP, MNEP) và trung

bình phần trăm sai số.

Hình 2.3 thể hiện sai số của phương pháp đề xuất trong trường hợp chưa

sử dụng LUT (a), và sai số của phương pháp đề xuất khi có sử dụng bảng

LUT kích thước 5 × 128 bits (b). Hình 2.4 thể hiện kết quả phần trăm sai

số tương ứng với trường hợp không sử dụng LUT (a) và khi có sử dụng LUT



42

(b).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

x

Lỗ
i x

ấp
 x

ỉ

 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8
x 10

−4

x
Lỗ

i x
ấp

 x
ỉ c

ó 
sử

 d
ụn

g 
LU

T 
LU

T
 5

x1
28

 b
its

Đề xuất
 Mitchell

a) b)

Hình 2.3: Sai số của phương pháp xấp xỉ đề xuất.
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Hình 2.4: Phần trăm sai số của phương pháp xấp xỉ đề xuất.

Bảng 2.5 thể hiện các giá trị tham số đánh giá sai số của phương pháp đề

xuất. Các giá trị về độ lệch cực đại, tỷ lệ sai số cực đại là tương tự với các

kết quả trong [34], [41] và [48]. Đặc biệt các tham số về trung bình sai số và

trung bình phần trăm sai số là giảm đáng kể so với các kết quả trong [34], [41]
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và [48]

Bảng 2.5: Phân tích sai số và so sánh của phương pháp đề xuất.

Phương pháp E.L.Hall [34] De caro [41]
V.P.

Hoang [48]

Đề xuất
(chưa sử dụng

LUT)

Đề xuất
(có sử dụng

LUT)

MPE 8, 1× 10−3 9, 8× 10−3 10, 1× 10−3 6,3× 10−3 7,49× 10−4

MNE −2, 3× 10−3 −6, 8× 10−3 −10, 1×10−3 −8,8× 10−3 −7,88× 10−4

MAE 8, 1× 10−3 9, 8× 10−3 10, 1× 10−3 8,8× 10−3 7,88× 10−4

Trung bình lỗi 1, 2× 10−3 2, 1× 10−3 2, 1× 10−3 1,76× 10−3 1,43× 10−6

MEP 0, 78 % 0, 43 % 0, 40 % 0,78 % 0,07%

MPEP 0, 13 % 0, 18 % 0, 31 % 0,18 % 0,01%

MNEP −0, 78 % −0, 43 % −0, 40 % −0,78 % 0,07%

Trung bình
phần trăm lỗi

5, 81× 10−5 2, 03× 10−4 2, 48× 10−4 4,98× 10−5 2,42× 10−6

2.5. Kiến trúc phần cứng và kết quả thực thi

Dựa trên phương pháp đề xuất, một kiến trúc phần cứng của bộ chuyển

đổi logarithm cho số nguyên N có 16 bit đầu vào tương ứng với 4 bit phần

nguyên và 13 bit phần thập phân đầu ra được thực hiện. Kiến trúc phần cứng

đề xuất cho tính toán hàm logarithm cơ số hai của một số N thể hiện như

Hình 2.5. Khối phát hiện bit 1 trọng số cao nhất và mã hóa (LODE) để tính

toán phần nguyên k và mã hóa thành chuỗi nhị phân. Một khối đảo (INV)

và mạch ghi dịch (Barrel Shifter) được sử dụng để tạo ra phần thập phân

x. Hai bit MSB của x được sử dụng để lựa chọn một trong bốn đoạn xấp

xỉ. Các bộ ghép kênh được sử dụng để lựa chọn các thao tác dịch phải của
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chuỗi bit đầu vào nhằm tạo ra hệ số góc (ai), một bảng LUT nhỏ chứa hệ số

của bốn đoạn tuyến tính (Cof. LUT). Một bảng LUT chưa các giá trị bù lỗi

(Error. LUT). Để tăng độ chính xác xấp xỉ có thể tăng kích thước của bảng

LUT này, tuy nhiên để dung hòa giữa tài nguyên sử dụng và độ chính xác

kích thước bảng LUT được lựa chọn là 5× 128 bits. Đầu ra của khối xấp xỉ

tạo ra phần thập phân F của log2N .

MUX

MUX

Cof. LUT

Error. LUT

>> 2

>> 4

>> 3

>> 1

+/- +

Sign..Ext

Barrel Shifter

INV

LODE

2MSB

7MSB

2MSB

13

135

13

13

13

13

13

4

13
13

13

13 13

13

13

13

13

Mạch xấp xỉ

W

F

16

4

k

Hình 2.5: Kiến trúc đề xuất cho bộ tính toán logarithm 16 bit.

Kiến trúc đề xuất đã được mô hình hóa trên ngôn ngữ VHDL và thực thi

trên thiết bị Xilinx FPGA Spatan 3E. Tài nguyên tiêu tốn trong thực thi

trên FPGA được tính thông qua số FPGA LUT được sử dụng. Kiến trúc đề

xuất được thực thi và so sánh với các nghiên cứu tương tự thông qua tham số

tích giữa chi phí thực thi và độ trễ (ADP: Area-Delay product). Bảng 2.6 thể

hiện các kết quả thực thi trên FPGA của phương pháp đề xuất và so sánh

với các kết quả trong [34], [41], [40]. Tham số ADP của kiến trúc đề xuất đã
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giảm được 36 % so với phương pháp trong [34], so với các kết quả trong [40]

và [41] đã giảm tương ứng là 14 % và 13 %.

Bảng 2.6: Kết quả thực thi và so sánh trên FPGA.

Phương pháp Slices FPGA LUTs Delay (ns) ADP(×103)

Hall [34] 98 188 28,574 5,371

Guitierz [40] 86 163 24,479 3,965

De Caro [41] 86 162 24,479 3,965

Đề xuất 81 149 23,066 3,436

Bảng 2.7: Kết quả thực thi và so sánh trên ASIC của phương pháp đề xuất.

Phương pháp Gutierez [40] Hall [34] De caro [41] Đề xuất

Diện tích (×103µm2) 42,9 54,1 40,3 27,2

Độ giữ chậm (ns) 12,2 13,2 12,0 11,5

ADP(×103) 523,4 714,1 483,6 312,8

Công suất (µW ) 17,70 23,09 14,98 9,40

 

Phương pháp Diện tích 

(×10
3
µm

2
) 

Độ giữ chậm 

(ns) 

ADP 

(×10
3
) 

Công suất động 

(µW) 

Công suất đỉnh 

(µW) 

Gutierez [x] 42.9 12.2 523.4 17.4 0.30 

Hall [x] 54.1 13.2 714.1 22.7 0.39 

De caro [x] 40.3 12.0 483.6 14.7 0.28 

Đề xuất  27.2 11.5 312.8 9.22 0.18 

 

Hình 2.x : Netlist được tổng hợp của bộ chuyển đổi logarithm 16 bit sử dụng thư 

viện ASIC SOTB CMOS 65nm 

Chỉ tiêu kỹ 

thuật của hệ 

thống

Mô tả HDL

Lõi IP 

(dạng thư viện 

thiết kế)

Cấu hình trên 

FPGA
Thực thi trên 

ASIC

Công cụ tự động 

thiết kế

 

Hình 2.x: Qui trình tạo lõi IP của bộ chuyển đổi logarithm đề xuất. 

Hình 2.6: Netlist được tổng hợp của bộ chuyển đổi logarithm 16 bit sử dụng thư viện
ASIC SOTB CMOS 65nm.

Ngoài ra, kết quả thực thi cho bộ chuyển đổi logarithm theo phương pháp
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đề xuất trên công nghệ ASIC SOTB CMOS 65nm thể hiện trên Bảng 2.7.

Có thể thấy rằng bộ chuyển đổi logarithm đề xuất đã cải thiện đáng kể tài

nguyên, tốc độ tính toán và công xuất tiêu thụ. Công suất tiêu thụ được ước

lượng dựa trên netlist được tổng hợp bằng công cụ Synosys Design Compiler.

Hình 2.6 là netlist của bộ tạo logarithm đề xuất. Hình 2.7 thể hiện layout

của bộ chuyển đổi logarithm đề xuất trên công nghệ ASIC CMOS 65nm.

Hình 3.6 thể hiện layout của bộ chuyển đổi logarithm đề xuất trên công 

nghệ ASIC CMOS 65nm. Hình 3.7 trình bày qui trình kiểm chứng (verification) 

lõi IP thực hiện tính toán hàm logarithm 16 bit đề xuất. Các mẫu hình (pattern) 

đầu vào được tạo ra trên FPGA, đưa tới mạch kiểm tra của chip ASIC. Kết quả 

thực hiện trên lõi IP sẽ được đưa tới máy hiện sóng (oscilloscope) để kiểm tra 

một số tham số định thời (timing) như độ trễ tính toán chẳng hạn và bộ phân tích 

logic (logic analyzer) để kiểm tra chức năng, có thể kết hợp với phần mềm 

Matlab trên máy tính thông qua file đầu ra dạng .csv của bộ phân tích logic. 

Bảng 2.x:  Kết quả thực thi bộ chuyển đổi logarithm 16-bit trên công nghệ 

ASIC CMOS SOTB 65nm. 

Design 16-bit logarithm generator 

Technology CMOS 65nm 

Supply voltage 0,5V 

Cell area 7.5×10
3
µm

2
 

Maximum clock freq. 100 MHz 

  
 

 

Hình 2.x: Layout của bộ chuyển đổi logarithm 16-bit (145×145µm). Hình 2.7: Layout của bộ chuyển đổi logarithm 16-bit (145× 145µm).

2.6. Kết luận chương 2

Trong chương này, nghiên cứu sinh đã trình bày một phương pháp xấp

xỉ hàm logarithm trên cơ sở phương pháp của Mitchell. Trong đó sử dụng

phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều, với các hệ số góc của đoạn

là có dạng là tổng của các số lũy thừa của hai. Để tăng độ chính xác xấp xỉ,

một bảng LUT 5× 128 bits được sử dụng. Trên cơ sở đó một kiến trúc thực
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hiện cho bộ chuyển đổi một số nhị phân 16 bit nguyên cũng được đề xuất và

thực thi trên FPGA và ASIC. Các kết quả thực thi và kiểm chứng cho thấy

bộ chuyển đổi logarithm đề xuất cải thiện về tài nguyên phần cứng.



Chương 3

THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN HÀM SIN

3.1. Đặt vấn đề

Tính toán hàm sin là một yêu cầu đặt ra trong nhiều ứng dụng DSP chẳng

hạn trong các bộ tổ hợp tần số trực tiếp (DDFS: Direct Digital Frequency

Synthesizer), trong các mạch trộn tần, các mạch điều chế số. Tính toán hàm

sin có thể thực hiện bằng phần mềm, tuy nhiên tốc độ tính toán là chậm và

không phù hợp với các ứng dụng đòi hỏi tốc độ xử lý cao. Vì vậy, với các ứng

dụng yêu cầu về tốc độ cao và các DSP thời gian thực, thực thi bằng phần

cứng là cần thiết. Một vài phương pháp thực thi hàm sin đã được nghiên

cứu, chẳng hạn như các kiến trúc tính toán hàm sin dựa trên thuật toán

CORDIC [20]. Tuy nhiên, các kiến trúc này dựa trên giải pháp lặp do vậy

không phù hợp với các ứng dụng yêu cầu tốc độ tính toán cao và các ứng

dụng DSP thời gian thực. Ngoài ra, một số phương pháp xấp xỉ hàm sin như

xấp xỉ bằng hàm bậc cao, xấp xỉ sử dụng chuỗi Taylor thường có độ phức tạp

phần cứng cao. Vì vậy, với các ứng dụng yêu cầu về cao về tốc độ tính toán

và đơn giản về phần cứng thực thi đòi hỏi phải có các giải pháp hiệu quả cho

thực thi tính toán hàm sin.

Các hệ thống truyền thông hiện đại với các dịch vụ tốc độ cao đòi hỏi các

bộ tổ hợp tần số chất lượng tốt. Một bộ tổ hợp tần số sử dụng xử lý tín hiệu

số để tạo ra các tín hiệu đầu ra có pha và tần số có thể điều chỉnh. Tần số
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đầu ra là một giá trị của phép chia tần số đồng hồ tham chiếu. Hệ số chia

sẽ được thiết lập bởi một từ điều chỉnh nhị phân. DDFS có các ưu điểm như

độ chính xác tần số cao, tốc độ chuyển tần số nhanh, nhiễu pha thấp, có thể

điều chế trực tiếp pha và tần số. DDFS đã được sử dụng trong nhiều ứng

dụng của các hệ thống truyền thông số. Ví dụ có thể sử dụng DDFS để tạo ra

bộ tạo tín hiệu đồng hồ với 2N−1 tần số đầu ra với N là độ phân dải của bộ

tích lũy pha. Đặc điểm này là rất hữu dụng cho các hệ thống cần nhiều tần

số tham chiếu và chuyển đổi đồng hồ tham chiếu đòi hỏi nhanh và thường

xuyên. Trong các hệ thống truyền thông hiện đại, DDFS được dùng để thay

thế cho các vòng khóa pha (PLL: Phase Locked Loops) do nó có nhiều ưu

điểm hơn so với PLL. Chương này của luận án sẽ tập trung vào thiết kế phần

cứng tính toán hàm sin ứng dụng cho DDFS.

3.2. Bộ tổ hợp tần số số trực tiếp

Một DDFS có sơ đồ khối đơn giản như Hình 3.1 [49]. Nó bao gồm các khối

cơ bản sau: một bộ tích lũy pha, một bộ chuyển đổi pha thành biên độ (PAC:

Phase to Amplitude Converter), một bộ chuyển đổi số thành tương tự (DAC:

Digital Analog Converter) và một bộ lọc. Một DDFS sẽ tạo ra tín hiệu sin

với tần số cho trước. Tần số đầu ra sẽ phụ thuộc vào ba biến: tần số đồng

hồ fclk; số nhị phân được lập trình đưa tới thanh ghi pha (còn gọi là từ điều

khiển tần số, M ) và độ rộng N bit của bộ tích lũy pha. Từ điều khiển tần số

là thành phần đầu vào chính của bộ tích lũy pha.

Bộ tích lũy pha bao gồm một thanh ghi tần số N bit dùng để chứa giá trị

của từ điều khiển tần số, sau đó là một bộ cộng đủ N bit và một thanh ghi

pha. Từ điều khiển tần số sẽ được đưa vào thanh ghi tần số. Tại mỗi xung
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Hình 3.1: Sơ đồ khối đơn giản của DDFS và các tín hiệu  trong DDFS 

Bộ tích lũy pha bao gồm một thanh ghi tần số N  bit dùng để chứa giá trị 

của từ điều khiển tần số, sau đó là một bộ cộng đủ N  bit và một thanh ghi 

pha. Từ điều khiển tần số sẽ được đưa vào thanh ghi tần số. Tại mỗi xung 

đồng hồ giá trị của từ điều khiển tần số sẽ được cộng với dữ liệu trước đó và 

được giữ trong thanh ghi pha. Giá trị của từ điều khiển tần số biểu diễn góc 

pha tại mỗi bước và được cộng với giá trị trước đó tại 1 clkf  giây để tạo ra sự 

tăng pha tuyến tính. Giá trị pha được tạo ra từ bộ tích lũy pha tuân theo đặc 

tính modulo 2N
, nguyên lý của nó như một vòng quay pha số thể hiện trên 

hình 3.2. 

Hình 3.1: Sơ đồ khối đơn giản của DDFS và các tín hiệu trong DDFS.

đồng hồ giá trị của từ điều khiển tần số sẽ được cộng với dữ liệu trước đó và

được giữ trong thanh ghi pha. Giá trị của từ điều khiển tần số biểu diễn góc

pha tại mỗi bước và được cộng với giá trị trước đó tại 1/fclk giây để tạo ra

sự tăng pha tuyến tính. Giá trị pha được tạo ra từ bộ tích lũy pha tuân theo

đặc tính modulo 2N , nguyên lý của nó như một vòng quay pha số thể hiện

trên Hình 3.2.

Bộ chuyển đổi pha thành biên độ sẽ chuyển đổi góc pha cung cấp từ bộ

tích lũy pha thành biên độ sin tương ứng. Trong hầu hết các trường hợp thì

PAC sẽ được thực thi dưới dạng số và theo sau nó là một bộ chuyển đổi số-

tương tự và một bộ lọc thông thấp để tạo ra tín hiệu tương tự ở đầu ra. Cách

thực thi PAC đơn giản nhất là sử dụng một bộ nhớ ROM đóng vai trò như

là một bảng LUT, nó chuyển đổi giá trị pha thành biên độ sóng sin tương

ứng.
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Hình 3.2: Vòng pha số 

Bộ chuyển đổi pha thành biên độ sẽ chuyển đổi  góc pha cung cấp từ bộ 

tích lũy pha thành biên độ sin tương ứng. Trong hầu hết các trường hợp thì 

PAC sẽ được thực thi dưới dạng số và theo sau nó là một bộ chuyển đổi số- 

tương tự và một bộ lọc thông thấp để tạo ra tín hiệu tương tự ở đầu ra. Cách 

thực thi PAC đơn giản nhất là sử dụng một bộ nhớ ROM đóng vai trò như là 

một bảng tham chiếu (LUT), nó chuyển đổi giá trị pha thành biên độ sóng sin 

tương ứng.  

Công thức cơ bản của DDFS là: 

2

clk
out N

M f
f


                                                (3.1) 

Ở đây, 
outf  là tần số đầu ra của DDFS, M là từ điều khiển tần số nhị 

phân, 
clkf  là tần số đồng hồ của hệ thống, và N  là độ dài bit của bộ tích lũy 

pha.  

3.3. Bộ chuyển đổi pha-biên độ trong DDFS 

Trong kiến trúc của DDFS, PAC được thực thi theo cách đơn giản nhất là 

sử dụng một bảng tra (LUT: Look-up Table), trong luận án này gọi là sine-LUT. 

Cơ sở của phương thức sử dụng sin-LUT là tính toán trước các giá trị biên độ sin 

Hình 3.2: Vòng pha số.

Công thức cơ bản của DDFS là:

fout =
M × fclk

2N
, (3.1)

trong đó, fout là tần số đầu ra của DDFS, M là từ điều khiển tần số nhị

phân, fclk là tần số đồng hồ của hệ thống và N là độ dài bit của bộ tích lũy

pha.

3.3. Bộ chuyển đổi pha-biên độ trong DDFS

Trong kiến trúc của DDFS, PAC được thực thi theo cách đơn giản nhất là

sử dụng một ROM đóng vai trò như là một LUT, trong luận án này gọi là

sin-LUT. Cơ sở của phương thức sử dụng sin-LUT là tính toán trước các giá

trị biên độ sin rời rạc và lưu nó vào trong một cấu trúc dạng bảng tra, mỗi

một giá trị biên độ chứa trong bộ nhớ này được định địa chỉ bởi giá trị pha

tương ứng được cung cấp từ bộ tích lũy pha.

Nhược điểm chính của phương pháp này là độ chính xác của tần số đầu ra

phụ thuộc vào kích thước của LUT. Khi đòi hỏi về độ chính xác tần số cao sẽ
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dẫn đến yêu cầu kích thước LUT lớn và do đó tăng công suất tiêu thụ, giảm

tốc độ, tăng độ phức tạp về phần cứng và chi phí.

Có thể giảm kích thước của sin-LUT mà không ảnh hưởng đến độ chính

xác của tần số đầu ra bằng cách cắt bớt một vài bit đầu ra của bộ tích lũy

pha, chỉ giữ lại một số bit pha quan trọng nhất. Tuy nhiên, điều này sẽ gây

ra lỗi biên độ đầu ra và do đó gây ra nhiễu tại phổ đầu ra. Một kỹ thuật đơn

giản nữa để giảm độ phức tạp của PAC là lợi dụng tính đối xứng 1/4 của

hàm sin. Phương pháp này lợi dụng đặc tính của hàm sin là hàm lẻ trong

một chu kỳ do đó giá trị biên độ ở hai nửa chu kỳ là đối xứng nhau, còn

trong một nửa chu kỳ giá trị hàm sin là hàm chẵn. Do đó, để lưu giữ giá trị

của một chu kỳ sóng chỉ cần lưu trữ 1/4 chu kỳ (giá trị biên độ ứng với pha

từ 0 đến π/2). Phương pháp này cho phép nén kích thước LUT còn 1/4. Để

tạo ra tín hiệu sin đầy đủ cần phải thêm vào một số mạch logic. Hình 3.3

mô tả phương pháp lợi dụng tính đối xứng của hàm sin [49]. Bộ bù thứ nhất

sẽ sử dụng bit có trọng số lớn thứ hai của chuỗi bit đầu ra bộ tích lũy pha

(MSB2) để điều khiển việc đảo pha còn bit có trọng số lớn nhất của đầu ra

bộ tích lũy pha (MSB1) được sử dụng để đảo biên độ đầu ra của PAC

  Bộ bù 1

Chuyển đổi pha 

thành biên độ

(ROM) 

Bộ bù 2 DAC/LPF

MSB2

 MSB1

N-2 N-2 L-1 N 

Bộ tích lũy pha

Sinfin

 

Hình 3.3: Kiến trúc DDFS lợi dụng tính đối xứng góc ¼ của sóng sin 

 Ở đây, luôn xuất hiện một lỗi giữa đầu ra của PAC và giá trị sin lý tưởng. 

Lỗi này gây ra do lỗi lượng tử biên độ do biểu diễn biên độ bằng một số hữu hạn 

các bit và lỗi gây ra bởi thuật toán tính toán biên độ trong PAC. Vì vậy, phổ đầu 

ra của bộ tổ hợp sẽ gồm hai thành phần: phổ của sóng sin thuần túy và phổ do 

nhiễu gây bởi lỗi biên độ tại các mẫu đầu ra. Tỷ số công suất giữa thành phần tần 

số không mong muốn lớn nhất và công suất của hàm sin cần đạt được gọi là 

khoảng động nhiễu tự do (SFDR: Spurious Free Dynamic Range), nó là một 

tham số quyết định hiệu quả của bộ tổ hợp tần số. 

3.4. Các kỹ thuật chuyển đổi pha-biên độ 

3.4.1. Phân chia góc  

Trong kỹ thuật phân chia góc, các bit biểu diễn góc pha ở đầu ra bộ tích 

lũy pha sẽ được chia thành các phần khác nhau tương ứng với các chuỗi bit kề 

nhau, khi đó các góc pha được biểu diễn bằng tổng các góc thô và tinh. Sau 

đó sử dụng các sin-LUT để biểu diễn các góc này, đồng thời sử dụng các tính 

chất lượng giác và các kỹ thuật xấp xỉ để giảm đáng kể dung lượng của sin-

LUT so với việc sử dụng trực tiếp sin-LUT. 

Tierney và các cộng sự trong [68] là những người đầu tiên đề xuất kỹ 

thuật này. Trong phương pháp của họ, một mẫu sẽ được lưu trong bộ nhớ cho 

một giá trị hàm mũ phức tạp để ước lượng mỗi một các góc con. Vì hàm mũ 

của một tổng các giá trị sẽ là tích của các hàm mũ của mỗi giá trị, do đó cần 

có các mạch nhân phức tạp thực hiện trên các dữ liệu từ ROM. Do giải pháp 

này cần các mạch nhân phức tạp nên nó không được sử dụng rộng rãi. 

Hình 3.3: Kiến trúc DDFS lợi dụng tính đối xứng góc 1/4 của sóng sin.

Ở đây, luôn xuất hiện một lỗi giữa đầu ra của PAC và giá trị sin lý tưởng.

Lỗi này gây ra do lỗi lượng tử biên độ do biểu diễn biên độ bằng một số hữu

hạn các bit và lỗi gây ra bởi thuật toán tính toán biên độ trong PAC. Vì vậy,
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phổ đầu ra của bộ tổ hợp sẽ gồm hai thành phần: phổ của sóng sin thuần

túy và phổ do nhiễu gây bởi lỗi biên độ tại các mẫu đầu ra. Tỷ số công suất

giữa thành phần tần số không mong muốn lớn nhất và công suất của hàm sin

cần đạt được gọi là khoảng động nhiễu tự do (SFDR: Spurious Free Dynamic

Range), nó là một tham số quyết định hiệu quả của bộ tổ hợp tần số [50].

3.4. Các kỹ thuật chuyển đổi pha-biên độ

Nhiều nghiên cứu đã được thực hiện để đạt được kỹ thuật chuyển đổi pha-

biên độ hiệu quả. Các kỹ thuật chuyển đổi pha-biên độ có thể được phân chia

thành các phương pháp sau: phương pháp phân chia góc, các kỹ thuật dựa

trên quay góc, xấp xỉ đa thức và phương pháp nén biên độ sin [50].

3.4.1. Phân chia góc

Trong kỹ thuật phân chia góc, các bit biểu diễn góc pha ở đầu ra bộ tích

lũy pha sẽ được chia thành các phần khác nhau tương ứng với các chuỗi bit

kề nhau, khi đó các góc pha được biểu diễn bằng tổng các góc thô và tinh.

Sau đó sử dụng các sin-LUT để biểu diễn các góc này, đồng thời sử dụng các

tính chất lượng giác và các kỹ thuật xấp xỉ để giảm dung lượng của sin-LUT

so với việc sử dụng trực tiếp sin-LUT.

Tierney và các cộng sự trong [51]] là những người đầu tiên đề xuất kỹ

thuật này, sau đó một số nghiên cứu để cải tiến hiệu quả của phương pháp

này trong các công trình [52–56]. Điển hình của phương pháp này là nghiên

cứu của Sunderland và các cộng sự trong [53]. Trong đó, từ pha đầu vào được

chia thành 3 phần A,B và C, với A và C là các phần tương ứng với các bit
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có trọng số lớn nhất và bé nhất của từ pha đầu vào và sử dụng xấp xỉ sau:

sin θ = sin(A + B + C) = sin(A + B) cosC + cos(A + B) sinC

= sin(A + B) cosC + cosA cosB sinC − sinA sinB sinC

≈ sin(A + B) + cosA sinC (3.2)

Sau đó sin-LUT thứ nhất sẽ được sử dụng để chứa giá trị của sin(A + B)

và sin-LUT thứ hai sẽ chứa giá trị cosA. sinC được tính toán trước, đầu ra

của các ROM sẽ được cộng với nhau để tạo ra giá trị xấp xỉ của sin như mô

tả trên Hình 3.4

sin-LUT thô 
sin(A+B)

sin-LUT tinh 
cos(A)sin(C)

A

B

C

θ = A + B + C

A

sin(θ) 

Hình 3.4: Kiến trúc Sunderland.

Nicholas và các cộng sự trong [54] đưa ra một phương pháp cải tiến hơn so

với phương pháp của Sunderland. Phương pháp của Nicholas cũng áp dụng

việc phân chia thành ROM thô và ROM tinh tương tự như trong phương

pháp Sunderland. Tuy nhiên, các mẫu lưu trữ được tính toán bằng phương

pháp tối ưu số để tối thiểu hóa lỗi hoặc trung bình bình phương lỗi của giá

trị xấp xỉ và giá trị hàm sin tương ứng.
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3.4.2. Các kỹ thuật dựa trên quay góc

Với mục đích loại bỏ hoàn toàn việc sử dụng các sin-LUT một số nghiên

cứu đã sử dụng thuật toán CORDIC [20] và các thuật toán dựa trên quay góc

khác để thực hiện PAC. Nhiều nghiên cứu đã đạt được hiệu quả với SFDR

cao và độ phức tạp phần cứng phù hợp. Ưu diểm của phương pháp này là nó

dễ dàng tổng hợp, không sử dụng mạch nhân phức tạp, tuy nhiên có nhược

điểm đáng kể là phương pháp này dựa trên các kiến trúc lặp do đó độ giữ

chậm lớn.

3.4.3. Xấp xỉ đa thức

Xấp xỉ đa thức là một trong những phương pháp hiệu quả để xấp xỉ hàm

sin từ góc pha đầu vào, có thể biểu diễn xấp xỉ đa thức theo công thức tổng

quát sau [50]:

sin(
πx

2
) ≈





r∑
i=0

c0i(x − x0)
i
, x0 ≤ x < x1, (x0 = 0)

r∑
i=0

c1i(x − x1)
i
, x1 ≤ x < x2

...
r∑
i=0

cki(x − xk)
i
, xk ≤ x < xk+1

...
r∑
i=0

c(s−1)i(x − xs−1)
i
, xs−1 ≤ x < xs, (xs = 1),

(3.3)

ở đây, x là góc pha được chuẩn hóa trong khoảng [0, 1), r là bậc của đa

thức xấp xỉ, s là số phân đoạn xấp xỉ, cki là các hệ số của đa thức xấp xỉ và

xk là điểm đầu của đoạn thứ k.

Khi thực hiện xấp xỉ đa thức có bốn yếu tố chính là: bậc của đa thức xấp

xỉ; số phân đoạn được dùng; vị trí của điểm đầu mỗi đoạn và cách thức tìm
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các hệ số của đa thức xấp xỉ.

Nếu sử dụng xấp xỉ phân đoạn đều, tức là các đoạn có độ dài bằng nhau,

thì điểm đầu của mỗi đoạn xk sẽ xác định bởi công thức sau:

xk =
k

s
, k ∈ {0, 1, ... , s} . (3.4)

Hơn nữa số phân đoạn s là một số lũy thừa của hai thì giá trị của x trong

đoạn thứ k, xk ≤ x < xk+1 có thể nhận được bằng cách loại bỏ log2 s bit có

trọng số lớn nhất của giá trị đầu vào x.

Các phương pháp sử dụng xấp xỉ đa thức bậc nhất được nghiên cứu trong

các công trình [57–60]. Freeman trong [57] đã đề xuất một kiến trúc PAC dựa

trên phân chia góc phần tư thứ nhất của hàm sin thành 16 đoạn tuyến tính,

các đoạn có độ dài như nhau. Sau đó sử dụng hai LUT để chứa các hệ số và

một mạch nhân. Bellaouar và các cộng sự trong [58] đã đề xuất một phương

pháp nội suy tuyến tính cho thiết kế PAC. Phương pháp của Bellaouar dựa

trên khai triển Taylor với chỉ hai số hạng đầu tiên trong khai triển Taylor

được sử dụng. Ngoài ra, phương pháp của Bellaouar còn sử dụng một mạch

nhân. Liu và các cộng sự trong [59] đề xuất một kiến trúc PAC sử dụng xấp

xỉ đa thức bậc nhất với 12 đoạn có độ dài không bằng nhau. Do các đoạn có

độ dài không bằng nhau nên trong thực thi phần cứng độ phức tạp sẽ tăng

lên. Tuy nhiên, trong kiến trúc đề xuất của Liu không sử dụng các mạch

nhân vì các hệ số có dạng là các số lũy thừa của 2 và chúng được lựa chọn

với tiêu chí tối thiểu lỗi biên độ cực đại. Langlois và Al-Khalili trong [60] đề

xuất phương án nội suy tuyến tính với các phân đoạn có độ dài bằng nhau

tương tự như phương pháp của Freeman và Bellaouar nhưng trong đó không

sử dụng mạch nhân. Các tác giả cũng đã đề xuất một số phương án lựa chọn
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các hệ số dựa trên cực đại SFDR, một vài hệ số được thiết lập để đạt được

các thiết kế với SFDR trong khoảng từ 60 tới 96 dBc.

Các phương pháp xấp xỉ hàm sin bằng đa thức bậc cao ứng dụng cho PAC

được nghiên cứu trong các công trình [61–64]. Các nghiên cứu này thực hiện

xấp xỉ các hàm sin bằng các hàm bậc 2 đến bậc 4. Weaver và Kerr trong [61]

đề xuất một phương pháp xấp xỉ đa thức bậc hai dựa trên sử dụng ba số

hạng đầu tiên của khai triển Taylor. Kiến trúc thực hiện phương pháp của

Weaver và Kerr đòi hỏi hai sin-LUT để chứa các hệ số cùng với một mạch

nhân và một mạch bình phương. Fanucci và các cộng sự trong [62] đã thực

hiện xấp xỉ hàm sin trong góc phần tư đầu tiên, trong đó sử dụng bốn phân

đoạn và mỗi phân đoạn được xấp xỉ bằng một đa thức bậc hai. Các hệ số của

đa thức xấp xỉ được tìm để cực tiểu lỗi cực đại. Kiến trúc thực hiện phương

pháp của Fanucci sử dụng 3 sin-LUT để chứa các hệ số và hai mạch nhân để

tính toán hàm xấp xỉ. De Caro trong [63] đã đề xuất hai thiết kế cho kiến

trúc cầu phương, trong đó xấp xỉ góc phần tám đầu tiên sử dụng đa thức

bậc hai và bậc ba tương ứng cho các hàm sin và cosin. Trong mỗi trường

hợp việc lựa chọn các hệ số được thực hiện nhằm tối ưu SFDR. Một số các

phương pháp lựa chọn hệ số đã được các tác giả thực hiện bao gồm chuỗi

Taylor, đa thức Chebysev và đa thức Lengendre. Q.K. Omran và các cộng

sự trong [64] đã thực hiện một DDFS dựa trên xấp xỉ góc phần tư đầu tiên

bởi xấp xỉ hai đoạn sử dụng xấp xỉ bậc 1 cho đoạn thứ nhất và bậc 4 cho

đoạn thứ hai. Các tác giả cũng trình bày cách lựa chọn các hệ số tối ưu để

đạt được sự đơn giản về phần cứng và SFDR cao. Trên cơ sở đó, kiến trúc bộ

DDSF được đưa ra và thực thi trên ASIC. Theo các tác giả SFDR tốt nhất

đạt được là 91,244 dBc.
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3.4.4. Các phương pháp nén biên độ sin

Phương pháp nén biên độ sin là giải pháp sử dụng các mạch đơn giản để

tính toán xấp xỉ hàm sin và các giá trị độ lệch giữa hàm xấp xỉ và hàm sin

lý tưởng được chứa trong một sin-LUT, sau đó đầu ra của sin-LUT sẽ được

cộng với giá trị xấp xỉ để tạo ra kết quả cuối cùng. Phương pháp này được

mô tả như trên Hình 3.5. Hiệu quả của phương pháp này là giảm độ rộng từ

lưu trữ trong sin-LUT và do đó giảm kích thước tổng của sin-LUT. Tùy vào

độ chính xác của phép xấp xỉ mà độ rộng từ của sin-LUT sẽ giảm đi một số

xác định d và kích thước của sin-LUT sẽ giảm đi một hệ số là (L − d)/L.

Sin-LUT

Sửa lỗi

Mạch xấp xỉ

x
W

W

W

a(x)

L-d

L

sinx

Hình 3.5: Phương pháp nén biên độ sin.

Không mất tính tổng quát cho góc pha x ∈ [0, 1), sai số ε(x) giữa giá trị

sóng sin lý tưởng có biên độ là A và đầu ra của mạch xấp xỉ, a(x), được cho

bởi.

ε(x) = A sin(
πx

2
) − a(x). (3.5)

Giá trị cực đại của sai số ε(x) sẽ quyết định số bit được giảm của độ rộng từ

nhớ của sin-LUT. Với mục đích đơn giản thì các mạch xấp xỉ thường được

thiết kế sao cho sai số ε(x) là hoàn toàn âm hoặc hoàn toàn dương. Theo đó,
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để tiết kiệm một bit của từ nhớ trong sin-LUT thì giá trị tuyệt đối của ε(x)

nhỏ hơn 0,5. Để tiết kiệm được 2 bit thì |ε(x)| < 0, 25 và để tiết kiệm được

d bit thì |ε(x)| < 2d.

Một dạng đơn giản nhất của phương pháp này là thuật toán độ chênh lệch

sin-pha [53]. Trong thuật toán này, hàm a(x) trong công thức (3.5) là hàm

đơn giản a(x) = x, lỗi tuyệt đối cực đại có thể dễ dàng tính được và nó nhỏ

hơn 0,25 và vì vậy nó sẽ tiết kiệm được hai bit trong từ nhớ của sin-LUT.

Yamagishi và các cộng sự trong [65] đề xuất một cải tiến hiệu quả hơn so

với thuật toán độ chênh lệch sin-pha gọi là “xấp xỉ lượng giác kép”. Phương

pháp này giảm được 3 bit trong từ nhớ sin-LUT. Mạch xấp xỉ thực hiện theo

công thức (3.6)

a(x) =





5
4
x , 0 ≤ x < 1

2

3
4
x + 1

4
, 1

2
≤ x < 1

(3.6)

Mạch logic thực hiện thao tác xấp xỉ này là đơn giản và chỉ gồm các thao tác

dịch và cộng. Có thể dễ dàng thấy rằng sai số tuyệt đối cực đại là nhỏ hơn

0,125 và tiết kiệm được 3 bit độ dài từ nhớ trong sin-LUT.

Sodagar và Lahiji trong [66] đã đưa ra phương pháp xấp xỉ cho hai góc

phần tư đầu tiên của hàm sin bằng hàm xấp xỉ bậc hai, các khoảng giá trị

của x là chia đều và như là một nửa chu kỳ hàm sin. Phương pháp này đơn

giản và tạo ra kết quả chính xác hơn so với thuật toán độ chênh lệch sin-pha.

Với một giá trị góc pha x ∈ [0, 2) biểu diễn cho một góc trong khoảng

[0, π), đầu ra xấp xỉ cho bởi công thức (3.7).

a(x) = x(2 − x), 0 ≤ x < 2. (3.7)

Ở đây có phép trừ trong thực tế là thực hiện số bù hai của x. Sai số tuyệt
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đối cực đại là nhỏ hơn 0,0625 do vậy có thể tiết kiệm được 4 bit trong từ nhớ

của sin-LUT. Tuy nhiên phương pháp này đòi hỏi phải thực hiện phép nhân

do đó sẽ dẫn đến tăng độ phức tạp của phần cứng.

Langlois và Al-Khalili trong [67] đã đề xuất một phương pháp xấp xỉ cũng

giảm được 4 bit trong từ nhớ của sin-LUT. Phương pháp này dựa trên việc

phân chia góc phần tư đầu vào thành ba phần và sử dụng xấp xỉ tuyến tính

trong mỗi đoạn. Hàm xấp xỉ có dạng như sau:

a(x) =





0 + 3
2
x, 0 ≤ x < 5

16

5
32

+ x, 5
16
≤ x < 3

4

1
2

+ x
2
, 3

4
≤ x < 1

(3.8)

Việc thực thi mạch xấp xỉ là khá đơn giản chỉ bằng các phép dịch và các phép

cộng. Việc lựa chọn 3 phân vùng của đầu vào x dựa trên 4 bit MSB. Sai số

xấp xỉ cực đại là nhỏ hơn 0,0625 và do đó tiết kiệm được 4 bit trong từ nhớ

của sin-LUT.

L. W. Hsu và D. C. Chang trong [68] đã thực hiện một hàm xấp xỉ a(x)

dựa trên ba phân đoạn với các đoạn không đều nhau theo công thức (3.9).

Trong trường hợp này sai số cực đại là 0,029 do vậy tiết kiệm được 5 bit từ

nhớ trong sin-LUT. Theo các tác giả thì SFDR trong thiết kế của họ đạt

khoảng 75 dBc.

a(x) =





1, 4541x, 0 ≤ x < 0, 433,

0, 9539x + 0, 2151 , 0, 433 ≤ x < 0, 73,

0, 3281x + 0, 6719 , 0, 73 ≤ x < 1.

(3.9)

Trong một nghiên cứu khác, Hoang. V-P và P. Cong-Kha trong [69] đã thực

hiện hàm xấp xỉ với 4 phân đoạn không đều nhau để tối ưu sai số giữa hàm
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xấp xỉ và hàm sin lý tưởng. Hàm xấp xỉ với các hệ số tối ưu biểu diễn như

công thức (3.10). Với hàm xấp xỉ này, sai số cực đại đạt được là 0,012 và do

đó giảm được 6 bit từ nhớ của sin-LUT.

a(x) =





1, 4871x, 0 ≤ x < 0, 363,

1, 1377x + 0, 1277, 0, 363 ≤ x < 0, 598,

0, 7078x + 0, 3839, 0, 598 ≤ x < 0, 804,

0, 2399x + 0, 7601 , 0, 804 ≤ x < 1.

(3.10)

3.5. Đề xuất phương pháp cải tiến nén biên độ sin ứng dụng
trong DDFS

3.5.1. Cơ sở và ý tưởng đề xuất

Các nghiên cứu gần đây nhằm đạt được một kiến trúc DDFS hiệu quả

tập trung chủ yếu vào cải thiện hiệu năng của PAC. Khảo sát các kỹ thuật

chuyển đổi pha thành biên độ ở trên có thể đưa ra một số đánh giá như sau:

Các giải pháp dựa trên kỹ thuật phân chia góc đầu vào cho phép giảm

dung lượng sin-LUT tổng cộng. Tuy nhiên, kỹ thuật này vẫn chưa đạt được

độ giảm lớn về dung lượng của sin-LUT. Vì vậy, khi đòi hỏi độ chính xác

tần số cao thì phương pháp phân chia góc đầu vào vẫn cần một dung lượng

sin-LUT khá lớn. Các phương pháp quay góc đạt được độ chính xác cao với

chi phí phần cứng thấp tuy nhiên hạn chế về tốc độ do độ giữ chậm lớn và

tốc độ chuyển tần số thấp. Trong khi đó, phương pháp xấp xỉ đa thức có

thể đạt được độ chính xác và SFDR cao, nhưng quá trình lựa chọn các hệ số

phức tạp và đòi hỏi các bộ nhân và bình phương trong xấp xỉ sử dụng các đa

thức bậc cao do đó tăng chi phí phần cứng.

Các phương pháp nén biên độ sin là một giải pháp hiệu quả cho phép đạt
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được một kiến trúc PAC có độ phức tạp thấp. Nó dựa trên việc kết hợp xấp

xỉ đa thức với một sin-LUT sửa lỗi. Trong các kiến trúc đề xuất dựa trên

giải pháp nén biên độ sin đã đề cập ở trên, các kết quả trong [68] và [69] đạt

được tỷ số nén sin-LUT cao nhất. Tuy nhiên, có thể thấy kiến trúc của các

đề xuất này vẫn sử dụng các mạch nhân do đó có độ phức tạp phần cứng

cao. Ngoài ra, phương pháp đưa ra trong [68] và [69] dựa trên xấp xỉ phân

đoạn tuyến tính không đều do đó làm cho kiến trúc phần cứng thực hiện sẽ

phức tạp hơn. Từ những đánh giá đó có thể thấy các kiến trúc của PAC ở

các nghiên cứu trong [68] và [69] có thể được cải thiện hơn nữa.

Ý tưởng đề xuất là tiếp tục lợi dụng ưu điểm tính đối xứng 1/4 của hàm

sin và kết hợp với kỹ thuật phân chia góc. Đồng thời đề xuất một phương

pháp nén biên độ sin mới để khắc phục những hạn chế trong [68] và [69]. Cụ

thể, để đạt được tỷ số nén sin-LUT cao hơn và đồng thời kiến trúc phần cứng

đơn giản hơn, trong chương này sẽ đề xuất một phương pháp xấp xỉ dựa trên

xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều với số đoạn là một số lũy thừa của 2 và các

hệ số góc là các số có dạng là tổng của các số lũy thừa của hai.

3.5.2. Đề xuất phương pháp nén biên độ sin

Để thuận tiện cho phân tích về mặt toán học, khoảng giá trị pha của tín

hiệu đầu vào được qui ước là trong khoảng [0, 1] thay vì là [0, π/2] cho góc

phần tư đầu tiên. Giả thiết là chỉ các giá trị pha của góc phần tư đầu tiên

được lưu trữ trong sin-LUT. Công thức biểu diễn xấp xỉ như sau:

sin(
π

2
x) ≈ a(x) + ε(x) (3.11)

Trong đó a(x) là hàm xấp xỉ đề xuất và ε(x) biểu diễn sai số xấp xỉ và nó

được chứa trong một sin-LUT có kích thước nhỏ. Kích thước của sin-LUT
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tùy thuộc vào sai số xấp xỉ. Để giảm kích thước của sin-LUT, hàm xấp xỉ cần

đảm bảo sai số do xấp xỉ là nhỏ. Tuy nhiên, việc giảm kích thước sin-LUT

phải dung hòa với độ phức tạp phần cứng cần đạt được. Hàm a(x) có thể là

một hàm phân đoạn tuyến tính hoặc một hàm bậc cao. Thông thường việc

xấp xỉ bằng các hàm bậc cao sẽ đạt được độ chính xác cao hơn so với xấp xỉ

bằng hàm phân đoạn tuyến tính. Tuy nhiên, khi thực hiện xấp xỉ bằng các

hàm bậc cao sẽ đòi hỏi nhiều tài nguyên phần cứng hơn do cần phải thực

hiện các phép nhân cho các hàm phi tuyến. Trong khi đó, các hệ thống truyền

thông hiện đại đòi hỏi công suất thấp và đơn giản về phần cứng. Do vậy, xấp

xỉ bằng các hàm tuyến tính phân đoạn cho thấy là một sự lựa chọn tốt đảm

bảo công suất thấp và giảm độ phức tạp phần cứng.

Để đơn giản về phần cứng, phương pháp đề xuất sử dụng xấp xỉ tuyến

tính phân đoạn đều, với số phân đoạn s là một số lũy thừa của 2. Hàm xấp

xỉ a(x) có dạng như công thức (3.12).

a(x) =





a0x + b0, 0 ≤ x < 1
s
,

a1x+ b1,
1
s
≤ x < 2

s
,

...

as−1x+ bs−1,
s−1
s
≤ x < 1.

(3.12)

Để đơn giản hơn nữa cấu trúc phần cứng thực thi, các hệ số ai(i = 0÷s−1)

có dạng là tổng của các số lũy thừa của 2 được biểu diễn như công thức (3.13),

khi đó tránh việc sử dụng các mạch nhân trong cấu trúc phần cứng.

ai =
M∑

k=0

pk.2
−k, pk = {0, 1} (3.13)

Với mục đích đạt được tỷ số nén sin-LUT cao với mỗi một đoạn, trong

phương pháp đề xuất sẽ thực hiện tối ưu về mặt toán học để tìm các hệ số
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ai và bi tối ưu dựa trên tiêu chí là tối thiểu hóa giá trị cực đại của hàm sai

số ε(x) = sin(π
2
x)− a(x) vì giá trị cực đại này qui định số bit của từ nhớ

trong sin-LUT. Đồng thời để tránh phức tạp trong thực thi phần cứng giá trị

M trong công thức (3.13) cũng được giới hạn không quá 5 (M ≤ 5). Ngoài

ra, giá trị của hàm xấp xỉ luôn nhỏ hơn giá trị thật của hàm cần xấp xỉ

(ε(x) ≥ 0), điều này cho phép chỉ sử dụng các mạch cộng khi kết hợp mạch

xấp xỉ với sin-LUT. Thực hiện một chương trình Matlab khảo sát cho các

trường hợp với số phân đoạn khác nhau, giá trị sai số cực đại cũng như số bit

giảm được trong từ nhớ sin-LUT của các trường hợp thể hiện trên Bảng 3.1.

Trên Bảng 3.1, ký hiệu εmax là sai số cực đại trên tất cả các phân đoạn và

tương ứng với nó là số bit giảm trong từ nhớ của sin-LUT. Trong trường hợp

sử dụng 2 và 4 phân đoạn thì số bit từ nhớ của sin-LUT chỉ giảm tương ứng

là 3 và 5 bit. Khi tiếp tục tăng số phân đoạn lên 8 và 16 đoạn thì số bit giảm

tương ứng là 7 và 8 bit. Tuy nhiên, sử dụng 16 phân đoạn sẽ tạo ra kiến trúc

phần cứng phức tạp hơn khá nhiều so với sử dụng 8 phân đoạn trong khi chỉ

giảm được 1 bit. Do vậy, để dung hòa giữa độ phức tạp phần cứng và số tỷ

số nén của sin-LUT trường hợp sử dụng 8 phân đoạn là sự lựa chọn phù hợp

để thực thi phần cứng.

Bảng 3.1: Lỗi cực đại và độ giảm từ nhớ sin-LUT với số phân đoạn khác nhau.

Số phân đoạn εmax
Số bit giảm của

từ nhớ trong LUT

2 0,0726(1/14) 3

4 0,0204 (1/49) 5

8 0,0076 (1/131) 7

16 0,0026 (1/385) 8
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Các hệ số ai, bi tối ưu cho trường hợp xấp xỉ bằng 8 phân đoạn thể hiện

trên Bảng 3.2. Độ chênh lệch cực đại (εmax) trong trường hợp này là 0,0076.

Bảng 3.2: Giá trị các hệ số tối ưu của hàm xấp xỉ tuyến tính 8 phân đoạn.

Đoạn Khoảng giá trị đầu vào ai bi εimax

1 0 < x ≤ 0, 125 20 + 2−1 0 0,0076

2 0, 125 < x ≤ 0, 25 20 + 2−1 0,007 0,0021

3 0, 25 < x ≤ 0, 375 20 + 2−2 + 2−3 0,038 0,0038

4 0, 375 < x ≤ 0, 5 20 + 2−2 0,082 0,0059

5 0, 5 < x ≤ 0, 625 20 + 2−5 0,186 0,0073

6 0, 625 < x ≤ 0, 75 2−1 + 2−2 0,360 0,0063

7 0, 75 < x ≤ 0, 875 2−2 + 2−3 + 2−4 0,595 0,0065

8 0, 875 < x ≤ 1 2−3 + 2−4 0,812 0,0076

Hình 3.6 thể hiện lỗi xấp xỉ của phương pháp đề xuất so với các phương

pháp trong [68] và [69]. Bảng 3.3 thể hiện sự so sánh độ chênh lệch cực đại

và số bit có thể rút gọn trong độ dài từ nhớ của sin-LUT của phương pháp

đề xuất so với các kết quả trong [68] và [69].

Bảng 3.3: So sánh độ chênh lệch cực đại và số bit giảm của từ nhớ trong sin-LUT.

Phương pháp Maxdiff
Số bit giảm của

từ nhớ trong LUT

L. W. Hsu [68] 0,0219 (1/46) 5

Hoang. V-P [69] 0,0120 (1/83) 6

Đề xuất 0,0076 (1/131) 7
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Hình 3.6: So sánh sai số của hàm xấp xỉ đề xuất với trong [68] và [69].

3.6. Kết quả tổng hợp và thực thi

Hình 3.7 là kiến trúc của bộ chuyển đổi pha thành biên độ sử dụng phương

pháp xấp xỉ 8 phân đoạn được đề xuất ở trên. Trong đó, khối điều khiển cộng-

dịch sẽ căn cứ vào giá trị pha đầu vào để tạo tín hiệu điều khiển khối logic

cộng-dịch ứng với một trong 8 đoạn tuyến tính. Khối logic cộng-dịch thực

hiện các thao tác dịch và cộng để tính toán hàm tối ưu 8 đoạn a(x). Khối

sin-LUT dùng để chứa giá trị độ chênh lệch ε(x). Một bộ cộng được sử dụng

để tạo tín hiệu sin đầu ra.

Để đạt được tỷ số nén cao nhất có thể, trong phương pháp đề xuất có lợi

dụng tính chất đối xứng 1/4 của sóng sin và sử dụng phương thức phân chia

LUT thô/tinh. Vì vậy, chỉ có giá trị pha của góc 1/4 đầu tiên của hàm sin

được lưu trữ và sin-LUT được phân chia thành sin-LUT thô và sin-LUT tinh.

Kiến trúc đề xuất đã được thực thi trên thiết bị FPGA Xilinx Spartan-3E và

được tổng hợp bởi công cụ Xilinx ISE 12.4 Suite.
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Khối logic 

cộng - dịch

Sin-LUT

x

Điều khiển  

cộng-dịch

sinx

Hình 3.7: Kiến trúc bộ chuyển đổi pha-biên độ của phương pháp đề xuất.

Bộ DDFS theo phương pháp đề xuất được thiết kế với bộ tích lũy pha có

độ dài N = 32 bit, 12 bit pha và 11 bit biên độ sin đầu ra (tương tự với độ

chính xác của các thiết kế trong [68] và [69]). Bảng 3.4 thể hiện sự so sánh

kết quả thực thi của bộ DDFS đề xuất với các nghiên cứu tương tự trước

đó. Phương pháp đề xuất đã đạt được tỷ số nén LUT cao hơn và độ phức

tạp phần cứng nhỏ hơn so với các phương pháp trước đó. Mặc dù số phân

đoạn trong phương pháp đề xuất là lớn hơn so với trong [68] và [69] nhưng

vẫn đạt được cấu trúc phần cứng đơn giản hơn là do các đoạn được chia đều

và là một số lũy thừa của 2. Do đó, trong thực thi phần cứng chỉ sử dụng 3

bit trọng số lớn nhất của pha đầu vào để mã hóa, điều này cho phép không

cần sử dụng các mạch so sánh. Hơn nữa, các hệ số của các đoạn có dạng là

tổng các số lũy thừa của 2 nên trong cấu trúc phần cứng thực thi chỉ cần các

mạch cộng- dịch mà không cần sử dụng mạch nhân. Phương pháp đề xuất

có thể cho phép tăng số phân đoạn để đạt được độ chính xác và tỷ số nén

sin-LUT cao hơn. Tuy nhiên, điều đó sẽ làm tăng độ phức tạp phần cứng.

Để dung hòa giữa độ chính xác và tỷ số nén LUT với độ phức tạp của phần

cứng, nghiên cứu sinh đề xuất lựa chọn giải pháp xấp xỉ với 8 phân đoạn.
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Hình 3.8 là mô tả dạng sóng đầu ra với mô phỏng bằng Modelsim.

Bảng 3.4: So sánh phương pháp đề xuất với các trong phương pháp trước đó.

Phương pháp Sunderland
Độ chênh

lệch sin-pha
Độ chênh lệch
truyền thống

Hsu [68] Hoang [69] Đề xuất

Kích thước
LUT (bits)

4096 3854 2688 2560 1536 1408

Tỷ số nén
Sin-LUT

44 : 1 50 : 1 67 : 1 70 : 1 117.3 : 1 128:1

Slices 144 146 133 176 136 85

với độ phức tạp của phần cứng, nghiên cứu sinh đề xuất lựa chọn giải pháp xấp 

xỉ với 8 phân đoạn. Hình 3.x là mô tả dạng sóng đầu ra với mô phỏng bằng 

Modelsim. 

Bảng 3. So sánh phương pháp đề xuất với các trong phương pháp trước đó 

Phương pháp Sunderland 

Độ chênh 

lệch sin-

pha 

Độ chênh 

lệch 

truyền 

thống 

Trong 

[7] 

Trong 

[8] 
Đề xuất 

  Kích thước 

LUT (bits) 
4096 3854 2688 2560 1536 1408 

Tỷ số nén Sine-

LUT 
44:1 50:1 67:1 70:1 

117,3

:1 
128:1 

Số Slices 144 146 133 176 136 85 

  

 

Hình 3.x: Dạng sóng tín hiệu sin đầu ra mô phỏng trên Modelsim 

3.6. Kết luận 

Bài báo này đã trình bày một phương pháp thiết kế DDFS dựa trên 

phương thức độ chênh lệch tuyến tính với hàm tuyến tính phân đoạn đều có 

các hệ số tối ưu nhằm đạt được tỷ số nén LUT cao và cấu trúc phần cứng 

đơn giản. Một kiến trúc DDFS dựa trên phương pháp đề xuất đã được tổng 

hợp và thực thi. Kiến trúc đề xuất đã đạt được tỷ số nén LUT là 128:1 với độ 

phức tạp phần cứng nhỏ. Vì vậy, kiến trúc đề xuất là phù hợp với các ứng 

dụng đòi hỏi độ phức tạp phần cứng thấp.  

 

 

 

Hình 3.8: Dạng sóng tín hiệu sin đầu ra mô phỏng trên Modelsim.

3.7. Kết luận chương 3

Chương này đã trình bày một phương pháp tính toán hàm sin ứng dụng

cho DDFS dựa trên phương thức độ chênh lệch tuyến tính với hàm tuyến

tính phân đoạn đều có các hệ số tối ưu nhằm đạt được tỷ số nén LUT cao

và cấu trúc phần cứng đơn giản. Một kiến trúc DDFS dựa trên phương pháp

đề xuất đã được tổng hợp và thực thi. Kiến trúc đề xuất đã đạt được tỷ số

nén LUT là 128:1 với độ phức tạp phần cứng nhỏ. Vì vậy, kiến trúc đề xuất

là phù hợp với các ứng dụng đòi hỏi độ phức tạp phần cứng thấp.



Chương 4

THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN CÁC HÀM TOÁN

HỌC DỰA TRÊN XẤP XỈ TUYẾN TÍNH HAI MỨC

4.1. Giới thiệu chung

Các hàm toán học như hàm sin, logarithm, hàm mũ, hàm nghịch đảo . . .

được sử dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực như truyền thông, đồ họa máy

tính, khoa học tính toán và xử lý tín hiệu số. Thực thi các hàm toán học

nói trên có thể thực hiện bằng các chương trình phần mềm. Tuy nhiên, tính

toán các hàm toán học bằng phần mềm sẽ có tốc độ tính toán chậm. Vì vậy,

nhiều nghiên cứu đã tập trung thực hiện tính toán các hàm toán học bằng

các phần cứng chuyên dụng.

Một số các phương pháp khác nhau đã được nghiên cứu và đề xuất để thực

thi phần cứng tính toán các hàm toán học. Các phương pháp này bao gồm:

thuật toán CORDIC [20], xấp xỉ đa thức [70–72], xấp xỉ hữu tỷ [22] và các

phương pháp dựa trên bảng [9, 73–75]. Thuật toán CORDIC dựa trên kiến

trúc lặp do đó có độ giữ chậm lớn nên không phù hợp với các ứng dụng thời

gian thực. Phương pháp xấp xỉ hữu tỷ có độ chính xác khá cao tuy nhiên đòi

hỏi độ phức tạp phần cứng cao. Ngày nay, với sự phát triển của công nghệ

mạch tích hợp cho phép dung lượng bộ nhớ lớn thì các phương pháp dựa trên

bảng được sử dụng khá phổ biến. Tuy nhiên, các phương pháp dựa trên bảng

có một nhược điểm là khi độ rộng toán hạng đầu vào lớn đòi hỏi dung lượng

69
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lớn, điều đó đòi hỏi nhiều tài nguyên phần cứng cũng như khó khăn trong

thực hiện của các công cụ tổng hợp.

Mặt khác, với nhu cầu ngày càng tăng nhanh của các thiết bị điện tử thông

minh không dây, các thiết bị cầm tay, điện thoại di động, yêu cầu về hệ thống

xử lý tín hiệu số công suất thấp và nhỏ gọn ngày càng đặt ra cấp thiết. Với

các ứng dụng này thì không chỉ yêu cầu về tốc độ cao mà còn đòi hỏi cao về

công suất thấp, tài nguyên tiêu tốn ít. Tính toán các hàm toán học là những

thao tác quan trọng trong các ứng dụng xử lý tín hiệu số, chúng chiếm một

phần lớn tài nguyên phần cứng cũng như quyết định đến tốc độ xử lý của

các bộ xử lý. Vì vậy đòi hỏi có các lõi tính toán hiệu quả về tài nguyên, tốc

độ và công suất tiêu thụ.

Chương này đề xuất một phương pháp thực thi phần cứng cho tính toán

các hàm toán học được sử dụng phổ biến trong các ứng dụng xử lý tín hiệu

số. Phương pháp đề xuất dựa trên xấp xỉ các hàm toán học bằng hai mức

theo phương pháp xấp xỉ tuyến tính phân đoạn. Các kết quả thực thi cho

thấy phương pháp đề xuất đạt được hiệu quả về tốc độ thực thi.

4.2. Các nghiên cứu liên quan

Hầu hết các phương pháp thiết kế phần cứng tính toán các hàm toán học

hiện nay dựa trên việc sử dụng bảng kết hợp với sử dụng các mạch số học

đơn giản như các mạch cộng và nhân. Các phương pháp dựa trên bảng có thể

được chia thành 3 dạng [76]: các phương pháp thiên về tính toán (Compute-

bound Methods), các phương pháp thiên về bảng (Table bound Methods) và

phương pháp trung gian (in-between Methods) được coi là dung hòa giữa hai

phương pháp trên.
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Các phương pháp thiên về tính toán sử dụng một bảng có kích thước nhỏ

để chứa các tham số sau đó được sử dụng cho xấp xỉ đa thức bậc 3 hoặc bậc

cao hơn [73]. Các phương pháp này có thể đạt được độ chính xác tốt, tuy

nhiên nó có độ phức tạp phần cứng cao do sử dụng xấp xỉ bằng các đa thức

bậc cao.

Các phương pháp thiên về sử dụng bảng sử dụng bảng có kích thước lớn kết

hợp với một hoặc một vài mạch cộng, điển hình cho dạng này là các phương

pháp BTM [16], SBTM [17] và MTM [19]. Các phương pháp này nhìn chung

có tốc độ cao nhưng nhược điểm là khi kích thước toán hạng tăng thì kích

thước của bảng sẽ rất lớn.

Các phương pháp trung gian sử dụng kích thước bảng trung bình và giảm

đáng kể số lượng tính toán. Trong phương pháp này, hàm cần tính toán sẽ

được xấp xỉ bằng các đa thức phân đoạn. Trong đó, khoảng giá trị của biến

đầu vào sẽ dược chia thành các đoạn đều nhau và sử dụng xấp xỉ đa thức

trên từng phân đoạn.

Điển hình cho các phương pháp trên là các nghiên cứu trong [9] và [74,75].

Trong đó đầu vào x có n bit được chia thành hai phần x1 có n1 bit trọng số

lớn nhất và x2 có n− n1 bit có trọng số bé nhất. Trong đó x1 được sử dụng

để lựa chọn các hệ số của đa thức xấp xỉ từ các bảng chứa các hệ số. Số các

phân đoạn là 2n1 tương ứng với số đầu vào của các bảng hệ số. Hình 4.1 mô

tả kiến trúc cho xấp xỉ sử dụng đa thức bậc 1 và bậc 2 bao gồm các LUT

chứa hệ số và các mạch số học cần thiết.

Trong [74], E. George Walters và M. J. Schulte đã trình bày cách xấp xỉ

các hàm bằng hàm bậc nhất và bậc hai. Trong đó sử dụng các bộ nhân và bộ

bình phương rút gọn. Các hệ số của đa thức xấp xỉ được tính toán dựa trên
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x1x1 x2x2

c0c0 c1c1 c2c2

Mạch bình 

phương

Mạch bình 

phương

Mạch cộng nhiều đầu vàoMạch cộng nhiều đầu vào

n1 n-n1

x1x1 x2x2

c0c0 c1c1

Mạch cộng nhiều đầu vàoMạch cộng nhiều đầu vào

n1 n-n1

0 1 2( )f x c c x 
2

0 1 2 2 2( )f x c c x c x  

LUT0 LUT1
LUT0 LUT1 LUT2

Hình 4.1: Nội suy bậc 1 và bậc 2 các hàm.

tối ưu các tham số như độ rộng bit của bộ nhân rút gọn và bộ bình phương

rút gọn, số phân đoạn sử dụng với một sai số xác định.

J.A. Pineiro và các cộng sự trong [9] đã thực hiện tính toán các hàm dựa

trên nội suy bậc hai. Phương pháp tìm các hệ số của hàm xấp xỉ bậc hai của

Pineiro dựa trên một thuật toán lặp gồm 3 bước nhằm tối thiểu hóa sai số

đồng thời tối ưu số phân đoạn và độ rộng bit của các từ nhớ trong LUT chứa

các hệ số cũng như độ rộng toán hạng của các mạch số học.

S. F. Hsiao và các cộng sự trong [75] đã thực thi phần cứng tính toán các

hàm toán học dựa trên hai bước. Trong bước xấp xỉ đầu tiên hàm được xấp

xỉ bằng phân đoạn tuyến tính đều. Sau đó các hàm sai số của bước đầu tiên

được tính toán thông qua một hàm sai số chuẩn hóa trong bước xấp xỉ thứ

hai. Các phân tích sai số và thuật toán nhằm tối ưu các tham số được áp

dụng để tìm hệ số tối ưu cho xấp xỉ hàm.
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4.3. Đề xuất phương pháp xấp xỉ

Trong phương pháp đề xuất hàm được xấp xỉ bởi hai mức. Trong mức đầu

tiên sử dụng xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều và mức thứ hai thực hiện xấp

xỉ hàm sai số do xấp xỉ của mức đầu tiên sử dụng phương pháp xấp xỉ phân

đoạn tuyến tính đối xứng.

4.3.1. Xấp xỉ mức 1

x1 x2x = 

n bit

n1 bit n - n1 bit

1

1 22 2n nx x   

0…0 x2x’ = 2 2 nx 

Hình 4.2: Phân chia biến đầu vào thành hai phần.

Trong mức đầu tiên đầu vào x có n bit phần thập phân được chia thành

hai phần x1 và x2 với độ dài bit tương ứng là n1 và n − n1 như biểu diễn

trên Hình 4.2. Trong bước xấp xỉ đầu tiên khoảng giá trị của x được chia

thành 2n1 đoạn dựa trên x1 như thấy trên Hình 4.3 cho trường hợp n1 = 2

và khoảng giá trị đầu vào là [1, 2). Với đoạn thứ i, x ∈ [xi, xi+1 ) hai giá trị

f(xi) và f(xi+1) được sử dụng trong xấp xỉ ở mức thứ nhất để xấp xỉ hàm

bằng một hàm fi(x
′), ở đây x′ nhận giá trị trong khoảng [0, 2−n1).

fi(x
′) =

f(xi+1) − f(xi)

xi+1 − xi
· x′ + f(xi) (4.1)

Như mô tả trên Hình 4.3, xấp xỉ ở mức 1 sẽ tạo ra lỗi xấp xỉ là độ chênh

lệch giữa hàm xấp xỉ ban đầu và hàm thực. Độ chênh lệch này là một hàm
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II. ĐỀ XUẤT PHƯƠNG PHÁP XẤP XỈ 

Trong thiết kế của chúng tôi hàm được xấp xỉ bởi hai mức, mức đầu tiên sử 

dụng xấp xỉ phân đoạn tuyến tính hàm và mức thứ hai thực hiện xấp xỉ lỗi của mức 

đầu tiên sử dụng phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đối xứng. 

                

x1 x2   

x = 

n bit

n1 bit n - n1 bit

1

1 22 2n nx x   

0…0 x2x’ = 2 2 nx 
 

Hình 1. Phân chia biến đầu vào thành hai phần. 

Trong mức đầu tiên đầu vào x  có n  bit phần thập phân được chia thành hai 

phần 1x  và 2x với độ dài bit tương ứng là 1n  và 1n n  như biểu diễn trên hình 1. 

Trong bước xấp xỉ đầu tiên khoảng giá trị của x  được chia thành 12
n

 đoạn dựa trên 

1x  như thấy trên hình 2 cho trường hợp 1 2n   và khoảng ban đầu là [1,2) . Với 

đoạn thứ 1, [ , )i ii x x   hai giá trị ( )if x  và 1( )if x   được sử dụng để xấp xỉ ở mức thứ 

nhất để xấp xỉ hàm bằng hàm ( ')f x , ở đây giá trị 'x  nhận giá trị trong khoảng 

1[0, 2 )
n

.   

1

1

( ) ( )
( ') ' ( )i i

i i

i i

f x f x
f x x f x

x x






  


                                          (1) 

0

fi(x’)

f(xi + x’)

xi xi+1

f(x)

1 2

x’

ei(x’)

12
n

 
Hình 2. Xấp xỉ mức thứ nhất của hàm ( )f x  trong đoạn thứ i

1( 2)n  . 

Như mô tả trên hình 2, xấp xỉ ở mức 1 sẽ tạo ra lỗi xấp xỉ là độ chênh lệch 

giữa hàm xấp xỉ ban đầu và hàm thực. Độ chênh lệch này là một hàm lỗi 
1( ') , 0,1,...,2

n

ie x i có biểu diễn như công thức (2). 

1( ') ( ') ( '), 0 ' 2
n

i i ie x f x x f x x


                           (2) 

Trong tầng xấp xỉ thứ hai các hàm chênh lệch ( ')ie x được xấp xỉ bằng 

phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính sử dụng nội suy đối xứng. Có thể thấy 

Hình 4.3: Xấp xỉ mức thứ nhất của hàm f(x) trong đoạn thứ i (n1 = 2).

lỗi ei(x
′) , i = 0, 1, ... , 2n1 có biểu diễn như công thức (4.2).

ei(x
′) = f(xi + x′) − fi(x

′), 0 ≤ x′ < 2−n1. (4.2)

Nghiên cứu khoa học công nghệ  chưa rõ không xóa 

Tạp chí Nghiên cứu KH&CN quân sự, Số x , 0x - 2017  chưa rõ không xóa  3 

rằng các hàm ( ')ie x có dạng như các hàm parabol. Ví dụ như, các hàm chênh lệch 

của hàm 2log ( )x  có dạng như trên hình 3 với trường hợp xấp xỉ ban đầu của tám 

đoạn, tức là 1 3n  . Các hàm này có dạng parabol vì nó được tạo ra bởi phép trừ 

của hàm ban đầu với hàm xấp xỉ tuyến tính vì vậy nó sẽ là biểu diễn của các số 

hạng bậc cao còn lại. Vì vậy, các hàm chênh lệch này có dạng đối xứng qua trục 
1 1

' 2
n

x
 

 . Do đó, nếu ta chỉ xấp xỉ nửa khoảng giá trị của 1 1
' [0, 2 )

n
x

 
 bằng các 

đoạn tuyến tính, nửa còn lại là các đoạn được nội suy đối xứng qua trục 1 1
' 2

n
x

 


thì sai số xấp xỉ là không thay đổi. Điều này hứa hẹn cho phép thực thi phần cứng 

sẽ đơn giản hơn vì khi đó chỉ sử dụng một hoặc một số bit có trọng số lớn nhất 

(MSB) của dữ liệu đầu vào để nội suy ra các đoạn đối xứng ở nửa còn lại trong 

khoảng giá trị của 'x . Hình 4 mô tả xấp xỉ ở mức thứ hai cho hàm ( ')ie x với hai 

cặp đoạn đối xứng. 
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Hình 3. Hàm lỗi do xấp xỉ mức 1 đối với hàm 2log ( )x  với 1 3n  . 

Trong phương pháp đề xuất, nửa khoảng giá trị của x , 1 1
' [0, 2 )

n
x

 
 , được 

chia thành s đoạn con, trong mỗi đoạn con thứ , 0,1,..., 1j j s  , hàm lỗi ( ')ie x

được xấp xỉ bằng một đoạn tuyến tính có các hệ số là 
ija và 

ijb , khi đó lỗi xấp xỉ có 

dạng như công thức (3).  

ij ij ij( ') ( ') ( ' )ix e x a x b              (3)                      

Lỗi cực đại cho xấp xỉ trên  đoạn j ký hiệu là 
maxij

max max{ ( ')}ij ij x  (4) 

Hơn nữa, để đơn giản phần cứng thực thi các hệ số 
ija và 

ijb được ấn định có 

dạng như công thức (5), trong đó các hệ số 
ija là tổng các số lũy thừa của khi đó 

có thể thực thi bằng các phép dịch và cộng tránh việc sử dụng mạch nhân phức tạp. 

1

-

ij

2 ;

2 ;

N

ij

n n

a N

b B B


 

  


(5) 

Hình 4.4: Hàm lỗi do xấp xỉ mức 1 đối với hàm log2(x) với n1 = 3.
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4.3.2. Xấp xỉ mức 2

Trong tầng xấp xỉ thứ hai các hàm chênh lệch ei(x
′) được xấp xỉ bằng

phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính sử dụng nội suy đối xứng. Có thể

thấy rằng các hàm ei(x
′) có dạng như các hàm parabol. Ví dụ như, các hàm

chênh lệch của hàm log2(x) có dạng như trên Hình 4.4 với trường hợp xấp

xỉ ban đầu của tám đoạn, tức là n1 = 3. Các hàm này có dạng parabol vì

nó được tạo ra bởi phép trừ của hàm ban đầu với hàm xấp xỉ tuyến tính vì

vậy nó sẽ là biểu diễn của các số hạng bậc cao còn lại. Vì vậy, các hàm chênh

lệch này có dạng đối xứng qua trục x′ = 2−n1−1. Do đó, nếu ta chỉ xấp xỉ

nửa khoảng giá trị của x′ ∈ [0, 2−n1−1) bằng các đoạn tuyến tính, nửa còn

lại là các đoạn được nội suy đối xứng qua trục x′ = 2−n1−1 thì sai số xấp xỉ

là không thay đổi. Điều này sẽ cho phép thực thi phần cứng sẽ đơn giản hơn

vì khi đó chỉ sử dụng một hoặc một số bit có trọng số lớn nhất (MSB) của dữ

liệu đầu vào để nội suy ra các đoạn đối xứng ở nửa còn lại trong khoảng giá

trị của x′. Hình 4.5 mô tả xấp xỉ ở mức thứ hai cho hàm ei(x
′) trong trường

hợp sử dụng hai cặp đoạn đối xứng.

Trong phương pháp đề xuất, nửa khoảng giá trị của x′, x′ ∈ [0,2−n1− 1),

được chia thành s đoạn con, trong mỗi đoạn con thứ j, j = 0, 1, ... , s− 1,

hàm lỗi ei(x
′) được xấp xỉ bằng một đoạn tuyến tính có các hệ số là aij và

bij, khi đó lỗi xấp xỉ có dạng như công thức (4.3).

εij(x
′) = ei(x

′) − (aij × x′ + bij) (4.3)

Lỗi cực đại cho xấp xỉ trên đoạn j ký hiệu là εijmax

εijmax = max{εij(x′)} (4.4)
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0 1 12n  12n
1 22n  1 23.2n 

( ')ie x

'x

Các phân đoạn đối xứng được nội suy

0( ')i x

1( ')i x

 
Hình 4. Xấp xỉ hàm hàm ( ')ie x bằng hai cặp đoạn đối xứng 

Thuật toán đề xuất  tìm các giá trị hệ số 
ija  và 

ijb  sao cho 
maxij  nhận giá trị 

cực tiểu trong đoạn thứ j . Thuật toán tìm các hệ số tối ưu được mô tả như bảng 1. 

Bài báo sử dụng một chương trình Matlab thực hiện thuật toán trên để tính toán các 

hệ số 
ija  và 

ijb tối ưu cho các hàm 2log ( ), sin( ), 1 / , , 1x x x x x  và 2x
 với các 

khoảng giá trị đầu vào được chuẩn hóa như thể hiện trên bảng 2 và tương ứng với 

xấp xỉ mức 1 gồm 8 đoạn ( 1 3n  ) và ở xấp xỉ mức 2 sử dụng xấp xỉ phân đoạn nội 

suy đối xứng trong đó mỗi hàm ( ')ie x  được xấp xỉ bởi hai cặp đoạn đối xứng. 

Bảng 3 thể hiện kết quả các hệ số 
ija  và 

ijb tối ưu cho hàm 2log ( )x .  

Bảng 1. Thuật toán tìm hệ số tối ưu của xấp xỉ mức 2.  

1: 

BEGIN:   Khởi tạo mảng giá trị 
ija   

                 Khởi tạo mảng giá trị 
ijb   

                 Khởi tạo đoạn giá trị  j     

 2: 

for  i = 1: length(
ija ) 

       for  j = 1:length( ijb ) 

              for  k = 1:length( 'x ) 

                  tính ( ')ij x  theo công thức (3) 

           end 

      end 

end 

3: 

for  i = 1: length(
ija ) 

       for  j = 1:length( ijb ) 

             tính    ij max ijmax( ( '))x      

      end 

end 

4: Tính ij maxmin( )   

5:  END: Xuất giá trị a, b tương ứng với ij maxmin( )  

Hình 4.5: Xấp xỉ hàm hàm ei(x
′) bằng hai cặp đoạn đối xứng.

Hơn nữa, để đơn giản phần cứng thực thi các hệ số aij và bij được ấn định

có dạng như công thức (4.5), trong đó các hệ số aij là tổng các số lũy thừa

của 2 khi đó có thể thực thi bằng các phép dịch và cộng tránh việc sử dụng

mạch nhân phức tạp.

aij =
∑

2−N , N ∈ N

bij = B × 2−(n−n1), B ∈ N
(4.5)

Thuật toán đề xuất tìm các giá trị hệ số aij và bij tối ưu sao cho εijmax

nhận giá trị cực tiểu trong đoạn thứ j được mô tả như Bảng 4.1. Sử dụng

một chương trình Matlab thực hiện thuật toán trên để tính toán các hệ số

aij và bij tối ưu cho các hàm log2(x), sinx, 1/x,
√
x, 1/

√
x và 2x với các

khoảng giá trị đầu vào được chuẩn hóa như thể hiện trên Bảng 4.2 và tương

ứng với xấp xỉ mức 1 gồm 8 đoạn (n1 = 3) và ở xấp xỉ mức 2 sử dụng xấp
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xỉ phân đoạn nội suy đối xứng trong đó mỗi hàm ei(x
′) được xấp xỉ bởi hai

cặp đoạn đối xứng. Bảng 4.3 thể hiện kết quả các hệ số aij và bij tối ưu cho

hàm log2(x).

Bảng 4.1: Thuật toán tìm hệ số tối ưu của xấp xỉ mức 2

1:
BEGIN : Khởi tạo mảng giá trị aij

Khởi tạo mảng giá trị bij
Khởi tạo đoạn giá trị j

2:

for p = 1 : length(aij)

for q = 1 : length(bij)

for k = 1 : length(x′)

tính εij(x′) theo công thức (4.3)

end

end

end

3:

for p = 1 : length(aij)

for q = 1 : length(bij)

tính εij max = max(εij(x
′))

end

end

4: Tính min(εij max)

5: END Xuất giá trị a, b tương ứng với min(εij max)

Bảng 4.2: Khoảng giá trị đầu vào chuẩn hóa của các hàm

Hàm log2(x) sin(x) 1/x
√
x 1/

√
x 2x

Khoảng giá trị đầu vào chuẩn hóa [1, 2) [0, 1) [1, 2) [1, 2) [1, 2) [0, 1)

4.4. Kiến trúc phần cứng và kết quả thực thi

Kiến trúc tổng quát thực thi các hàm toán học của phương pháp đề xuất

có dạng như Hình 4.6. Trong mức xấp xỉ thứ nhất thực hiện tính toán hàm

fi(x
′) như công thức (4.1). Trong đó các giá trị hàm f(xi) và f(xi+1)−f(xi)
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Bảng 4.3: Các hệ số aij và bij tối ưu ở mức xấp xỉ thứ 2 của hàm log2(1 + x).

e0(x
′)

a00 b00 a01 b01

2−4 58.2−20 2−5 791.2−20

e1(x
′)

a10 b10 a11 b11

2−4 + 2−6 + 2−9 72.2−20 2−6 + 2−9 1024.2−20

e2(x
′)

a20 b20 a21 b21

2−5 + 2−7 65.2−20 2−7 + 2−8 986.2−20

e3(x
′)

a30 b30 a31 b31

2−5 + 2−9 48.2−20 2−7 + 2−9 + 2−10 775.2−20

e4(x
′)

a40 b40 a41 b41

2−5 0 2−7 + 2−10 672.2−20

e5(x
′)

a50 b50 a51 b51

2−6 + 2−7 40.2−20 2−7 561.2−20

e6(x
′)

a60 b60 a61 b61

2−6 88.2−20 2−7 427.2−20

e7(x
′)

a70 b70 a71 b71

2−6 51.2−20 2−8 512.2−20

được lưu vào trong bảng LUT sử dụng để tính toán hàm fi(x
′). Phép chia

cho xi+1 − xi trong công thức (4.1) được thay thế bởi một phép dịch bởi vì

nó là một số lũy thừa của 2. Ở mức xấp xỉ thứ 2, thực hiện xấp xỉ các hàm

lỗi bằng phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính có đối xứng. Khối xấp xỉ

sửa lỗi sẽ bao gồm 2n1 khối xấp xỉ tương ứng với 2n1 hàm ei(x
′).

Dựa trên kiến trúc tổng quát được đề xuất, các thực thi phần cứng để tính

toán các hàm log2(x), sin x, 1/x,
√
x, 1/

√
x và 2x với định dạng 23 bit thập
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Nghiên cứu khoa học công nghệ  chưa rõ không xóa 

 

Tạp chí Nghiên cứu KH&CN quân sự, Số x , 0x - 2017               chưa rõ không xóa                                         5 

Bảng 2. Khoảng giá trị đầu vào chuẩn hóa của các hàm. 

Hàm 2log ( )x  sin( )x  1 x  x  1 x  2 x
 

Khoảng giá trị đầu vào 

chuẩn hóa 
[1,2)  [0, 1)  [1, 2)  [1, 2)  [1, 2)  [0, 1)  

 

Bảng 3. Các hệ số 
ija  và 

ijb tối ưu ở mức xấp xỉ thứ 2 của hàm 2log ( )x . 

0 ( ')e x  
00a  00b  01a  01b  

4 ( ')e x  
40a  40b  41a  41b  

42  0 
6 82 2   1313 2  52  0 

7 82 2   134 2  

1 ( ')e x  
10a  10b  11a  11b  

5 ( ')e x  
50a  50b  51a  51b  

5 62 2   132  
62  139 2  6 72 2   0 72  134 2  

2 ( ')e x  
20a  20b  21a  21b  

6 ( ')e x  
60a  60b  61a  61b  

5 82 2   132  
62  136 2  

6 82 2   0 72  133 2  

3 ( ')e x  
30a  30b  31a  31b  

7 ( ')e x  
70a  70b  71a  71b  

5 82 2   0 
72  137 2  6 82 2   0 82  134 2  

III. KIẾN TRÚC PHẦN CỨNG VÀ KẾT QUẢ THỰC THI 

Kiến trúc tổng quát thực thi các hàm toán học của phương pháp đề xuất có 

dạng như hình 5. Trong mức xấp xỉ thứ nhất thực hiện tính toán hàm ( ')if x  như 

công thức (1). Trong đó các giá trị ( )if x và 1( ) ( )i if x f x   được lưu vào trong các 

bảng tra (LUT: Lookup Table) được sử dụng để tính toán hàm ( ')if x . Phép chia 

cho 1i ix x   trong công thức (1) được thay thế bởi một phép dịch bởi vì nó là một 

số lũy thừa của 2. Ở mức xấp xỉ thứ 2, thực hiện xấp xỉ các hàm lỗi  bằng phương 

pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính có đối xứng. Khối xấp xỉ sửa lỗi sẽ bao gồm 12
n

 

khối xấp xỉ tương ứng với 12
n

hàm ( ')ie x . 

Xấp xỉ mức 2

Xấp xỉ mức 1

LUT2
f(xi+1)-f(xi)

n1 <<

Xấp xỉ sửa lỗi MUX

n-n1

n1

n

LUT 1

f(xi)

n1

n-n1

n1

n

n

n1 >>

nn-n1

n-n1 n

0

f(x)

1

2n1-1

x

 

Hình 5. Kiến trúc phần cứng tổng quát. 
Hình 4.6: Kiến trúc phần cứng tổng quát.

phân đầu vào và đầu ra 23 bit đã được thực hiện. Về nguyên tắc khi tăng số

phân đoạn ở mức xấp xỉ thứ nhất (n1 lớn) thì sẽ đạt được độ chính xác cao

hơn, tuy nhiên điều đó sẽ dẫn đến tăng độ phức tạp phần cứng. Vì vậy, để

dung hòa giữa độ phức tạp phần cứng và độ chính xác nhận được, kiến trúc

thực hiện với xấp xỉ mức 1 bằng 8 phân đoạn (n1 = 3). Ngoài ra trong mức

xấp xỉ thứ hai, mỗi hàm lỗi ei(x
′) được xấp xỉ bởi phân đoạn tuyến tính của

hai cặp đoạn đối xứng. Các kiến trúc đề xuất đã được mô hình trên ngôn

ngữ VHDL và thực thi trên thiết bị FPGA Xilinx Virtex 6 với công cụ tổng

hợp Xilinx ISE 12.4 Suite. Kết quả thực thi trên FPGA của các kiến trúc đề

xuất thể hiện trên Bảng 4.4.

Bảng 4.5 thể hiện kết quả tổng hợp bằng Synopsys Design Compiler cho
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Bảng 4.4: Kết quả thực thi của các kiến trúc đề xuất trên FPGA Xilinx Virtex 6

Hàm log2(x) sin(x) 1/x
√
x 1/

√
x 2x

Slices 789 755 1005 897 894 885

Delay(ns) 6,79 6,76 7,28 6,78 7,33 7,73

ADP(×103) 5,42 5,10 7,32 6,08 6,55 6,84

Bảng 4.5: Kết quả tổng hợp và so sánh trên ASIC

Hàm Phương pháp Diện tích
(µm2)

Diện tích
chuẩn hóa Độ trễ (ns) Độ trễ

chuẩn hóa

log2(x)
Đề xuất 26695 1 3,98 1

Trong [75] 24023 0,90 12,69 3,19

sin(x)
Đề xuất 24452 1 3,86 1

Trong [75] 22890 0,94 13,08 3,39

1/x
Đề xuất 32726 1 3,99 1

Trong [75] 24137 0,74 12,63 3,17

√
x

Đề xuất 27213 1 3,83 1

Trong [75] 16043 0,59 12,03 3,14

1/
√
x

Đề xuất 28752 1 4,00 1

Trong [75] 22317 0,78 12,83 3,21

2x
Đề xuất 30887 1 3,86 1

Trong [75] 18913 0,61 12,16 3,15

các hàm khác nhau của phương pháp đề xuất với mục đích tối thiểu tài

nguyên trên thư viện công nghệ CMOS 90 nm. Bảng 4.5 đồng thời cũng đưa

ra sự so sánh của phương pháp đề xuất với các kết quả trong [75]. Có thể

thấy rằng, phương pháp đề xuất đã đạt được tốc độ tính toán nhanh hơn

đáng kể so với kết quả trong [75]. Cụ thể, độ trễ giảm hơn 3 lần ở tất cả các

hàm. Tuy nhiên, tài nguyên tiêu chiếm của phương pháp đề xuất cũng lớn

hơn 1,1 đễn 1,6 lần so với [75]. Hơn nữa, độ chính xác trong [75] là 23 bit,



81

tức là sai số khoảng 1, 2.10−7, trong khi đó độ chính xác của phương pháp

đề xuất là thấp hơn và sẽ được phân tích trong mục sau.

4.5. Phân tích sai số

Để đánh giá độ chính xác của phương pháp đề xuất, các sai số gây ra bởi

các thành phần phần cứng trong sơ đồ thực thi và tác động của chúng tới

đầu ra được phân tích. Các sai số này bao gồm sai số lượng tử do độ rộng bit

hạn chế của các từ nhớ trong ROM (ký hiệu là εROM), sai số gây ra bởi bộ

nhân rút gọn (εMUL), sai số xấp xỉ do xấp xỉ mức hai gây ra (εapx2) và sai số

do làm tròn của bộ cộng cuối cùng (εADD). Vì vậy, lỗi tổng cộng sẽ là:

εtotal = εROM + εMUl + εADD + εapx2 (4.6)

Ký hiệu BF , BM và BA là độ rộng bit tương ứng của các bộ nhớ ROM,

bộ nhân rút gọn và bộ cộng, chúng ta có thể biểu diễn lỗi do các thành phần

phần cứng này gây ra như trên Bảng 4.6.

Bảng 4.6: Sai số của các module phần cứng.

Module ROM Bộ nhân rút gọn Bộ cộng

Độ rộng bit BF BM BA

εModul 2−BF−1 2−BM+1 2−BA−1

εROM 2−BF−1

εMUL 2−BF + 2−BM+1

εADD 2−BA−1

Lỗi xấp xỉ ở mức 2, εapx2, được xác định là lỗi tuyệt đối lớn nhất do xấp xỉ
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ở mức 2 của tất cả các hàm ei(x
′). Trong phương pháp đề xuất, phần cứng

được thực thi với xấp xỉ mức 1 với 8 phân đoạn (n1 = 3) tương ứng tạo ra 8

hàm lỗi và mỗi hàm lỗi này được xấp xỉ bởi phân đoạn tuyến tính của hai cặp

đoạn đối xứng. Độ rộng bit của ROM và bộ cộng là 23 bit (BF = BA = 23)

và độ rộng bit của bộ nhân rút gọn là 20 bit (BM = 20). Khi đó, các thành

phần lỗi và lỗi tổng cộng tương ứng với hàm khác nhau được biểu diễn như

trên Bảng 4.7.

Bảng 4.7: Các sai số thành phần và sai số tổng cộng của thực thi các hàm.

Hàm log2(x) sinx 1/x
√
x 1/

√
x 2x

εROM 2−24 2−24 2−24 2−24 2−24 2−24

εMUL 2−23+2−19 2−23+2−19 2−23+2−19 2−23+2−19 2−23+2−19 2−23+2−19

εADD 2−24 2−24 2−24 2−24 2−24 2−24

εapx2 9, 85.10−5 7, 95.10−5 7, 93.10−5 2, 04.10−5 6, 17.10−5 8, 79.10−5

εtotal 1, 01.10−4 8, 16.10−5 8, 14.10−5 2, 25.10−5 6, 38.10−5 9, 01.10−5

4.6. Kết luận chương 4

Chương này đã trình bày một phương pháp tính toán các hàm toán học

được ứng dụng phổ biến trong xử lý tín hiệu số dựa trên xấp xỉ hai mức, mức

xấp xỉ thứ nhất dựa trên phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều và

mức xấp xỉ thứ hai là bước xấp xỉ hàm sai số gây ra bởi mức đầu tiên theo

phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính có đối xứng. Các thực thi một số

hàm toán học điển hình theo phương pháp đề xuất đã cho thấy hiệu quả về

tốc độ thực thi. Vì vậy, kiến trúc đề xuất là phù hợp với các ứng dụng đòi

hỏi tốc độ tính toán cao.



Chương 5

THIẾT KẾ PHẦN CỨNG TÍNH TOÁN CÁC HÀM TOÁN

HỌC SỬ DỤNG LOGIC NGẪU NHIÊN VÀ XẤP XỈ PHÂN

ĐOẠN TUYẾN TÍNH ĐỀU

5.1. Khái quát về tính toán ngẫu nhiên

5.1.1. Giới thiệu

Tính toán ngẫu nhiên (SC: Stochastic computing), được đề xuất đầu tiên

từ những năm 1960 bởi Gaines trong [77] và gần đây được quan tâm trở lại

do việc ứng dụng vào thực thi các đơn vị số học với chi phí rất thấp và lỗi

chấp nhận được. Đặc tính cơ bản của SC là một số được biểu diễn bởi một

chuỗi bit và được xử lý bởi các mạch rất đơn giản. Một số thực x được biểu

diễn bởi một số ngẫu nhiên (SN: Stochastic Numbers) là một chuỗi bit X

chứa N1 bit 1 và N0 bit 0, biểu diễn số ngẫu nhiên. Gains đề xuất biểu diễn

số ngẫu nhiên theo hai định dạng, đơn cực và lưỡng cực. Trong định dạng

đơn cực x = p = N1/(N1 +N2), p luôn nằm trong khoảng [0, 1] và nó được

xem như là xác suất của vị trí bất kỳ trong chuỗi bit X đầu ra là bit 1. Trong

định dạng lưỡng cực biểu diễn số x bằng cách chuyển giá trị p sang khoảng

[−1, 1], khi đó x = 2p − 1. Ví dụ một chuỗi bit X có 25% bit 1 và 75% bit

0 được ký hiệu là một số p = 0, 25, nó chính là xác suất xuất hiện bit 1 tại

vị trí bất kỳ trong chuỗi bit. Như vậy phụ thuộc vào tỷ số của tổng số bit 1

trên độ dài chuỗi chứ không phụ thuộc vào vị trí của chúng, điều đó có nghĩa

nó là giá trị ngẫu nhiên.
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Mục đích chính trong đề xuất SC là để thực thi các thao tác số học với

chi phí thấp. Ví dụ như phép nhân trong SC được thực hiện rất đơn giản chỉ

với một cổng AND. Cho hai chuỗi bit thực hiện phép AND logic với nhau,

nếu xác suất xuất hiện bit 1 ở các đầu vào lần lượt là p1 và p2 thì xác suất

xuất hiện bit 1 ở các vị trí của đầu ra cổng AND sẽ là p1× p2 . Hình 5.1 biểu

diễn phép nhân của hai số ngẫu nhiên này. Trên Hình 5.1a cả hai đầu vào

của cổng AND là biểu diễn của số 4/8, chuỗi bit đầu ra là 4/8× 4/8 = 2/8.

Hình 5.1b biểu diễn khả năng khác của hai chuỗi bit, trong trường hợp này

các đầu vào là các chuỗi bit có độ tương quan cao dẫn tới chuỗi bit đầu ra

là 4/8 nó là một giá trị không chính xác. Ví dụ này là một mô tả điển hình

cho vấn đề trong xử lý các số ngẫu nhiên.

Ngoài tính đơn giản, các mạch SC còn có khả năng chịu lỗi tốt. Một số

ngẫu nhiên X được xác định bằng số bit 1 trong chuỗi bit chứ không phải

là vị trí của nó. Điều này có nghĩa là biểu diễn X dưới dạng một hệ thống

số dư và do đó có khả năng chịu đựng lỗi. Ví dụ một chuỗi bit 00110010 là

một số ngẫu nhiên của 3/8. Trong môi trường nhiễu, các bit có thể bị sai

lệch. Nếu xảy ra lật bit tại một vị trí do nhiễu thì giá trị của số ngẫu nhiên

sẽ thay đổi nhỏ thành 2/8 hoặc 4/8. Trong khi đó, trong biểu diễn nhị phân

truyền thống nếu các bit sai lệch tại vị trí trọng số lớn sẽ xảy ra sai số rất

lớn. Ví dụ, một số nhị phân truyền thống 0,011 có giá trị là 3/8, nếu lỗi xảy

ra tại bit có trong số cao và chuyển thành 0,111 thì kết quả là một số 3/8

sẽ chuyển thành một số 7/8. Các số ngẫu nhiên là không có bit bậc cao do

các bit được coi là có trọng số như nhau. Ưu điểm này của SC cho phép các

mạch SC chịu đựng nhiễu tốt hơn.

Tính toán các hàm đơn giản trong SC là rất đơn giản bằng việc sử dụng
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teger arithmetic being the corresponding mathematical methods. In the digital case where
the fundamental data units are the bits 0 and 1, Boolean algebra plays a key role. Analog
computing was eclipsed by digital in the mid-twentieth century due to the latter’s greater
generality, higher precision, and ease of use [80]. Nevertheless, analog computing contin-
ues to be found in applications that can exploit its performance advantages (high speed,
complex basic operations, and error insensitivity) while tolerating its disadvantages. SC
can be seen as a hybrid system that combines analog and digital features. This is similar
to biological systems, where digital neural signals control analog functions like motion.
In fact, there is an important similarity between neural signals and stochastically encoded
numbers. Figure 1.2 shows this similarity: in both cases, the information is carried by the
rate of the pulses. This similarity makes SC potentially useful for bio-related applications.

In SC, as mentioned, numbers are represented by random bit-streams that are inter-
preted as probabilities. For example, a bit-stream containing 25 percent 1’s and 75 percent
0’s denotes the stochastic number (SN) X with value pX = 0.25, reflecting the fact that

11001110000010010011

11101110000000000011

Figure 1.2: Similarity of biological signals and stochastic numbers; information is carried
via pulses.

Z = 0 1 0 0 1 0 0 0 (2/8)

Z = 0 1 0 0 1 1 1 0 (4/8)

X = 0 1 1 0 1 0 0 1 (4/8)

Y = 0 1 0 0 1 1 1 0 (4/8)
x

(a)
y

z

X = 0 1 0 0 1 1 1 0 (4/8)

Y = 0 1 0 0 1 1 1 0 (4/8)
x

(b)
y

z

Figure 1.3: Stochastic multiplication: (a) accurate result with uncorrelated inputs; (b) inac-
curate result due to correlated inputs.

4

Hình 5.1: Mạch nhân trong tính toán ngẫu nhiên.

các cổng logic cơ bản. Ví dụ tính toán hàm Z = 1
4

+ 1
2
X1X2 trên logic ngẫu

nhiên thể hiện trên Hình 5.2 [78]. Trong ví dụ này các số ngẫu nhiên X1, X2

và Z biểu diễn của các đầu vào x1, x2 và đầu ra z. Mạch có hai đầu vào chính

là x1 và x2 và hai đầu vào phụ r1 và r2 là các hằng số có giá trị là 1/2. Cổng

NAND trên Hình 5.2 sẽ thực hiện hàm Y1 = 1 − X1X2, nó tương ứng với

một mạch nhân và một mạch trừ. Cổng OR thực hiện Y2 = R1 +R2−R1R2

vì R1 = R2 = 1/2 nên Y2 = 3/4. Cuối cùng cổng XOR thực hiện hàm

Z = Y1 + Y2 − 2Y1Y2 = 1
4

+ 1
2
X1X2.

Figure 1.5 shows an SC circuit implementing the SF Z = 1
4

+ 1
2
X1X2. Again the

number represented by each bit-stream is the probability of seeing a 1 in it; this is known
as the unipolar format. There are several other possible formats, i.e., different ways of
interpreting the value of a bit-stream, that will be discussed in Chapter 2. For example,
the SNs X1, X2, Z appearing at x1, x2, z are 9/12, 8/12, 6/12, respectively. The circuit has
two primary inputs x1 and x2, and two auxiliary inputs r1 and r2. The auxiliary inputs
are constant SNs of value 1/2. The NAND gate of Figure 1.5 implements the stochastic
function Y1 = 1 − X1X2, which involves multiplication and subtraction (The relation
between the elementary gates and the SFs they implement will be discussed in Chapter 2).
The OR gate implements Y2 = R1 +R2−R1R2, and since R1 = R2 = 1/2, we have Y2 =

3/4. Finally, the XOR gate implements the function Z = Y1 + Y2 − 2Y1Y2 = 1
4

+ 1
2
X1X2.

Again notice that the few simple gates of Figure 1.5 implement a relatively complicated
SF.

SC can be categorized as an approximate computing technique. Approximate com-
puting [77] has recently gained attention because it provides a promising solution to en-
ergy/power barriers of modern IC applications [35] [115] [116]. These applications are
usually the ones that can naturally tolerate small errors. For instance, image processing
and machine learning applications are naturally error-tolerant. Similarly, embedded sys-
tems that process sensory data do not need accurate computations because their input data
is noisy. In these applications, it is possible to use hardware and software techniques that
sacrifice accuracy for energy/power efficiency. For example, it is possible to reduce the
supply voltage of a circuit in order to lower its power consumption at the cost of producing
occasional incorrect results [121]. Another approach is to employ arithmetic circuits that

x1
101110110111

110110110101

010011011100

100110010011

110111011111

101110010001x2

r1
r2

z

y1

y2

011001001110

Figure 1.5: Stochastic computing circuit implementing the function Z = 1
4

+ 1
2
X1X2. The

SN represented by each bit-stream is the probability of seeing a 1 in a randomly chosen
position.

7

Hình 5.2: Mạch SC thực thi hàm Z = 1
4

+ 1
2
X1X2 .

SC được coi là một loại kỹ thuật xấp xỉ. Các kỹ thuật xấp xỉ hiện nay

được quan tâm bởi nó là một giải pháp hứa hẹn để khắc phục rào cản năng

lượng và công suất trong các ứng dụng IC hiện đại. Các ứng dụng này thường

chịu các nguồn lỗi tự nhiên, ví dụ như các ứng dụng xử lý ảnh và học máy
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(Machine Learning) là các ứng dụng chịu các nguồn lỗi tự nhiên. Tương tự

các hệ thống xử lý các dữ liệu cảm giác cũng rất phù hợp khi được xử lý bằng

SC.

5.1.2. Các thành phần cơ bản của SC

Vì các số ngẫu nhiên được xem như là xác suất nên nó trong khoảng [0, 1].

Điều này sẽ gây ra bất tiện trong thao tác cộng bởi vì tổng của hai số trong

khoảng [0, 1] sẽ là một số trong khoảng [0, 2]. Vì lý do này các thao tác cộng

tỷ lệ được sử dụng trong SC để ánh xạ giá khoảng [0, 2] về khoảng [0, 1].

Bộ cộng trong SC được mô tả như trên Hình 5.3, một bộ ghép kênh 2 đầu

vào được sử dụng để tính toán tổng của hai số ngẫu nhiên p(S1) và p(S2)

tương ứng với hai đầu vào S1 và S2. Một đầu vào thứ ba là giá trị hằng số

p(S3) = 1/2 được sử dụng làm tín hiệu chọn kênh của MUX. Xác suất xuất

hiện bit 1 ở đầu ra S4 sẽ được xác định như công thức (5.1). Với các số ngẫu

nhiên như ở trên Hình 5.3 ta có p(S4) = (7/8 + 3/8)/2 = 5/8.

p(S4) = p(S3)p(S1) + (1− p(S3))p(S2) = (p(S1) + p(S2))/2. (5.1)

�
�

�
�

�
�

�
�

92:4 A. Alaghi and J. P. Hayes

Fig. 2. Multiplexer used as a scaled stochastic adder.

Nepal et al. [2005] and Vigoda [2003]. The terms “stochastic numbers” and “stochastic
arithmetic” appear in Alt et al. [2006] which, however, is concerned with numerical
errors in conventional binary computation.

In this article, we attempt to survey and critique SC from a modern perspective.
After reviewing the basic ideas behind SC, we examine its major advantages and
disadvantages with emphasis on accuracy issues. Then, some recent representative
applications of SC, including LDPC decoding, are discussed. Finally, we draw some
conclusions and suggest topics for future research.

2. BASIC CONCEPTS

Since stochastic numbers are treated as probabilities, they fall naturally into the in-
terval [0,1]. This makes the normal add operation inconvenient because the sum of two
numbers from [0,1] lies in [0,2]. For this reason, special scaled add operations are used
in SC in order to map results from [0,2] to [0,1]. As illustrated in Figure 2, a two-way
multiplexer can compute the sum of two stochastic numbers p(S1) and p(S2) applied to
its data inputs S1 and S2. A third number with the constant value p(S3) = 1/2 is also
required, and is applied to the multiplexer’s third (select) input; this can be supplied
by a (pseudo) random number generator. The probability of a 1 appearing at the output
S4 is then equal to the probability of 1 at S3 multiplied by probability of 1 at S1, plus
the probability of 0 at S3 multiplied by the probability of 1 at S2. More formally,

p(S4) = p(S3)p(S1) + (1 − p(S3))p(S2) = (p(S1) + p(S2))/2,

so that S3 effectively scales the sum by 1/2. For the stochastic numbers shown in
Figure 2, we obtain the result p(S4) = (7/8 + 3/8)/2 = 5/8.

Circuits that convert binary numbers to stochastic numbers, and vice versa, are
fundamental elements of SC. Figure 3(a) illustrates a widely used binary-to-stochastic
conversion circuit, which we will refer to as a stochastic number generator (SNG). The
conversion process involves generating an m-bit random binary number in each clock
cycle by means of a random or, more likely, a pseudorandom number generator, and
comparing it to the m-bit input binary number. The comparator produces a 1 if the
random number is less than the binary number and a 0 otherwise. Assuming that the
random numbers are uniformly distributed over the interval [0,1], the probability of a
1 appearing at the output of the comparator at each clock cycle is equal to the binary
input of the converter interpreted as a fractional number.

Converting a stochastic number to binary is much simpler. The stochastic number’s
value p is carried by the number of 1s in its bit-stream form, so it suffices to count these
1s in order to extract p. Figure 3(b) shows a counter that performs this conversion.

Figure 4 shows a stochastic circuit that implements the arithmetic function z =
x1x2x4 +x3(1 − x4) [Li et al. 2009]. The inputs x1, x2, x3, and x4 are provided in conven-
tional binary form and must be converted to stochastic numbers via SNGs. Suppose

ACM Transactions on Embedded Computing Systems, Vol. 12, No. 2s, Article 92, Publication date: May 2013.

Hình 5.3: Mạch cộng trong tính toán ngẫu nhiên.
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Mạch chuyển một số nhị phân sang một số ngẫu nhiên và ngược lại là các

thành phần không thể thiếu trong SC. Mạch chuyển đổi số nhị phân sang

số ngẫu nhiên được gọi là bộ tạo số ngẫu nhiên (SNG: Stochastic Number

Generator) được mô tả như trên Hình 5.4a. Quá trình chuyển đổi sẽ được

thực hiện bằng cách là trong mỗi chu kỳ đồng hồ bộ tạo số ngẫu nhiên sẽ

được tạo ra một số nhị phân ngẫu nhiên m bit và so sánh với số nhị phân

đầu vào. Nếu số ngẫu nhiên nhỏ hơn số nhị phân đầu vào thì đầu ra bộ so

sánh sẽ tạo ra bit 1, ngược lại sẽ tạo ra bit 0. Mạch chuyển một số ngẫu nhiên

sang số nhị phân truyền thống sẽ thực hiện bởi một bộ đếm như Hình 5.4b.

Để tạo ra các số ngẫu nhiên các SNG thường sử dụng các thanh ghi dịch hồi

tiếp tuyến tính (LFSR: Linear Feedback Shift Registers), các LFSR thường

là thanh ghi gồm có m flip-flop và một chu kỳ có n = 2m − 1 trạng thái

(trạng thái toàn các bit 0 bị loại trừ). Để tăng độ chính xác các LFSR phải

tạo ra các số nhị phân có tính tương quan thấp. Nhiều nghiên cứu đã đề

xuất các kiểu LFSR khác nhau để đạt được việc tạo ra các chuỗi bit có tính

tương quan thấp. Trong đó điển hình là LFSR được đề xuất bởi Kumaresan

trong [79]. Hình 5.5 mô tả một LFSR 4 bit theo đề xuất trong [79], nó chuyển

một số nhị phân 4 bit x thành một số ngẫu nhiên có độ dài là 16 bit.

Các thao tác số học cơ bản trong SC tùy thuộc vào định dạng của số

ngẫu nhiên là đơn cực (UP:Unipolar) hay lưỡng cực (BP: Bipolar). Phép

nhân trong SC có thể thực thi bằng một cổng AND ở dạng đơn cực (Hình

5.6a) còn ở dạng lưỡng cực nó được thực hiện bằng một cổng XNOR (Hình

5.6b). Cổng đảo (INV) sẽ thực hiện phép tính 1− x ở dạng đơn cực và −x ở

dạng lưỡng cực (Hình 5.6c). Các thao tác phức tạp hơn đòi hỏi sử dụng các

phương pháp thực thi cụ thể như sử dụng đa thức Bernstein trong [80] hoặc
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máy trạng thái hữu hạn [81]. Phép chia và khai căn trên các logic ngẫu nhiên

đã được nghiên cứu trong [82].

The result appearing at Z in Figure 2.4 represents 6/8 exactly only if we get six 1’s at
the output in 8 clock cycles, otherwise the counter outputs an SN other than 6/8. The prob-
ability of obtaining exactly six 1’s is P{Z = 6/8} =

(
8
6

)
(6/8)6(2/8)2 ' 0.31, implying

there is a 69% chance that we do not get six 1’s, and the computation has some inaccuracy.
The specific SNs in Figure 2.4 have been chosen to avoid inaccuracy. Indeed, even if we use
a high-quality random number source such as the “one million random digits” table [111]
to generate the SNs, we will probably still find some inaccuracy. For example, using the
first four lines of this table to generate SNs, we obtain X1 = 01100010, X2 = 00111111,
X3 = 11111111 and X4 = 00000100. Applying these numbers to the circuit in Figure 2.4
yields Z = 11111011 = 7/8 6= 6/8.

Figure 2.4 also illustrates the high cost of number conversion. The computation part
of the circuit consists of only an AND gate and a multiplexer, while the conversion units
include four random number generators, four comparators, and a counter. Since the four
primary inputs must be independent, each SNG contains a separate random number gener-
ator. Qian et al. [109] report that in some image-processing applications, up to 80% of the
stochastic circuit area is consumed by conversion units.

2.3 Accuracy and Precision

Accuracy concerns arise in SC for several reasons. The one previously discussed is due to
the fluctuations inherent in random numbers. Correlations among the SNs being processed
also lead to inaccuracies. Surprisingly, it is generally not desirable to use truly random
number sources to derive or process SNs. As we will explain here, deterministic or pseudo-
random number generators like LFSRs form the best driving sources for SNGs from both a

k
A

B

A < B

(a)

pX = B/2k

k

(b)

Binary counter

B
k

x
x

Figure 2.3: SC conversion units: (a) binary-to-stochastic converter, also referred to as a
stochastic number generator (SNG), and (b) stochastic-to-binary converter.
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Hình 5.4: Các bộ chuyển đổi SC: (a) nhị phân sang ngẫu nhiên; (b) ngẫu nhiên sang
nhị phân.
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Figure 2.5: The weighted binary SNG proposed by Gupta and Kumaresan [49].

states, the maximum possible since the all-0 state is excluded. As mentioned, the generated
bit-streams pass various randomness tests, although they are deterministic. For example,
they contain (almost) equal numbers of 0’s and 1’s, as well as runs of 0’s and 1’s whose
numbers and lengths correspond to those of a Bernoulli sequence. In addition, shifted
versions of LFSR sequences have low correlation [43] [57]. Poppelbaum [104] noted that
if the LFSRs are large enough, they resemble ideal random sources. Hence, noise-like
random fluctuations appear as errors in the generated SNs. These errors can be reduced at
a rate N−1/2 by increasing the number length N . Much less is known about how this error
size changes as SNs go through a sequence of operations.

Surprisingly, LFSRs can be used to generate SNs that are, in certain cases, guaranteed
to be exact. This was demonstrated for multiplication by Gupta and Kumaresan [49] who
introduced a new type of SNG that we call a weighted binary SNG. Figure 2.5 shows a
4-bit version, which converts a 4-bit binary number X to an SN of length 16. The pseudo-
random source is a 4-bit LFSR to which the all-0 state is artificially added (details not
shown). The SNG’s behavior with X = 11/16 is illustrated in Table 2.3. The bit-streams
Li generated by the LFSR, the intermediate signals Wi, and the output SN are all shown.
The key features of the Gupta-Kumaresan design, which immediately imply that the final
SN exactly representsX , is that theW3, W2, W1, andW0 bit-streams have non-overlapping
1’s, and weights of 1/2, 1/4, 1/8, and 1/16, respectively. Note that the order of the bits
in the bit-streams of Table 2.3 is not important; we can reorder the columns of the table,
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Hình 5.5: SNG được đề xuất bởi Gupta và Kumaresan [79].
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Although SC has been known for decades, very few phys-
ical implementations have been made. Recently SC has been
used in LDPC decoding [6], in basic image processing systems
[7], [8], in fault-tree analyses [9], [10], and in filters [11], [12].
Alaghi and Hayes [13] and Qian and Riedel [14], [15] have
proposed synthesis approaches for classes of combinational cir-
cuits, hereby enabling a formal approach to generate complex
and in some cases reconfigurable arithmetic functions. Previous
research however only considers SC circuits with only a few
( 3) stages.
This work focusses on multi-stage SC. The paper’s main

novelties are the following. We link the advantages of SC to
emerging technologies. We present a systematic breakdown of
the three different types of errors in SC and analyse the inherent
signal loss in multiple stages. From this approach we derive a
formal design methodology for multi-stage circuits. We use this
methodology to implement the first complex 1D-DCT circuit
and use it as a basic block in a JPEG encoder. This circuit is
used to assess SC’s accuracy in multi-stage circuits. Finally
we show multi-stage stochastic computing circuits require
very long data streams to achieve high accuracy, resulting in
high energy dissipation. We quantify the system level energy
consumption, both in a 40 nm CMOS and a 26 nm TFET
technology.
This paper is organized as follows. Section II gives an

overview of stochastic numbers, arithmetic blocks and low
level design of stochastic circuits. We link the usage of SC to
circuit design in emerging technologies. Section III discusses
different sources of variation and noise in digital systems:
inherent, spatial and transient uncertainty. This section also
analyses the performance in terms of accuracy of a single stage
SC multiplier and compares it to an equivalent binary imple-
mentation, both under influence of different noise sources.
Section IV discusses the reasons for decreasing signal power
in multi-stage SC. This meticulous analysis allows proposing
a methodological strategy in Section V, which can be used to
design new SC systems and evaluate the accuracy of existing
circuits. Section VI concludes this work.

II. STOCHASTIC COMPUTING

A. Basic Theory

Stochastic numbers (SN) are bit-streams containing 1’s
and 0’s denoting the unipolar (UP) number

. Since will always lie in the real-number interval [0,1],
it can be interpreted as the probability that the bit-stream
outputs a 1 at : . A bipolar (BP) inter-
pretation of the bit-stream is possible by transforming onto
the [ 1,1] interval . The precision of the sto-
chastic number is determined by the length of the bit-stream.
A bit-stream of bits has a maximal theoretical
precision of eight binary bits. The most basic example of sto-
chastic computing is given in Fig. 2. This figure illustrates sto-
chastic UP multiplication. Multiplication in the UP format can
be implemented with an AND-gate. The AND-gate of Fig. 2
multiplies the sequential bit-stream ,1,1,0,1,0 with stream

,0,0,1,1,0. Stream represents real number 3/6 since three

Fig. 2. Example of UP stochastic multiplication with an AND-gate.

Fig. 3. Examples of basic SC arithmetic gates. (a) Bipolar multiplier. (b) FSM-
based linear gain function. (c) Scaled adder. (d) Binary-to-stochastic converter.
(e) Stochastic-to-binary converter.

out of six bits are a logical 1. The result of this computation is
1/6, which is obviously correct. If streams and are corre-
lated, the result could deviate.
A more typical SC system exists out of a binary-to-stochastic

(BTS) conversion unit, stochastic arithmetic and a stochastic-to-
binary (STB) converter [Fig. 3(f) and (g)]. The BTS unit can be
easily implemented using LFSR pseudo random number gener-
ators [16]–[18]. These can be proven to generate near-exact ap-
proximations of the wanted binary input value. For conversion
from SC to binary a simple counter suffices. The used stochastic
arithmetic gate depends on the number interpretation. Multipli-
cation can be done by using an AND-gate in the UP format
[Fig. 2 and Fig. 3(a)], or an XNOR in the BP format [Fig. 3(b)].
Scaled addition can be implemented using a MUX-gate in both
cases [16] by driving the selector input with a stochastic number
[Fig. 3(e)]. The resulting output will be .
Using thus outputs . The INV-gate imple-
ments in the UP and in the BP format [Fig. 3(c)].
More complex gates such as comparators and linear gain func-
tions are nontrivial in SC (in contrast to binary logic) and can
be implemented using the synthesis approaches from [13] and
[14] or by using an FSM-based system [Fig. 3(d)] [19]. Basic
blocks for stochastic division and stochastic square roots have
also been presented [20].

B. Circuit Level Aspects and Comparison With Binary

Classical binary systems can be pipelined to increase
throughput. This is not possible in SC systems, since all op-
erations are single stage and the computing style is inherently
sequential. This is a big disadvantage of SC which makes it
difficult to achieve high throughput. The energy and accuracy
of SC systems can be compared to standard binary for the same

Hình 5.6: Một số thành phần cơ bản của SC.
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5.1.3. Các ứng dụng

Tính toán ngẫu nhiên là một phương pháp mới đầy hứa hẹn cho việc giải mã

LDPC. Ứng dụng SC trong giải mã LDPC đã đạt được những kết quả quan

trọng. Các bộ giải mã LDPC ngẫu nhiên đã được nghiên cứu trong [83], [84].

Ngoài ra, các bộ giải mã dựa trên SC cho mã phân cực [85], bộ giải mã

Viterbi [86] cũng đã được thiết kế. Đặc tính ngẫu nhiên và khả năng chịu

đựng lỗi của SC là phù hợp với các ứng dụng này.

Thực thi mạng trí tuệ nhân tạo là ứng dụng chính của SC [87], [88], [89].

Hiện nay mạng nơ-ron thần kinh đang thu hút được quan tâm nên việc nghiên

cứu về mạng nơ-ron ngẫu nhiên cũng được thúc đẩy mạnh mẽ bởi vì có sự

giống nhau giữa mã hóa ngẫu nhiên với các "đột biến" thần kinh [78]. Các

mạng nơ-ron dựa trên SC có độ phức tạp thấp cho phép thiết kế được mạng

nơ-ron có độ phức tạp thấp.

Khai phá và nhận dạng dữ liệu [90], [91], học máy [92] cũng là những ứng

dụng mới của SC. Các ứng dụng này vốn có khả năng chấp nhận lỗi, tạo

ra các kỹ thuật tính toán xấp xỉ trong đó có SC là phù hợp với thực thi

hiệu quả các ứng dụng này. SC cũng đã được ứng dụng rất tốt trong các

mạch xử lý ảnh, nhiều mạch xử lý ảnh mới đã được nghiên cứu dựa trên SC

trong [93], [94], các chip xử lý ảnh dựa trên SC cũng đã được chế tạo và cho

thấy chất lượng tốt hơn so với các thiết kế truyền thống tương tự [95].

Gần đây một số nghiên cứu sử dụng SC để thực hiện các hàm toán học

ứng dụng trong các lĩnh vực xử lý tín hiệu số và mạng nơ-ron. Các nghiên

cứu của Qian và các cộng sự trong [80], Li trong [96], Parhi trong [97] đã tập

trung sử dụng SC để thực thi nhiều hàm toán học khác nhau. Ý tưởng chính
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của các nghiên cứu này là dựa trên xấp xỉ các hàm toán học bằng đa thức

Bernstein, khai triển Maclaurin hoặc phương pháp máy trạng thái hữu hạn

(FSM: Finite State Machine) để tính toán các hàm toán học.

5.2. Các nghiên cứu liên quan

Như đã nói ở trên, tính toán các hàm toán học dựa trên SC đã được nghiên

cứu trong [80], [96] và [97]. Các nghiên cứu này sử dụng đa thức Bernstein,

máy trạng thái hữu hạn và khai triển Maclaurin để thực thi các hàm toán

học khác nhau trên logic ngẫu nhiên.

5.2.1. Thực thi sử dụng đa thức Bernstien

Trong [80] các tác giả đã thực hiện tính toán các hàm toán học sử dụng

logic ngẫu nhiên trên cơ sở xấp xỉ các hàm toán học bằng đa thức Bernstien.

Một hàm đa thức Bernstein bậc n có dạng như sau:

B(x) =
n∑

i=0

biBi,n(x). (5.2)

Trong đó bi là các số thực được gọi là các hệ số Bernstein và các Bi,n(x)

được gọi là các đa thức Bernstein cơ sở và được tính như công thức (5.3).

Bi,n(x) =



n

i


xi(1− x)n−i. (5.3)

Một đa thức bậc n có thể xấp xỉ bằng một đa thức Bernstein có bậc không

nhỏ hơn n. Hơn nữa nếu các khoảng giá trị của đa thức bậc n trong khoảng

[0, 1] thì chúng ta có thể chuyển nó thành một đa thức Bernstein với tất cả

các hệ số cũng nằm trong khoảng [0, 1] và từ đó có thể thực thi nó bằng các

logic ngẫu nhiên chỉ với sử dụng mạch MUX như thể hiện trên Hình 5.7. Sơ

đồ thực hiện gồm có một bộ cộng và một mạch MUX. Các đầu vào bộ cộng
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sẽ là tập các giá trị đầu vào (x1 ... xn). Các dữ liệu đầu vào mạch MUX sẽ

là (z0 ... zn). Đầu ra bộ cộng sẽ lựa chọn các đầu vào của MUX.

continuous functions through nonpolynomial approxima-
tions [17]. In [18], we considered the complementary
problem of generating probabilistic signals for stochastic
computation. We described a method for transforming
arbitrary sources of randomness into the requisite prob-
ability values, entirely through combinational logic.

1.4 Overview

In this paper, we apply the concept of stochastic logic to a
reconfigurable architecture that implements processing
operations on a datapath. We analyze cost as well as the
sources of error: approximation, quantization, and random
fluctuations. We study the effectiveness of the architecture
on a collection of benchmarks for image processing. The
stochastic architecture requires less area than conventional
hardware implementations. Moreover, it is much more
tolerant of soft errors (bit flips) than these deterministic
implementations. This fault tolerance scales gracefully to
very large numbers of errors.

The rest of the paper is structured as follows: Section 2
discusses the synthesis of stochastic logic. Section 3 presents
our reconfigurable architecture. Section 4 analyzes the
sources of error in stochastic computation. Section 5
describes our implementation of the architecture. Section 6
provides experimental results. Section 7 presents conclu-
sions and future directions of research.

2 SYNTHESIZING STOCHASTIC LOGIC

2.1 Synthesizing Polynomials

By definition, the computation of polynomial functions
entails multiplications and additions. These can be im-
plemented with the stochastic constructs described in
Section 1.1. However, the method fails for polynomials
with coefficients less than zero or greater than one, e.g.,
1:2x� 1:2x2, since we cannot represent such coefficients
with stochastic bit streams.

In [4], we proposed a method for implementing arbitrary
polynomials, including those with coefficients less than
zero or greater than one. As long as the polynomial maps
values from the unit interval to values in the unit interval,
then no matter how large the coefficients are, we can
synthesize stochastic logic that implements it. The proce-
dure begins by transforming a power-form polynomial into
a Bernstein polynomial [19]. A Bernstein polynomial of
degree n is of the form

BðxÞ ¼
Xn
i¼0

biBi;nðxÞ; ð1Þ

where each real number bi is a coefficient, called a Bernstein
coefficient, and each Bi;nðxÞði ¼ 0; 1; . . . ; nÞ is a Bernstein
basis polynomial of the form

Bi;nðxÞ ¼
n

i

� �
xið1� xÞn�i: ð2Þ

A power-form polynomial of degree n can be transformed
into a Bernstein polynomial of degree not less than n.
Moreover, if a power-form polynomial maps the unit
interval onto itself, we can convert it into a Bernstein
polynomial with coefficients that are all in the unit interval.

A Bernstein polynomial with all coefficients in the unit
interval can be implemented stochastically by a generalized
multiplexing circuit, shown in Fig. 4. The circuit consists of
an adder block and a multiplexer block. The inputs to the
adder are an input set fx1; . . . ; xng. The data inputs to
the multiplexer are z0; . . . ; zn. The outputs of the adder are
the selecting inputs to the multiplexer block. Thus, the
output of the multiplexer y is set to be zi (0 � i � n), where i
equals the binary number computed by the adder; this is the
number of ones in the input set fx1; . . . ; xng.

The stochastic input bit streams are set as follows:

. The inputs x1; . . . ; xn are independent stochastic bit
streams X1; . . . ; Xn representing the probabilities
P ðXi ¼ 1Þ ¼ x 2 ½0; 1�, for 1 � i � n.

. The inputs z0; . . . ; zn are independent stochastic bit
streams Z0; . . . ; Zn representing the probabilities
P ðZi ¼ 1Þ ¼ bi 2 ½0; 1�, for 0 � i � n, where the bi’s
are the Bernstein coefficients.

The output of the circuit is a stochastic bit stream Y in
which the probability of a bit being one equals the Bernstein
polynomial BðxÞ ¼

Pn
i¼0 biBi;nðxÞ. We discuss generating

and interpreting such input and output bit streams in
Sections 3.2 and 3.3.

Example 1. The polynomial f1ðxÞ ¼ 1
4þ 9

8 x� 15
8 x

2 þ 5
4x

3

maps the unit interval onto itself. It can be converted
into a Bernstein polynomial of degree 3:

f1ðxÞ ¼
2

8
B0;3ðxÞ þ

5

8
B1;3ðxÞ þ

3

8
B2;3ðxÞ þ

6

8
B3;3ðxÞ:

Notice that all the coefficients are in the unit interval. The
stochastic logic that implements this Bernstein polynomial
is shown in Fig. 5. Assume that the original polynomial is
evaluated at x ¼ 0:5. The stochastic bit streams of inputs
x1, x2, and x3 are independent and each represents the
probability value x ¼ 0:5. The stochastic bit streams of
inputs z0; . . . ; z3 represent probabilities b0 ¼ 2

8 , b1 ¼ 5
8 ,

b2 ¼ 3
8 , and b3 ¼ 6

8 . As expected, the stochastic logic
computes the correct output value: f1ð0:5Þ ¼ 0:5.

2.2 Synthesizing Nonpolynomial Functions

It was proved in [4] that stochastic logic can only
implement polynomial functions. In real applications, of
course, we often encounter nonpolynomial functions, such
as trigonometric functions. A method was proposed in [17]
to synthesize arbitrary functions by approximating them
via Bernstein polynomial. Indeed, given a continuous
function fðxÞ of degree n as the target, a set of real
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Fig. 4. A generalized multiplexing circuit implementing the Bernstein
polynomial y ¼ BðxÞ ¼

Pn
i¼0 biBi;nðxÞ with 0 � bi � 1, for i ¼ 0; 1; . . . ; n.Hình 5.7: Thực thi hàm dựa trên SC sử dụng đa thức Bernstien.

Ví dụ da thức f(x) = 1
4

+ 9
8
x − 15

8
x2 + 5

4
x3 có thể chuyển thành đa thức

Bernstien bậc 3 như sau:

f(x) =
2

8
B0,3(x) +

5

8
B1,3(x)− 3

8
B2,3(x) +

6

8
B3,3(x) (5.4)

Giả sử rằng đa thức ban đầu cần ước lượng tại giá trị x = 0, 5. Chuỗi bit

ngẫu nhiên đầu vào x1, x2 và x3 là độc lập và biểu diễn của giá trị x = 0, 5.

Chuỗi bit ngẫu nhiên của các đầu vào z1, ..., z3 biểu diễn các giá trị hệ số

b0 = 2
8
, b1 = 5

8
, b2 = 3

8
và b3 = 6

8
. Thực thi trên logic ngẫu nhiên của đa thức

Bernstien này như Hình 5.8.

5.2.2. Thực thi sử dụng máy trạng thái hữu hạn

Phương pháp máy trạng thái hữu hạn để thực thi các hàm toán học đã

được đề xuất bởi Brown và Card trong [81]. Một sơ đồ chuyển đổi trạng thái

điển hình thể hiện như Hình 5.9 để thực thi hàm tanh(G
2
x). Trên Hình 5.9

X là đầu vào của số ngẫu nhiên và Y là đầu ra của chuỗi bit ngẫu nhiên. Sơ

đồ FSM như vậy được thực thi bởi một bộ đếm ngược và đếm thuận.
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S0 -----
Y=0

SN/2-1 -----
Y=0

SN-1 -----
Y=1

X=0 X=1

SN/2 -----
Y=1

S1 -----
Y=0

SN-2 -----
Y=1

…… 
…… 
…… 

…… 
…… 
…… 

X=1 X=1 X=1 X=1 X=1 X=1 X=1

X=0 X=0 X=0 X=0 X=0 X=0X=0

Fig. 3. The state transition diagram of an FSM implementing a tanh function stochastically. In the figure, the number below each state Si represents the
output Y of the FSM when the current state is Si (0 ≤ i ≤ N − 1) [7].

S0 -----
Y=1

SN-G -----
Y=0

SN-1-----
Y=0

X=0 X=1

S1 -----
Y=1

X=1 …… 
…… 
…… 

SN-G-1 -----
Y=1

…… 
…… 
…… 

SN-G-2 -----
Y=1

X=1 X=1 X=1 X=1 X=1 X=1

X=0 X=0 X=0 X=0 X=0 X=0X=0

Fig. 4. The state transition diagram of an FSM implementing an exponentiation function stochastically. In the figure, the number below each state Si
represents the output Y of the FSM when the current state is Si (0 ≤ i ≤ N − 1). Note that the number G� N [7].

+

x1
x2

xn

MUX

z0

z1

zn

y

Ʃi xi

...

Pr(xi = 1) = x

Pr(zi = 1) = bi

...

Fig. 5. A generalized multiplexing circuit implementing the Bernstein
polynomial y = B(x) =

∑n
i=0 biBi,n(x) with 0 ≤ bi ≤ 1, for

i = 0, 1, . . . , n [8].

are z0, . . . , zn. The outputs of the adder are the selecting inputs to
the multiplexer block.

0,0,0,1,1,0,1,1 (4/8)

0,1,1,1,0,0,1,0 (4/8)

1,1,0,1,1,0,0,0 (4/8)

0,0,0,1,0,1,0,0 (2/8)

x1

x2

x3

1,2,1,3,2,0,2,1

0,1,0,1,0,1,1,1 (5/8)

0,1,1,0,1,0,0,0 (3/8)

1,1,1,0,1,1,0,1 (6/8)

MUX 0,1,0,0,1,1,0,1 (4/8)

z0

z1

z2

z3

y

0

1

2

3

Fig. 6. Logical computation on stochastic bit streams implementing the Bern-
stein polynomial f(x) = 2

8
B0,3(x) +

5
8
B1,3(x) +

3
8
B2,3(x) +

6
8
B3,3(x)

at x = 0.5. Stochastic bit streams x1, x2 and x3 encode the value x = 0.5.
Stochastic bit streams z0, z1, z2 and z3 encode the corresponding Bernstein
coefficients [8].

When the number of ones in the input set {x1, . . . , xn} is i,
then the adder will output a binary number equal to i and the
output y of the multiplexer will be set to zi. The inputs x1, . . . , xn
are independent stochastic bit streams X1, . . . , Xn representing the
probabilities P (Xi = 1) = x ∈ [0, 1], for 1 ≤ i ≤ n. The
inputs z0, . . . , zn are independent stochastic bit streams Z0, . . . , Zn
representing the probabilities P (Zi = 1) = bi ∈ [0, 1], for

0 ≤ i ≤ n, where the bi’s are the Bernstein coefficients. The output of
the circuit is a stochastic bit stream Y in which the probability of a bit
being one equals the Bernstein polynomial B(x) =

∑n
i=0 biBi,n(x).

A circuit implementation of the above example is shown in Fig. 6 [8].

The tanh and the exponentiation functions, as shown in equations
(1) and (2), can also be implemented by this Bernstein polynomial-
based approach. However, it requires more hardware than the FSM-
based ones. To leverage the low-cost and low-power properties
of the FSM-based stochastic computation, this paper demonstrates
how to synthesize sophisticated functions based on a new FSM
topology. Based on this technique, more sophisticated functions in
ANNs, communication systems, and digital signal processing could
be computed on the stochastic bit streams with lower hardware cost,
lower energy consumption, and higher fault-tolerance.
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Fig. 7. The FSM has two inputs X and K. The numbers on each arrow
represent the transition condition, with the first corresponding to the input
X and the second corresponding to the input K. The FSM has log2dMNe
outputs, encoding a value in binary radix. In the figure, the number below
each state St (0 ≤ t ≤MN−1) represents the value encoded by the outputs
of the FSM when the current state is St.
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Hình 5.8: Thực thi hàm f(x) = 1
4
+ 9

8
x− 15

8
x2+ 5

4
x3 trên SC sử dụng đa thức Bernstien.
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TABLE II: The computational results and formats of internal nodes in Fig. 23.

Internal nodes n1 n2 n3 n4 n5 (Q(x)) n6 n7 n8 (R(x))

Result x2 1− 0.1097n1 1− 0.1762x2n2 x6 1− 2 · 0.6676n3n4 x2 2 · 0.4112x2 − 1 n6n7

Format unipolar unipolar unipolar unipolar bipolar bipolar bipolar bipolar

TABLE III: The computational results and formats of internal nodes and the output in Fig. 24.

Internal nodes n1 n2 n3 n4 n5 (P (x)) y

Result x2 − 1
60n1

1
2 (

1
6 + n2)

1
2 (−1 + x2n3) x · n4

1
2 − 1

2n5

Format bipolar bipolar bipolar bipolar bipolar unipolar

implementation. P (x) is implemented by using XNOR gates
and multiplexers with bipolar input and output. The final result
is generated by performing bipolar to unipolar conversion
using an inverter for P (x).

VI. EXPERIMENTAL RESULTS

In this section, we present the experimental results of
performance test and synthesis results for stochastic implemen-
tations of arithmetic functions using Maclaurin polynomials.
Results of previous work including implementations using
Bernstein polynomial method [4] and FSM [6] [17] are also
presented for comparisons.

A. Previous Work

1) Implementation using Bernstein polynomial: A function
f(x) ∈ [0, 1] given x ∈ [0, 1] can be implemented using
Bernstein polynomial method in stochastic unipolar logic.
The target function can be described based on Bernstein
polynomials as follows:

f(x) =
n∑

i=0

βiBi,n(x),

where βi’s are Bernstein coefficients and the Bernstein basis
polynomial Bi,n(x) is given as follows:

Bi,n(x) =

(
n

i

)
xi(1− x)n−i.

Fig. 25 illustrates an example of stochastic implementation
based on 3rd-order Bernstein polynomials. Notice that the

fðbbÞ ¼ 1

2
bbTHHbbþ ccT bb; ð4Þ

where

bb ¼ ½b0; . . . ; bn�T ;

cc ¼ �
Z 1

0

fðxÞB0;nðxÞ dx; . . . ;�
Z 1

0

fðxÞBn;nðxÞ dx

� �T
;

HH ¼

R 1
0 B0;nðxÞB0;nðxÞ dx . . .

R 1
0 B0;nðxÞBn;nðxÞ dxR 1

0 B1;nðxÞB0;nðxÞ dx . . .
R 1

0 B1;nðxÞBn;nðxÞ dx

..

. . .
. ..

.R 1
0 Bn;nðxÞB0;nðxÞ dx . . .

R 1
0 Bn;nðxÞBn;nðxÞ dx

2
666664

3
777775:

This optimization problem is, in fact, a constrained
quadratic programming problem. Its solution can be
obtained using standard techniques. Once we obtain
the requisite Bernstein coefficients, we can implement the
polynomial approximation as a Bernstein computation with
the generalized multiplexing circuit described in Section 2.1.

Example 2 (Gamma Correction). The gamma correction
function is a nonlinear operation used to code and decode
luminance and tristimulus values in video and still-image
systems. It is defined by a power-law expression

Vout ¼ V
�

in;

where Vin is normalized between zero and one [20]. We
apply a value of � ¼ 0:45, which is the value used in
most TV cameras.

Consider the nonpolynomial function

f2ðxÞ ¼ x0:45:

We approximate this function by a Bernstein polynomial
of degree 6. By solving the constrained quadratic optimi-
zation problem, we obtain the Bernstein coefficients:

generalized multiplexing circuit described in Section 2.1,
which implements Bernstein polynomials with coefficients
in the unit interval. As described in Section 2.2, we can use
it to approximate arbitrary continuous functions.

The probability x of the independent stochastic bit
streams xi is controlled by the binary number Cx in a
constant register, as illustrated in Fig. 6. The constant
register is a part of the Randomizer Unit, discussed below.
Similarly, stochastic bit streams z0; . . . ; zn representing a
specified set of coefficients can be produced by configuring
the binary numbers Czi ’s in constant registers.

3.2 The Randomizer Unit

The Randomizer Unit is shown in Fig. 7. To generate a
stochastic bit stream, a random number generator produces
a number R in each clock cycle. If R is strictly less than the
number C stored in the corresponding constant number
register, then the comparator generates a one; otherwise, it
generates a zero.

In our implementation, we use linear feedback shift
registers (LFSRs). Assume that an LFSR has L bits.
Accordingly, it generates repeating pseudorandom num-
bers with a period of 2L � 1. We choose L so that
2L � 1 � N , where N is the length of the input random bit
stream. This guarantees good randomness of the input bit
streams. The set of random numbers that can be generated
by such an LFSR is f1; 2; . . . ; 2L � 1g, and the probability
that R equals a specific k in the set is

P ðR ¼ kÞ ¼ 1

2L � 1
: ð5Þ

Given a constant integer 1 � C � 2L, the comparator
generates a one with probability

Fig. 25: An example of stochastic implementation based on
3rd-order Bernstein polynomials. Stochastic bit streams x1, x2
and x3 encode the input value x. Stochastic bit streams z0, z1,
z2 and z3 encode the corresponding Bernstein coefficients.

generation of bit streams xi’s and zi’s required SNGs, which
increase hardware complexity of this implementation. More
details of stochastic implementation using Bernstein polyno-
mials can be found in [4].

2) Implementation using FSM: The finite-state-machine
approach to implementing arithmetic functions was proposed
by Brown and Card in [6]. A typical state transition diagram
of FSM is shown in Fig. 26, where the function tanh G

2 x is
implemented. In Fig. 26, X is the stochastic input while y is

S0 S1 SG/2-1 SG/2 SG-2 SG-1

x

x' x' x' x' x' x' x'

x x x x x x
x'

...

x

...
...
...

y=0 y=1

Fig. 26: The state transition diagram of the FSM implementing
the stochastic tanh(G2 x), where G is the number of states.

the output stochastic bit stream. Such an FSM is implemented
using an up and down saturate counter. This FSM-based design
is used to implement tangent hyperbolic and exponential
functions. However, quoted from [17], “the FSM topology
proposed by Brown and Card cannot be used to synthesize
more sophisticated functions, such as high order polynomials
and other non-polynomials.” Therefore, the FSM topology
shown in Fig. 27 was proposed in [17] to implement arbitrary
computations including trigonometric functions. In Fig. 27,

Fig. 27: The state transition diagram of the FSM topology
proposed in [17].

there are two inputs X and K. The numbers on each arrow
represent the transition condition, with the first corresponding
to the input X and the second corresponding to the input

Hình 5.9: Thực thi hàm tanh(G
2
x) trên SC sử dụng phương pháp FSM.

Tuy nhiên trong [96] các tác giả phát biểu rằng “các sơ đồ đề xuất bởi

Brown và Card không thể sử dụng để tổng hợp các hàm phức tạp hơn chẳng

hạn như các hàm đa thức bậc cao hay các hàm phi đa thức khác” vì vậy sơ

đồ FSM như Hình 5.10 đã được đề xuất trong [96] để thực thi các hàm bất

kỳ. Trên Hình 5.10 có hai đầu vào X và K, các số trên các đường mũi tên

thể hiện điều kiện chuyển trạng thái, số đầu tiên tương ứng với đầu vào X

và số thứ hai tương ứng với đầu vào K. Đầu ra nhị phân của FSM sẽ được

mã hóa sử dụng log2 dMNe bit. Số bên dưới mỗi trạng thái biểu diễn giá trị

mã hóa ở đầu vào của FSM ở trạng thái St (0 ≤ t ≤ MN − 1). Vì đầu ra

của FSM chưa phải là chuỗi ngẫu nhiên nên kiến trúc hoàn chỉnh của thực

thi các hàm trên số ngẫu nhiên được cho ở Hình 5.11, trong đó khối FSM

tương ứng như Hình 5.10, với X biểu diễn đầu vào của chuỗi ngẫu nhiên và
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đầu ra của FSM sẽ được sử dụng làm tín hiệu lựa chọn cho khối MUX. Các

tham số K và wi được lựa chọn để tối thiểu độ chênh lệch đầu ra Y và hàm

thực. Các tác giả trong [96] đã chỉ ra rằng việc thêm các đầu vào K và wi

cho phép thực thi các hàm bất kỳ. Tuy nhiên, các đầu vào này phải được biểu

diễn trong khoảng [0, 1]. Điều này cũng làm tăng độ phức tạp phần cứng do

phải thêm các SNG.

S0 -----
Y=0

SN/2-1 -----
Y=0

SN-1 -----
Y=1

X=0 X=1

SN/2 -----
Y=1

S1 -----
Y=0

SN-2 -----
Y=1

…… 
…… 
…… 

…… 
…… 
…… 

X=1 X=1 X=1 X=1 X=1 X=1 X=1

X=0 X=0 X=0 X=0 X=0 X=0X=0

Fig. 3. The state transition diagram of an FSM implementing a tanh function stochastically. In the figure, the number below each state Si represents the
output Y of the FSM when the current state is Si (0 ≤ i ≤ N − 1) [7].

S0 -----
Y=1

SN-G -----
Y=0

SN-1-----
Y=0

X=0 X=1

S1 -----
Y=1

X=1 …… 
…… 
…… 

SN-G-1 -----
Y=1

…… 
…… 
…… 

SN-G-2 -----
Y=1

X=1 X=1 X=1 X=1 X=1 X=1

X=0 X=0 X=0 X=0 X=0 X=0X=0

Fig. 4. The state transition diagram of an FSM implementing an exponentiation function stochastically. In the figure, the number below each state Si
represents the output Y of the FSM when the current state is Si (0 ≤ i ≤ N − 1). Note that the number G� N [7].

+

x1
x2

xn

MUX

z0

z1

zn

y

Ʃi xi

...

Pr(xi = 1) = x

Pr(zi = 1) = bi

...

Fig. 5. A generalized multiplexing circuit implementing the Bernstein
polynomial y = B(x) =

∑n
i=0 biBi,n(x) with 0 ≤ bi ≤ 1, for

i = 0, 1, . . . , n [8].

are z0, . . . , zn. The outputs of the adder are the selecting inputs to
the multiplexer block.

0,0,0,1,1,0,1,1 (4/8)

0,1,1,1,0,0,1,0 (4/8)

1,1,0,1,1,0,0,0 (4/8)

0,0,0,1,0,1,0,0 (2/8)

x1

x2

x3

1,2,1,3,2,0,2,1

0,1,0,1,0,1,1,1 (5/8)

0,1,1,0,1,0,0,0 (3/8)

1,1,1,0,1,1,0,1 (6/8)

MUX 0,1,0,0,1,1,0,1 (4/8)

z0

z1

z2

z3

y

0

1

2

3

Fig. 6. Logical computation on stochastic bit streams implementing the Bern-
stein polynomial f(x) = 2

8
B0,3(x) +

5
8
B1,3(x) +

3
8
B2,3(x) +

6
8
B3,3(x)

at x = 0.5. Stochastic bit streams x1, x2 and x3 encode the value x = 0.5.
Stochastic bit streams z0, z1, z2 and z3 encode the corresponding Bernstein
coefficients [8].

When the number of ones in the input set {x1, . . . , xn} is i,
then the adder will output a binary number equal to i and the
output y of the multiplexer will be set to zi. The inputs x1, . . . , xn
are independent stochastic bit streams X1, . . . , Xn representing the
probabilities P (Xi = 1) = x ∈ [0, 1], for 1 ≤ i ≤ n. The
inputs z0, . . . , zn are independent stochastic bit streams Z0, . . . , Zn
representing the probabilities P (Zi = 1) = bi ∈ [0, 1], for

0 ≤ i ≤ n, where the bi’s are the Bernstein coefficients. The output of
the circuit is a stochastic bit stream Y in which the probability of a bit
being one equals the Bernstein polynomial B(x) =

∑n
i=0 biBi,n(x).

A circuit implementation of the above example is shown in Fig. 6 [8].

The tanh and the exponentiation functions, as shown in equations
(1) and (2), can also be implemented by this Bernstein polynomial-
based approach. However, it requires more hardware than the FSM-
based ones. To leverage the low-cost and low-power properties
of the FSM-based stochastic computation, this paper demonstrates
how to synthesize sophisticated functions based on a new FSM
topology. Based on this technique, more sophisticated functions in
ANNs, communication systems, and digital signal processing could
be computed on the stochastic bit streams with lower hardware cost,
lower energy consumption, and higher fault-tolerance.

S0 ------------
0

…… 
…… 
…… 

11

00

S1 ------------
1

SN-2 ------------
N-2

SN-1 ------------
N-1

SN ------------
N

…… 
…… 
…… 

SN+1 ------------
N+1

S2N-2 ------------
2N-2

S2N-1 ------------
2N-1

01

…
…

 
…

…
 

…
…

 

…
…

 
…

…
 

…
…

 

…
…

 
…

…
 

…
…

 

…
…

 
…

…
 

…
…

 

…… …… …… 

S(M-1)N------------
(M-1)N

…… 
…… 
…… 

S(M-1)N+1 ------------
(M-1)N+1

SMN-2 ------------
MN-2

SMN-1 ------------
MN-1

11 11 11

00 00 00

11

00

11 11 11

00 00 00

11

00

11 11 11

00 00 00

10 01 10 01 10 01 10

01 10 01 10 01 10 01 10

01 10 01 10 01 10 01 10

00 o
r 0

1
11 or 01

11 o
r 1

000 or 10 10 10

01 01

00 11

Fig. 7. The FSM has two inputs X and K. The numbers on each arrow
represent the transition condition, with the first corresponding to the input
X and the second corresponding to the input K. The FSM has log2dMNe
outputs, encoding a value in binary radix. In the figure, the number below
each state St (0 ≤ t ≤MN−1) represents the value encoded by the outputs
of the FSM when the current state is St.
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Hình 5.10: Sơ đồ chuyển trạng thái của phương pháp FSM đề xuất trong [96].

III. THE NEW FSM TOPOLOGY

The state transition diagram of the proposed FSM is shown in
Fig. 7. It has two inputs (we call them X and K) and in total M ×N
states, arranged as an M × N two-dimensional array. We normally
set M × N = 2R, where R is a positive integer, because we can
implement an FSM with 2R states by R D flip-flops (DFFs). In
addition, we set M = 2bR2 c, and N = 2dR2 e. The FSM shown
in Fig. 7 is a Moore-style machine, which has log2dMNe outputs
encoding an integer in the range [0, MN − 1] using binary radix.
If the current state is St (0 ≤ t ≤ MN − 1), the value encoded by
its output is just the current state number t. In short, we say that the
output of the FSM is t. It can be seen that the output configuration of
the FSM looks like an up/down counter. However, the state transitions
of this FSM are quite different from a conventional up/down counter.
For example, if we assume that the current state is SN+1 in Fig. 7,
its next state and the corresponding output will be: SN+2 and N+2,
if (X,K) = (1, 1); SN and N , if (X,K) = (0, 0); S2N+1 and
2N + 1, if (X,K) = (1, 0); S2 and 2, if (X,K) = (0, 1). An
example of such an FSM with 8 states is shown in Fig. 8.

S0 ------------
0

S1 ------------
1

S2 ------------
2

S3 ------------
3

S4 ------------
4

S5 ------------
5

S6 ------------
6

S7 ------------
7

11

00

11 11

00 00

11

00

11 11

00 00

01 10 01 10 01 10 01 10

00 o
r 0

1
11 or 01

11 o
r 1

000 or 10

01 01

10 10

Fig. 8. An example of the state transition digram of the proposed FSM with
8 states. Here, M = 2 and N = 4.

The inputs X and K of this FSM consist of stochastic bit streams.
We define the probability that each bit in the input stream X is one
to be PX , and the probability that each bit in the input stream K
is one to be PK . Because both inputs X and K are stochastic bit
streams with fixed probabilities, the state transition process of the
FSM can be modeled as a time-homogeneous Markov chain. It can
be shown that this Markov chain is irreducible and aperiodic. Then,
based on the theory of Markov chain, the FSM has an equilibrium
state distribution [9]. We define the probability that the current state
is St (0 ≤ t ≤ MN − 1) in the equilibrium (or the probability that
the current output is t) to be Pt. Intuitively, Pt is a function of both
PX and PK . In the following, we derive a closed form expression
of Pt in terms of PX and PK . This expression is used to synthesize
a given target function T (PX) on PX . The synthesis details will be
discussed in the next section.

In the following discussion, we define i =
⌊
t
N

⌋
and j = t modulo

N , i.e., i and j are the quotient and the remainder of t divided by
N , respectively (or t = i×N + j). Based on the theory of Markov
chains [9], at the equilibrium stage, the probability of transitioning
from the state Si×N+j to its horizontal adjacent state Si×N+j−1,
equals the probability of transitioning from the state Si×N+j−1 to
the state Si×N+j . Thus, we have

Pi×N+j · (1− PX) · (1− PK) = Pi×N+j−1 · PX · PK . (4)

In addition, the probability of transitioning from the state Si×N+j

to its vertical adjacent state, S(i−1)×N+j , equals the probability of
transitioning from the state S(i−1)×N+j to the state Si×N+j :

Pi×N+j · (1− PX) · PK = P(i−1)×N+j · PX · (1− PK). (5)

Because all the individual state probabilities Pi×N+j (or Pt) must
sum to unity, we have

MN−1∑

t=0

Pt =

M−1∑

i=0

N−1∑

j=0

Pi×N+j = 1. (6)

Based on equation (4), (5), and (6), we obtain

Pt = Pi×N+j =
tix · tjy

M−1∑
u=0

N−1∑
v=0

tux · tvy
, (7)

where tx and ty are,

tx =
PX

1− PX
· PK

1− PK
,

ty =
PX

1− PX
· 1− PK

PK
.

It can be seen that equation (7) is a closed form expression of Pt
in terms of PX and PK . In the next section, we discuss how Pt is
used to synthesize a given target function.

IV. THE FSM-BASED SYNTHESIS APPROACH

In this section, we introduce how to synthesize a target function
T (PX) based on the proposed FSM. More specifically, we use the
circuit shown in Fig. 9 to synthesize T (PX).

FSM
X

w0 w1

…...

wMN-1

Y
K

MUX Trạng thái 
hiện tại

Fig. 9. The circuit for synthesizing target functions.

In Fig. 9, as we introduced in the previous section, the inputs of the
proposed FSM are X and K, its output is the current state number,
which is connected to the selection inputs of the multiplexer “MUX”,
which has M ×N data inputs (w0, w1, · · · , wMN−1). Note that if
the current state of the FSM is St (0 ≤ t ≤ MN − 1), then the
channel that connects wt to Y will be selected in the “MUX.”

We let X , K, and wt be stochastic bit streams, and define PX to
be the probability of ones in X , PK to be the probability of ones
in K, Pwt to be the probability of ones in wt, and PY to be the
probability of ones in Y . Based on the circuit shown in Fig. 9, it can
be seen that the probability that the “MUX” input wt is selected as its
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Hình 5.11: Kiến trúc hoàn chỉnh cho thực thi các hàm sử dụng FSM [96].
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5.2.3. Thực thi sử dụng khai triển Maclaurin

Trong [97] các tác giả đã thực thi các hàm toán học bằng các phần tử logic

ngẫu nhiên dựa trên khai triển Maclaurin kết hợp với qui tắc Horner của các

hàm. Dựa trên đặc tính của khai triển Maclaurin có các hệ số của các số hạng

là thay đổi luân phiên giữa dương và âm do vậy kết hợp với qui tắc Horner

có thể thực thi các hàm theo khai triển Maclaurin bởi các cổng NAND trong

logic ngẫu nhiên. Khai triển Maclaurin của một số hàm điển hình như sau:

• Các hàm lượng giác

sinx =
∞∑

n=0

(−1)
n

(2n+ 1)!
x2n+1 = x− x3

3!
+
x5

5!
· · · (5.5)

cosx =
∞∑

n=0

(−1)
n

(2n)!
x2n = 1− x2

2!
+
x4

4!
· · · (5.6)

• Hàm mũ

e−x =
∞∑

n=0

(−x)
n

n!
= 1− x+

x2

2!
− x3

3!
· · · (5.7)

• Hàm logarithm tự nhiên

ln(1 + x) =
∞∑

n=0

(−1)
n+1x

n

n
= x− x2

2
+
x3

3
· · · (5.8)

• Hàm tang hyberbol

tanhx = 1−e−2x
1+e−2x

tanhx =
∞∑

n=1

B2n4
n(4n − 1)

2n!
x2n−1 = x− 1

3
x3 +

2

5
x5 − 17

315
x7 · · ·

(5.9)

ở đây Bi là các số Bernoulli.
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Trong [97] các tác giả đã thực hiện các hàm bằng việc sử dụng một số các

số hạng đầu tiên trong khai triển Maclaurin. Kiến trúc phần cứng thực hiện

các hàm trong [97] như sau:

• Hàm ln(1 + x) được xấp xỉ bằng khai triển Maclaurin bậc 5 và kết hợp

với qui tắc Horner theo công thức sau:

ln(1 + x) ≈ x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ x5

5

= x(1− 1
2
x(1− 2

3
x(1− 3

4
x(1− 4

5
x)))).

(5.10)

Kiến trúc thực thi của hàm ln(1 + x) dựa trên khai triển Maclaurin bậc

5 trên logic ngẫu nhiên như Hình 5.12.

D D D D

4/5 3/4 2/3 1/2

x ln(1+x)
n1 n2 n3 n4

Hình 5.12: Kiến trúc phần cứng thực thi hàm ln(1 +x) sử dụng khai triển Maclaurin
bậc 5.

Trên Hình 5.12 các hệ số n1, n2, n3 và n4 được xác định như sau:

n1 = 1− 4
5
x2; n2 = 1− 3

4
n1; n3 = 1− 2

3
n2,

n4 = 1− 1
2
n3; ln(1 + x) = n4 · x.

(5.11)

• Khai triển bậc 7 của hàm tanhx như công thức sau:

tanhx ≈ x(1− 1

3
x2(1− 2

5
x2(1− 17

42
x2))). (5.12)

Kiến trúc thực thi của hàm tanhx dựa trên khai triển Maclaurin bậc 7

trên logic ngẫu nhiên như Hình 5.13.
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D

D D

17/42 2/5 1/3

x

tanhx
n1 n2 n3 n4D

D

Hình 5.13: Kiến trúc thực thi hàm tanhx sử dụng khai triển Maclaurin bậc 7.

Các hệ số n1, n2, n3 và n4 trên Hình 5.13 được xác định như sau:

n1 = x2 ; n2 = 1− 17
42
n1 · x2 ; n3 = 1− 2

5
n2 · x2 ;

n4 = 1− 1
3
n3 · x2 ; tanhx = n4 · x.

(5.13)

• Khai triển bậc 5 của hàm sigmoid(x) như sau:

sigmoid(x) ≈ 1
2

+ x
4
− x3

48
+ x5

480

= 1− 1
2

+ x
4
− x2

48
+ x3

480

= 1− 1
2
(1− x

2
(1− x2

12
(1− x2

10
))).

(5.14)

Kiến trúc thực thi hàm sigmoid(x) thể hiện như Hình 5.14.

D

D

1/10 1/12 1/2

x Sigmoid(x)

n1 n2 n3 n4D

D

1/2

Hình 5.14: Kiến trúc thực thi hàm sigmoid(x) sử dụng khai triển Maclaurin bậc 5.

Trên Hình 5.14 các hệ số n1, n2, n3 và n4 được xác định như sau:

n1 = x2 ; n2 = 1− 1
10
n1 ; n3 = 1− 1

12
n2 ;

n4 = 1− 1
2
n3 ; sigmoid(x) = 1− 1

2
n4.

(5.15)
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• Khai triển bậc 7 của hàm sinx như công thức sau

sinx ≈ x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
= x(1− x2

6
(1− x2

20
(1− x2

42
))). (5.16)

Hình 5.15 là kiến trúc thực thi hàm sinx sử dụng khai triển Maclaurin

bậc 7 trong [97].

D

D D

1/42 1/20 1/6

x

sinx
n1 n2 n3 n4D

D

Hình 5.15: Kiến trúc thực thi hàm sinx sử dụng khai triển Maclaurin bậc 7.

Trên Hình 5.15 các hệ số n1, n2, n3 và n4 được xác định như sau:

n1 = x2 ; n2 = 1− 1
42
n1 · x2 ; n3 = 1− 1

20
n2 · x2 ;

n4 = 1− 1
6
n3 · x2 ; sinx = n4 · x.

(5.17)

• Khai triển bậc 8 của hàm cosx và kiến trúc thực thi hàm cosx như sau:

cosx ≈ 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+ x8

8!

= 1− x2

2
(1− x2

12
(1− x2

2
(1− x2

56
))).

(5.18)

DD D

1/56 1/30 1/12

x

cosx
n1 n2 n3 n4D

1/2

Hình 5.16: Kiến trúc thực thi hàm cosx sử dụng khai triển Maclaurin bậc 8.
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Trên Hình 5.16 các hệ số n1, n2, n3 và n4 được xác định như sau:

n1 = x2 ; n2 = 1− 1
56
n1 · x2 ; n3 = 1− 1

30
n2 · x2 ;

n4 = 1− 1
12
n3 · x2 ; cosx = 1

2
n4 · x.

(5.19)

• Khai triển bậc 5 của hàm e−x và kiến trúc thực thi hàm e−x như sau:

e−x ≈ 1− x+ x2

2!
− x3

3!
+ x4

4!
− x5

5!

= 1− x(1− x
2
(1− x

3
(1− x

4
(1− x

5
)))).

(5.20)

D D D D

1/5 1/4 1/3 1/2

x e-x

n1 n2 n3 n4

Hình 5.17: Kiến trúc thực thi hàm e−x sử dụng khai triển Maclaurin bậc 5.

Trên Hình 5.17 các hệ số n1, n2, n3 và n4 được xác định như sau:

n1 = 1− 1
5
· x ; n2 = 1− 1

4
n1 · x ; n3 = 1− 1

3
n2 · x ;

n4 = 1− 1
2
n3 · x ; e−x = 1− n4 · x.

(5.21)

• Hàm e−2x có khai triển Maclourin bậc 7 như sau:

e−2x ≈ 1− 2x+ 4x2

2!
− 8x3

3!
+ 16x4

4!
− 32x5

5!
+ 64x6

6!
− 128x7

7!

= (1− 0, 7249x)× (1− 0, 4143x+ 0, 3612x2)×
(1− 1, 1445x+ 0, 4810x2)× (1 + 0, 2837x+ 0, 205x2)

= (1− 0, 7249x)× (1− 0, 4143x+ 0, 3612x2)×
(1− 0, 8608x+ 0, 3612x2 − 0, 0982x3 + 0, 0986x4)

= (1− 0, 7249x)× (1− 0, 4143x(1− 0, 8718x)×
(1− 0, 8608(1− 0, 4196x(1− 0, 2719x(1− x)))).

(5.22)
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D

n1 n2

D

n3

0,8608

n4

D

0,4143
n50,8718

D

n6

D
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 e−2x

Then, equation (11) is implemented by cascading the
circuit shown in Fig. 7 with the architecture shown in Fig. 8.
Notice that inputs are in bipolar format while the final output
is in unipolar format. The intermediate signal wi is used as the
unipolar input of the implementation for exponential function.

As shown in Fig. 9, the whole stochastic RBF kernel is
implemented by multiplying four outputs yi from stochastic
exponential function e−2wi using an AND gate.

y1y1
y2
y1
y2y3
y2yy3
y4

y

Fig. 9: The computation of the final output for stochastic RBF
kernel.

V. TEST RBF KERNEL OF SVM CLASSIFIER BASED ON
EEG SIGNALS

In this section, the stochastic RBF kernel of SVM classifier
is tested using features extracted from EEG signals. We present
comparisons in terms of accuracy between two proposed
designs.

A. EEG Signals for Seizure prediction

The original EEG signals are taken from the dataset from
the recent American Epilepsy Society Seizure Prediction Chal-
lenge database [22] [28]. In our test, EEG signals of one patient
were sampled from 16 electrodes at 400 Hz, and recorded
voltages were referenced to the group average. Features used
in our design are spectral power ratios of selected subbands
of EEG signals captured from selected electrodes [29]. In our
test, four features are extracted for the patient. Assume that
support vectors are already known from training process. We
focus on the kernel computation in the testing process.

The testing data include 10244 samples and each sample
is a vector with 4 elements (x = {x1, x2, x3, x4}). Notice
that the bipolar stochastic logic requires the range of [−1, 1]
for input signal. To this end, each sample needs to be scaled
separately using l1 scaling [30] as follows:

x⇐ x

xmax
, (16)

where xmax represents the maximum magnitude of the input
data. Support vectors are trained based on scaled input data.
The stochastic RBF kernel is implemented using two approach-
es proposed in Section III and Section IV. In our simulation,

the length of stochastic bit stream is 1024 and the RNG is
implemented using a 10-bit LFSR. The output mean absolute
error (MAE) of two implementations of stochastic RBF kernel
are presented in Table I. The MAE is computed by using the
implementation with floating point precision as the ideal case.
Five support vectors denoted by SVi are selected in our test.
1000 simulations are performed for each test.

TABLE I: The output mean absolute error (MAE) of two
implementations of stochastic RBF kernel, where imp-1 de-
notes the implementation proposed in Section III while imp-2
corresponds to the implementation proposed in Section IV .

Support Vector SV1 SV2 SV3 SV4 SV5

Imp-1 0.0251 0.0242 0.0250 0.0251 0.0265
Imp-2 0.0195 0.0202 0.0208 0.0205 0.0198

It is shown in Table I that the error of the implementation
with bipolar input and unipolar output is reduced by 24.90%,
compared to the implementation with bipolar input and output.

VI. CONCLUSION

This paper has presented novel stochastic implementations
of RBF kernels for SVM classifiers. These proposed architec-
tures are tested using EEG signals for seizure prediction. This
paper has presented a specific implementation of e−2x using
Horner’s rule. Several other alternative architectures need to
be exploited to compute e−2x. In one approach, the factored
form of (13) can be implemented using stochastic logic. In
another implementation, all positive and negative terms can
be grouped and computed separately, and the result can be
computed by using a subtractor [31]. Future work will also
be directed towards a complete implementation that includes
computing features and processing final classification.
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Hình 5.18: Kiến trúc thực thi hàm e−2x sử dụng khai triển Maclaurin bậc 7.

Các hệ số ni, i = 1÷ 6 trên Hình 5.18 như sau:

n1 = 1− x ; n2 = 1− 0, 2719n1x ; n3 = 1− 0, 4196n2x ;

n4 = 1− 0, 8608n3x ; n5 = 1− 0, 4143x(1− 0, 8718x) ;

n6 = 1− 0, 7249x ; e−2x = n4n5n6.

(5.23)

• Khai triển bậc 9 của hàm sinπx
π

như công thức sau:

sinπx
π
≈ x− π2x3

3!
+ π4x5

5!
− π6x7

7!
+ π8x9

9!

= x(1− x2)(1− 0, 4x2)(1− 0, 2488x2 + 0, 0656x4)

= x(1− x2)(1− 0, 4x2)(1− 0, 2488x2(1− 0, 2637x2)).

(5.24)

Kiến trúc phần cứng thực thi hàm sinπx
π

theo khai triển bậc Maclaurin

bậc 9. trong [97] như Hình 5.19

Trên Hình 5.19 các hệ số n1, n2, n3, n4 và n5 được xác định như sau:

n1 = x2; n2 = 1− 0, 2637n1; n3 = 1− 0, 2488n2 · x2 ;

n4 = 1− 0, 4x2 ; n5 = 1− x2 ; sinπx
x

= n3n4n5 · x.
(5.25)

Trong [97] các tác giả đã thực thi các hàm toán học theo phương pháp

khai triển Maclaurin như trên và so sánh với phương pháp sử dụng đa thức
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Hình 5.19: Kiến trúc thực thi hàm sinπx
π

sử dụng khai triển Maclaurin bậc 9.

Bernstien và FSM. Theo các kết quả đưa ra trong [97] cho thấy phương pháp

sử dụng khai triển Maclaurin đạt được hiệu quả cao hơn so với phương pháp

sử dụng đa thức Bernstien và FSM trong [80], [96]. Trong chương này của

luận án, sẽ đề xuất sử dụng một phương pháp mới để thực thi các hàm toán

học trên logic ngẫu nhiên. Phương pháp đề xuất sử dụng xấp xỉ phân đoạn

tuyến tính đều các hàm toán học. Các kiến trúc tính toán các hàm toán học

theo phương pháp Maclaurin trình bày ở trên sẽ được thực thi lại và so sánh

với thực thi của phương pháp đề xuất.

5.3. Phương pháp xấp xỉ tuyến tính phân đoạn đều các hàm

cho tính toán trên SC

Để thực thi trên phần cứng các hàm toán học phức tạp thường được xấp

xỉ về các hàm đơn giản hơn có thể thực thi bằng các thao tác cơ bản như

cộng, trừ, nhân, chia. Độ phức tạp của phần cứng sẽ phụ thuộc vào hàm xấp

xỉ cụ thể. Trong chương này của luận án, sử dụng tính toán ngẫu nhiên để

tính toán các hàm sau khi được xấp xỉ. Các hàm ban đầu được xấp xỉ bằng
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phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều. Để phù hợp với tính toán trên

SC, các khoảng giá trị của biến đầu vào của các hàm được xác định trong

khoảng [0, 1]. Nhằm đơn giản về kiến trúc phần cứng thì số phân đoạn được

lựa chọn là một số lũy thừa của 2. Về nguyên tắc khi số phân đoạn lớn thì độ

chính xác xấp xỉ tăng, tuy nhiên khi số phân đoạn lớn sẽ làm tăng độ phức

tạp phần cứng, do vậy việc lựa chọn số phân đoạn xấp xỉ cần dung hòa giữa

độ phức tạp phần cứng và yêu cầu về độ chính xác. Trong chương này, các

hàm được lựa chọn xấp xỉ với 8 phân đoạn đều. Trong phân đoạn thứ i hàm

xấp xỉ được viết như công thức (5.26).

f(x) ≈ aix+ bi,
i

8
≤ x <

i+ 1

8
, i = 0÷ 7. (5.26)

Lỗi xấp xỉ trên phân đoạn thứ i là:

εi(x) = f(x)− (aix+ bi),
i

8
≤ x <

i+ 1

8
, i = 0÷ 7. (5.27)

Ngoài ra, để chính xác trong biểu diễn các hệ số trên phần cứng, thì các

hệ số ai và bi có dạng như công thức (5.28), trong đó B là biểu diễn độ rộng

bit của phần cứng chứa các hệ số.

ai, bi = N × 2−B, N,B ∈ Z. (5.28)

Thực hiện tìm các hệ số ai và bi tối ưu heo tiêu chí tối thiểu hóa lỗi cực

đại trên từng phân đoạn theo thuật toán như đã trình bày trong mục 1.3.2.

Trong đó, các hệ số ai và bi được ràng buộc theo công thức (5.28) và độ rộng

bit các thành phần phần cứng thực thi là 8 bit (B = 8). Các hệ số cho xấp xỉ

9 hàm toán học điển hình trong các ứng dụng của xử lý tín hiệu số và mạng

nơ-ron thể hiện trên các Bảng 5.1, Bảng 5.2 và Bảng 5.3. Trên các bảng này,

tham số εmax là lỗi cực đại xảy ra do xấp xỉ. Hình 5.20 thể hiện trường hợp
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hàm ln(1 + x) ở cả hai trường hợp lý tưởng và xấp xỉ phân đoạn tuyến tính

8 đoạn với các hệ số tìm được.

Bảng 5.1: Hệ số của các hàm ln(1 + x), tanh(x) và sigmoid(x).

Hàm ln(1 + x) Hàm tanhx Hàm sigmoid(x )

Đoạn ai bi Đoạn ai bi Đoạn ai bi

0 243×2−8 0 0 255×2−8 0 0 64× 2−8 128×2−8

1 217×2−8 3× 2−8 1 247×2−8 2× 2−8 1 64× 2−8 128×2−8

2 193×2−8 9× 2−8 2 232×2−8 5× 2−8 2 63× 2−8 128×2−8

3 180×2−8 14× 2−8 3 213×2−8 12× 2−8 3 63× 2−8 128×2−8

4 162×2−8 23× 2−8 4 189×2−8 24× 2−8 4 57× 2−8 131×2−8

5 151×2−8 30× 2−8 5 165×2−8 39× 2−8 5 57× 2−8 131×2−8

6 143×2−8 36× 2−8 6 141×2−8 57× 2−8 6 52× 2−8 135×2−8

7 126×2−8 51× 2−8 7 117×2−8 78× 2−8 7 50× 2−8 137×2−8

εmax = 0, 0018 εmax = 0, 0012 εmax = 7, 1× 10−4
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Hình 5.20: Hàm ln(1 + x) lý tưởng và xấp xỉ tuyến tính 8 đoạn.
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Bảng 5.2: Hệ số của các hàm sinx, cosx và e−x.

Hàm sinx Hàm cosx Hàm e−x

Đoạn ai bi Đoạn ai bi Đoạn ai bi

0 255×2−8 0 0 −13× 2−8 1 0 −234×2−8 256×2−8

1 254×2−8 0 1 −47× 2−8 132×2−8 1 −211×2−8 252×2−8

2 245×2−8 2× 2−8 2 −79× 2−8 140×2−8 2 −187×2−8 246×2−8

3 232×2−8 7× 2−8 3 −106×2−8 160×2−8 3 −166×2−8 238×2−8

4 214×2−8 16× 2−8 4 −138×2−8 166×2−8 4 −144×2−8 227×2−8

5 201×2−8 24× 2−8 5 −162×2−8 181×2−8 5 −131×2−8 219×2−8

6 178×2−8 41× 2−8 6 −186×2−8 199×2−8 6 −116×2−8 208×2−8

7 144×2−8 71× 2−8 7 −211×2−8 221×2−8 7 −101×2−8 195×2−8

εmax = 0, 002 εmax = 0, 0015 εmax = 0, 0013

Bảng 5.3: Hệ số của các hàm e−2x, sin(πx)
π

và log2(1 + x).

Hàm e−2x Hàm sin(πx)
π Hàm log2(1 + x)

Đoạn ai bi Đoạn ai bi Đoạn ai bi

0 −450×2−8 255×2−8 0 255× 2−8 0 0 351×2−8 0

1 −355×2−8 243×2−8 1 254× 2−8 0 1 310×2−8 5× 2−8

2 −273×2−8 233×2−8 2 245× 2−8 2× 2−8 2 282×2−8 12× 2−8

3 −213×2−8 200×2−8 3 −232×2−8 7× 2−8 3 258×2−8 21× 2−8

4 −168×2−8 178×2−8 4 −214×2−8 16× 2−8 4 234×2−8 33× 2−8

5 −218×2−8 153×2−8 5 −201×2−8 24× 2−8 5 217×2−8 44× 2−8

6 −100×2−8 132×2−8 6 −178×2−8 41× 2−8 6 205×2−8 53× 2−8

7 −73× 2−8 108×2−8 7 −144×2−8 71× 2−8 7 190×2−8 66× 2−8

εmax = 0, 0039 εmax = 0, 002 εmax = 0, 0018
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5.4. Kiến trúc phần cứng tính toán các hàm toán học sử dụng

logic ngẫu nhiên kết hợp với xấp xỉ phân đoạn tuyến tính
đều

Trong phần này, các kiến trúc phần cứng tính toán một số hàm toán học

phổ biến dựa trên các logic ngẫu nhiên và xấp xỉ phân đoạn tuyến tính sẽ

được đề xuất. Kiến trúc phần cứng cho các hàm riêng lẻ sẽ được đưa ra, đồng

thời một kiến trúc chung cho tính toán nhiều hàm toán học dựa trên phương

pháp đề xuất cũng được thiết kế và thực thi.

5.4.1. Kiến trúc phần cứng tính toán các hàm ln(1+x), tanhx, sigmoid(x)

và sinx

Theo phương pháp đề xuất thì các hàm được xấp xỉ bằng phân đoạn tuyến

tính đều và trong mỗi phân đoạn hàm được xấp xỉ bởi một đoạn tuyến tính.

Do vậy khi thực thi đòi hỏi một mạch nhân và một mạch cộng. Việc thực

thi phép nhân trong các kiến trúc truyền thống sẽ yêu cầu khá nhiều chi phí

về phần cứng. Trong logic ngẫu nhiên phép nhân này chỉ cần thực thi bởi

một cổng AND, do đó cho phép giảm chi phí phần cứng và tăng tốc độ. Tuy

nhiên đòi hỏi các bộ tạo số ngẫu nhiên SNG. Theo Bảng 5.1 và Bảng 5.2 các

hệ số cho xấp xỉ các hàm ln(1 + x), tanhx, sigmoid(x) và sinx trên tất cả

các phân đoạn đều thuộc khoảng [0,1]. Từ đó có thể xây dựng một kiến trúc

chung cho tính toán các hàm này như thể hiện trên Hình 5.21.

5.4.2. Kiến trúc phần cứng tính toán hàm e−x

Các hệ số cho xấp xỉ hàm e−x có giá trị tuyệt đối cũng đều thuộc khoảng

[0, 1]. Tuy nhiên các hệ số ai trong xấp xỉ hàm này có giá trị âm, do đó

vậy kiến trúc thực hiện chúng tương tự như kiến trúc thực hiện các hàm
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Hình 5.21: Kiến trúc phần cứng thực thi hàm ln(1 + x), tanhx sigmoid, sinx.

ln(1 + x), tanhx, sigmoid(x) và sinx, chỉ khác thay thế bộ cộng trong kiến

trúc Hình 5.21 thành một bộ trừ. Kiến trúc phần cứng thực hiện hàm e−x

thể hiện trên Hình 5.22.
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Hình 5.22: Kiến trúc phần cứng thực thi hàm e−x.
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5.4.3. Kiến trúc phần cứng tính toán hàm cosx

Các hệ số cho xấp xỉ hàm cosx có đặc điểm là các hệ số ai đều âm và

có trị tuyệt đối nhỏ hơn 1, còn các hệ số bi lại thuộc khoảng [1,2). Để thực

thi phần cứng cần biểu diễn các hệ số có trị tuyệt đối trong khoảng [0,1].

Do đó, cần biến đổi các hệ số về khoảng [0, 1]. Ví dụ, với phân đoạn thứ hai

(x ∈ [0, 125, 0, 25) ), hàm được xấp xỉ như sau:

cosx ≈ −47.2−8.x+ 260.2−8 = 1− 47.2−8.x+ 14.2−8 = 1− ax+ b,

(5.29)

với a = 47.2−8 và b = 14.2−8, với các phân đoạn còn lại biến đổi hoàn

toàn tương tự ta cũng nhận được dạng biểu diễn như công thức (5.29). Trong

SC với các đầu vào định dạng đơn cực, phép tính 1− ax được thực hiện bởi

một cổng NAND như mô tả ở Hình 5.23. Do đó, kiến trúc phần cứng thực

hiện hàm cosx sẽ có dạng như biểu diễn trên Hình 5.24.

x

a

1 - ax

Hình 5.23: Thao tác tính 1-ax trong SC.

5.4.4. Kiến trúc phần cứng tính toán hàm e−2x

Các hệ số ai cho xấp xỉ hàm e−2x có đặc điểm là đều là các số âm và ba

hệ số đầu tiên (a0, a1, a2) có trị tuyệt đối lớn hơn 1. Điều này sẽ dẫn tới kiến

trúc thực thi thay đổi để phù hợp với đặc điểm của các hệ số. Với ba phân
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MUX_1

MUX_2

SNG_1SNG_1

SNG_2SNG_2

CounterCounter

3MSBs

8

8

8

8

8

88

8

8 8

x

cosx
a0

a1

a7

b0

b1

b7

8

11 11 11 11 00 00 11 11

11 11 00 11 11 00 00 11

11 11 00 00 00 00 00 11

11 00 11 11 00 11 00 00

11 00 11 00 00 00 11 00

11 00 00 11 00 11 11 11

11 00 00 00 11 11 11 11

00 11 11 11 11 11 11 00

ROM_A

00 00 00 00 00 00 00 00

00 00 00 00 00 00 11 11

00 00 00 00 11 00 00 11

00 00 00 00 11 11 11 00

00 00 00 11 00 11 11 11

00 00 00 11 11 11 11 00

00 00 11 00 00 11 00 00

00 00 11 11 00 00 11 11

ROM_B

3

Hình 5.24: Kiến trúc phần cứng thực thi hàm cosx.

đoạn đầu tiên, biểu thức xấp xỉ có thể được viết lại như sau:

f(x) = −aix+ bi = −(1 + a
′
i)x+ bi = −a′ix− x+ bi, i = 0, 1, 2. (5.30)

Khi đó các giá trị a
′
i sẽ thuộc khoảng [0, 1] và sẽ được chứa trong ROM_A.

ngoài ra cần tạo ra một tín hiệu điều khiển để để đưa giá trị x vào bộ trừ ở

đầu ra. Kiến trúc phần cứng thực thi hàm thể hiện trên Hình 5.25.

MUX_1

MUX_2

SNG_1SNG_1

SNG_2SNG_2

CounterCounter

3MSBs

8

8

8

8

8

88

8

8 8

x

e-2x

a0

a1

a7

b0

b1

b7

8

11 11 11 00 11 00 11 00

11 11 00 11 00 00 11 11

11 00 11 11 11 00 11 11

11 00 11 00 00 11 11 00

11 00 00 11 00 00 00 00

11 00 00 00 00 00 11 11

00 11 11 11 00 11 00 00

00 11 11 00 00 11 00 11

ROM_A

11 11 11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11 00 00

11 11 11 11 00 11 11 00

11 11 11 00 11 11 11 00

11 11 11 00 00 00 11 11

11 11 00 11 11 00 11 11

11 11 00 11 00 00 00 00

11 11 00 00 00 00 11 11

ROM_B

3

MUX
0 1

‘0'
8x6x7 x5

Hình 5.25: Kiến trúc phần cứng thực thi hàm e−2x.
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5.4.5. Kiến trúc phần cứng tính toán hàm sin(πx)
π

Các hệ số xấp xỉ hàm sin(πx)

π
có đặc điểm đều có trị tuyệt đối thuộc khoảng

[0, 1], trong đó bốn hệ số ai đầu tiên có giá trị dương còn 4 hệ số sau có giá

trị âm, do vậy kiến trúc phần cứng sẽ có cả mạch cộng và mạch trừ và tín

hiệu điều khiển để sử dụng mạch cộng và mạch trừ sử dụng bit MSB của dữ

liệu đầu vào. Kiến trúc của mạch tính toán hàm sin(πx)

π
như trên Hình 5.26.

MUX_1

MUX_2

SNG_1SNG_1

SNG_2SNG_2

CounterCounter

3MSBs3MSBs

88

88

88

88

88

8888

88

88

xx

a0a0

a1a1

a7a7

b0b0

b1b1

b7b7

88

ROM_AROM_A

11 11 11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11 00 00

11 11 11 11 00 11 11 00

11 11 11 00 11 11 11 00

11 11 11 00 00 00 11 11

11 11 00 11 11 00 11 11

11 11 00 11 00 00 00 00

11 11 00 00 00 00 11 11

ROM_BROM_B

33

MUXMUX



11 11 11 00 11 00 11 00

11 11 00 11 00 00 11 11

11 00 11 11 11 00 11 11

11 00 11 00 00 11 11 00

11 00 00 11 00 00 00 00

11 00 00 00 00 00 11 11

00 11 11 11 00 11 00 00

00 11 11 00 00 11 00 11

MSBMSB

sin x



Hình 5.26: Kiến trúc phần cứng thực thi hàm sin(πx)
π

.

5.4.6. Kiến trúc phần cứng tính toán hàm log2(1 + x)

Theo Bảng 5.3. các hệ số cho xấp xỉ hàm có 4 giá trị đầu của hệ số ai

thuộc khoảng [1, 2). Do vậy với các hệ số ai lớn hơn 1. Có thể phân tích như

sau:

f(x) = aix+ bi = (1 + a
′
i)x+ bi = x+ ai

′
x+ bi, i = 0, 1, 2, 3. (5.31)

Khi đó các giá trị ai
′
sẽ thuộc khoảng [0,1] và sẽ được chứa trong ROM_A.

Tín hiệu điều khiển để đưa giá trị x vào bộ cộng sau cùng chỉ sử dụng bit
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MSB của dữ liệu vào. Kiến trúc phần cứng cho tính toán hàm log2(1 + x)

thể hiện trên Hình 5.27.

MUX_1

MUX_2

SNG_1SNG_1

SNG_2SNG_2

CounterCounter

3MSBs

8

8

8

8

8

88

8

8 8

x

log2(1+x)
a0

a1

a7

b0

b1

b7

8

11 11 11 00 11 00 11 00

11 11 00 11 00 00 11 11

11 00 11 11 11 00 11 11

11 00 11 00 00 11 11 00

11 00 00 11 00 00 00 00

11 00 00 00 00 00 11 11

00 11 11 11 00 11 00 00

00 11 11 00 00 11 00 11

ROM_A

11 11 11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11 00 00

11 11 11 11 00 11 11 00

11 11 11 00 11 11 11 00

11 11 11 00 00 00 11 11

11 11 00 11 11 00 11 11

11 11 00 11 00 00 00 00

11 11 00 00 00 00 11 11

ROM_B

3

MUX
0 1

‘0'
8

MSB

Hình 5.27: Kiến trúc phần cứng thực thi hàm log2(1 + x).

5.4.7. Kiến trúc phần cứng cho tính toán nhiều hàm toán học.

Phương pháp đề xuất cũng có thể cho phép tạo ra một kiến trúc chung

cho tính toán nhiều hàm toán học. Bằng việc tăng dung lượng của các bộ

nhớ ROM chứa các hệ số và thêm một số mạch logic điều khiển đơn giản.

Kiến trúc phần cứng cho tính toán nhiều hàm được thể hiện trên Hình 5.28.

Kiến trúc này cho phép tính toán 8 hàm khác nhau. Các bộ nhớ ROM_A và

ROM_B có kích thước đều bằng 64× 8 bit tương ứng chứa các hệ số xấp xỉ

ai và bi cho 8 hàm. Ngoài ra cần một tín hiệu điều khiển (Sel) để lựa chọn

các đầu vào tương ứng 8 hàm. Mạch kết hợp sẽ gồm một số mạch logic đơn

giản để tạo ra tín hiệu đầu ra phù hợp với từng hàm.



110

MUX_1

MUX_2

SNG_1SNG_1

SNG_2SNG_2

CounterCounter

8

8

8

8

8

8
8

8

x

a0

a1

a63

b0

b1

b63

8ROM_A

64×8 bits

ROM_B

64×8 bits

MUX

Sel

6

Sel&3MSB

3

Mạch kết 

hợp

Mạch kết 

hợp
f(x)

tanh x

sigmoid

sin x

cosx
xe

2xe

sin( )x



ln(1 )x 8

8

Hình 5.28: Kiến trúc phần cứng chung thực thi nhiều hàm toán học.

5.5. Kết quả thực thi và so sánh

Kiến trúc đề xuất tính toán các hàm toán học khác nhau trình bày trong

mục 5.4 được tổng hợp trên FPGA và ASIC. Tất cả các hàm được thực thi

đều có đầu vào và đầu ra đều có định dạng đơn cực và được biểu diễn bằng 8

bit. Các thanh ghi LFSR sử dụng trong kiến trúc phần cứng là các thanh ghi

8 bit. Kiến trúc cho tính toán mỗi hàm sử dụng hai SNG và hai ROM có kích

thước nhỏ để chứa các hệ số. Các kiến trúc được đề xuất trong [97] như trình

bày ở mục 5.2.3 cũng được thực thi lại để so sánh. Các kiến trúc so sánh

cũng được thực hiện với đầu vào và đầu ra biểu diễn bằng 8 bit, các thanh

ghi LFSR là thanh ghi 8 bit. Bảng 5.4 thể hiện kết quả thực thi trên FPGA

Virtex6 Xc6Wx75t và được tổng hợp bởi ISE 12.4 Suite. Bảng 5.5 thể hiện

kết quả tổng hợp bằng Synopsys Design Compiler cho các hàm khác nhau

của phương pháp đề xuất và các kiến trúc so sánh trên thư viện SAED công

nghệ CMOS 90 nm. Các kết quả thực thi cho thấy phương pháp đề xuất đạt

được hiệu quả cao hơn so với các kiến trúc theo phương pháp trong [97] cả
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về tài nguyên, tốc độ và công suất tiêu thụ.

Bảng 5.4: Kết quả thực thi trên FPGA.

Hàm
Đề xuất Phương pháp dùng khai triển Maclaurin [97]

Slice
LUT

Độ trễ
(ns)

fmax (MHz) Bậc slice
LUT

Độ trễ
(ns)

fmax (MHz)

ln(1 + x) 79 1,885 530,504 5 86 2,287 437,192

tanhx 78 1,885 530,804 7 87 2,290 436,624

sigmoid(x) 75 2,288 437,006 5 96 2,287 437,192

sinx 77 2,288 437,006 7 88 2,290 436,624

cosx 78 2,288 437,006 8 96 2,287 437,192

e−x 77 1,885 530,504 5 87 2,287 437,192

e−2x 94 2,288 437,006 7 99 2,290 436,624

sin(πx)
π

81 2,288 437,006 9 64 2,288 437,192

log2(1 + x) 87 2,288 437,006 - - - -

Đa hàm 133 2,288 37,006 - - - -

Bảng 5.5: Kết quả thực thi trên ASIC.

Hàm
Đề xuất Phương pháp dùng khai triển Maclaurin [97]

Diện tích
(µm2)

Độ trễ
(ns)

Công suất
(µW)

Bậc Diện tích
(µm2)

Độ trễ
(ns)

Công suất
(µW)

ln(1 + x) 3459 1,69 80,95 5 5381 1,74 101,24

tanhx 3449 1,69 80,34 7 4933 1,74 83,51

sigmoid 3589 1,70 97,89 5 5350 1,74 189,17

sinx 3741 1,7 60,67 7 4933 1,74 83,51

cosx 3746 1,7 65,87 8 5387 1,74 121,73

e−x 3469 1,69 78,43 5 5870 1,74 121,73

e−2x 4227 1,70 135,86 7 6430 1,74 256,55

sin(πx)
π

4188 1,7 70,30 9 4881 1,74 82,17

log2(1 + x) 4072 1,70 132,32 - - - -

Đa hàm 6949 1,77 298,65 - - - -
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5.6. Khảo sát và hiệu chỉnh sai số

Để đánh giá sai số trong tính toán các hàm trên phần cứng đề xuất, một

chương trình kiểm tra được viết để nhận được dữ liệu đầu ra cho từng hàm.

Với các kiến trúc đề xuất có dữ liệu đầu vào và đầu ra có định dạng 8 bit,

dữ liệu đầu ra gồm 256 giá trị tương ứng với 256 giá trị đầu vào.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

x

ln
(1

+x
)

Trước hiệu chỉnh lỗi

 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

x

ln
(1

+x
)

Sau hiệu chỉnh lỗi

 

Hàm tính toán
Hàm lý tưởng

Hàm tính toán
Hàm lý tưởng

a) b)

Hình 5.29: Lỗi trước và sau hiệu chỉnh hàm ln(1 + x).

Hình 5.30a mô tả lỗi của hàm ln(1 + x), giá trị trung bình sai số tuyệt

đối (MAE: Mean Absolute Error) của hàm ln(1 + x) là 0,0064. Với các kiến

trúc đề xuất cho phép hiệu chỉnh sai số đầu ra. Có thể minh họa kỹ thuật

hiệu chỉnh sai số đầu ra thông qua ví dụ trong trường hợp hàm ln(1 + x).

Quan sát sai số đầu ra trên Hình 5.29a có thể thấy sai số lớn xảy ra ở các

khoảng x ∈ (2, 5, 3, 75) và x ∈ (0, 625, 1), các khoảng giá trị này thuộc các

phân đoạn số 2, 5, 6 và 7. Bằng cách điều chỉnh các hệ số ai và bi tương ứng

với các phân đoạn này cho phép giảm sai số xuống các giá trị nhỏ hơn. Hình

5.29b mô tả sai số của hàm ln(1 + x) sau khi hiệu chỉnh. Giá trị MAE sau
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Bảng 5.6: So sánh lỗi của phương pháp đề xuất với các phương pháp khác.

Hàm Đề xuất Phương pháp Maclaurin Đa thức Bernstien FSM

sinx
Bậc - 3 5 7 3 5 7 8 trạng thái

MAE 0,0026 0,0016 0,0033 0,0034 0,0136 0,0088 0,0066 0,0025

cosx
Bậc - 2 4 6 2 4 6 8 trạng thái

MAE 0,0035 0,0082 0,0025 0,0023 0,0356 0,0178 0,0120 0,0053

ln(1 + x)
Bậc - 5 6 7 5 6 7 8 trạng thái

MAE 0,0026 0,0141 0,0109 0,0081 0,0090 0,0076 0,0066 0,0186

tanhx
Bậc - 3 5 7 3 5 7 8 trạng thái

MAE 0,0029 0,0178 0,0175 0,0140 0,0182 0,0110 0,0082 0,0351

e−x
Bậc - 4 5 6 4 5 6 8 trạng thái

MAE 0,0027 0,0018 0,0008 0,0008 0,0130 0,0103 0,0086 0,0154

e−2x
Bậc - 5 6 7 6 7 8 8 trạng thái

MAE 0,0027 0,0019 0,0011 0,0009 0,0195 0,0170 0,0875 0,0423

sigmoid
Bậc - 5 - 8 trạng thái

MAE 0,0024 0,0046 - 0,0198

sin(πx)/π MAE 0,0027 - - -

log2(1 + x) MAE 0,0025 - - -

hiệu chỉnh đạt 0,0026. Thực hiện tương tự với các hàm còn lại, lỗi đạt được

sau hiệu chỉnh của các hàm thể hiện trên Bảng 5.6. Trên Bảng 5.6 tham số

lỗi của các hàm được đưa ra trong [97] cũng được trình bày để so sánh với

phương pháp đề xuất trong luận án này. Lỗi của phương pháp đề xuất đã

được cải thiện so với các phương pháp trước đó đối với hầu hết các hàm.

Hơn nữa, phương pháp đề xuất được thực thi trên dữ liệu 8 bit (so với 10 bit
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trong [97]), khi tăng độ rộng bit của dữ liệu có thể cải thiện hơn về độ chính

xác.

5.7. Kết luận chương 5

Chương này này trình bày một phương pháp thiết kế các lõi phần cứng

tính toán các hàm toán học dựa trên các kỹ thuật xấp xỉ phân đoạn tuyến

tính đều và sử dụng các logic ngẫu nhiên. Kiến trúc phần cứng tính toán các

hàm toán học phổ biến đã được thiết kế dựa trên phương pháp đề xuất. Các

kết quả thưc thi cho thấy, các kiến trúc đề xuất đã cải thiện hiệu năng so với

các phương pháp trước đó



KẾT LUẬN VÀ HƯỚNG NGHIÊN CỨU TƯƠNG LAI

Trong luận án này, nghiên cứu sinh đã tiến hành nghiên cứu những kiến

thức cơ bản về các phương pháp thực thi phần cứng tính toán các hàm toán

học cơ sở. Đồng thời xem xét đặc tính của các ứng dụng xử lý tín hiệu số.

Trên cơ sở đó luận án này tập trung vào nghiên cứu các lõi phần cứng hiệu

quả cho tính toán các hàm toán học điển hình ứng dụng trong xử lý tín hiệu

số. Một số kết quả đạt được của luận án có thể tóm tắt như sau:

A. Một số kết quả đạt được của luận án

1. Đề xuất một phương pháp tính toán hàm logarithm nhị phân dựa trên

xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều với các hệ số tối ưu nhằm đạt được

lỗi xấp xỉ nhỏ. Ngoài ra, còn sử dụng một bảng LUT để bù sai số nhằm

tăng độ chính xác. Trên cơ sở phương pháp đề xuất một kiến trúc tính

toán logarithm nhị phân của một số 16 bit đầu vào đã được đưa ra và

thực thi trên FPGA và ASIC. Các kết quả thực thi cho thấy bộ chuyển

đổi loarithm nhị phân đạt được hiệu quả về tài nguyên và tốc độ;

2. Đề xuất một phương pháp cải tiến cho tính toán hàm sin ứng dụng cho

bộ tổ hợp tần số trực tiếp dựa trên kỹ thuật xấp xỉ phân đoạn tuyến

tính đều kết hợp với bảng LUT. Phương pháp đề xuất tập trung vào cải

thiện tỷ lệ nén sin-LUT của bộ chuyển đổi pha-biên độ trong DDFS. Các

kết quả thực thi và kiểm chứng đã cho thấy kiến trúc đề xuất đạt được

hiệu quả về mặt tài nguyên;
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3. Đề xuất một phương pháp tính toán các hàm toán học được ứng dụng

phổ biến trong xử lý tín hiệu số dựa trên xấp xỉ hai mức, mức xấp xỉ

thứ nhất dựa trên phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều và mức

xấp xỉ thứ hai là bước xấp xỉ hàm sai số gây ra bởi mức đầu tiên theo

phương pháp xấp xỉ phân đoạn tuyến tính có đối xứng. Các thực thi một

số hàm toán học điển hình theo phương pháp đề xuất đã cho thấy hiệu

quả về tốc độ . Vì vậy, kiến trúc đề xuất là phù hợp với các ứng dụng

đòi hỏi tốc độ thực thi cao.

4. Đề xuất một phương pháp tính toán các hàm toán học dựa trên tính

toán ngẫu nhiên kết hợp với xấp xỉ phân đoạn tuyến tính đều. Dựa trên

phương pháp này 9 hàm toán học sử dụng phổ biến trong ứng dụng xử

lý tín hiệu số và mạng nơ-ron đã được thực thi. Đồng thời một kiến trúc

chung cho tính toán nhiều hàm toán học dựa trên phương pháp đề xuất

cũng được thiết kế và thực thi. Các kết quả tổng hợp trên FPGA và

ASIC cho thấy hiệu quả của phương pháp đề xuất so với các nghiên cứu

tương tự.

B. Hướng phát triển tiếp theo

Dựa trên các kết quả nghiên cứu trong luận án này, một số hướng nghiên

cứu có thể phát triển trong tương lai là:

- Các hệ thống DSP hiện đại yêu cầu các thành phần tính toán có tài

nguyên thấp và hiệu năng cao vì vậy các kiến trúc hiệu quả cho các hàm toán

học khác cần tiếp tục nghiên cứu và nâng cao hiệu năng cho các ứng dụng

chuyên biệt.

- Phương pháp kết hợp xấp xỉ các hàm bằng phân đoạn tuyến tính với
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một LUT có kích thước nhỏ để bù sai số cho thấy hiệu quả với các ứng dụng

đòi hỏi chi phí phần cứng thấp. Có thể phát triển phương pháp bằng cách

tìm một thuật toán chung có tính hệ thống cho thực thi các hàm toán học.

Trong đó, các tham số như độ rộng bit dữ liệu đầu vào, kích thước của LUT

bù sai số, số phân đoạn xấp xỉ sẽ được tối ưu theo độ chính xác yêu cầu.

- Nghiên cứu ứng dụng các lõi tính toán đề xuất trong luận án vào các ứng

dụng như: xử lý tiếng nói, xử lý ảnh, đồ họa. . .

- Các lõi tính toán được thiết kế trong luận án này dựa trên SC được thực

hiện trên các hàm có đầu vào và đầu ra dạng đơn cực. Do vậy có thể tiếp

tục nghiên cứu thực thi với các hàm có đầu vào và đầu ra dạng lưỡng cực.

Hơn nữa, sử dụng SC là giải pháp hứa hẹn trong nhiều ứng dụng như mạng

nơ-ron, xử lý ảnh. . . Do vậy, nghiên cứu thiết kế các lõi tính toán dựa trên

SC cho các ứng dụng này là một hướng có thể tiếp tục nghiên cứu phát triển.

Đặc biệt các kiến trúc song song dựa trên SC là một hướng nghiên cứu mới

có thể phát triển cho nhiều ứng dụng.
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